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Verfasser  und  Verlog-er  dieses  "Werkes  behalten  sich  das  Recht  der  Uebersetzung*  in  froHide 

Sprachen  vor,  und  werden  ebensowohl  den  Nachdruck  als  die  unbefag^te  üeberselzung-  mit 

allen  g-esetzlichen  Mitteln  verfolg-en. 


Vorwort. 


In  der  vor  vierzehn  Jahren  von  Ricmann  veröffentlichten 
Schrift:  „Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Func- 
tionen einer  veränderlichen  complexen  Grösse"  *)  finden  sich 
zwei  Gedanken  ausgesprochen,  die  von  fundamentaler  Be- 
deutung sind. 

Während  man  bis  dahin  bei  Behandlung  solcher  Func- 
tionen ausging  von  einem  Ausdruck  der  Function,  *durch 
welchen  ihr  Werth  für  jeden  Werth  des  Arguments  definirt 
wird,  erkannte  Riemann,  dass  es  für  viele  Untersuchungen 
zweckmässiger  und  natürlicher  ist,  die  Functionen  zu  defi- 
niren  durch  gewisse  Merkmale  ihrer  Stetigkeit  oder 
Unstetigkeit.  Wenn  dieser  Gedanke  auch  nicht  voll- 
ständig neu  ist,  sondern  in  seinen  ersten  Anfängen  weiter 
zurückreicht,  so  hat  doch  Riemann  zuerst  sein  volles  Ge- 
wicht erkannt,  und  zuerst  denselben,  entkleidet  von  aller 
fremdartiger  Beimischung,  in  allgemeiner  und  zugleich  be- 
stimmter Weise  ausgesprochen. 

Vollständig  neu  ist  der  zweite  Gedanke.  Die  von  Gauss 
angegebene  Methode,  die  Werthe  einer  von  einem  comple- 
xen  Argument  abhängenden  Function  auf  einer  Fläche  aus- 
zubreiten, war  nur  anwendbar  auf  einwerthige  Functionen. 
BiemanSr  zeigte,  dass  die  mehrwerthigen  Functionen  einer 
ganz  ähnlichen  Behandlung  fähig  sind,  sobald  man  Flächen 
in  Anwendung  bringt,  die  aus  mehreren  über  einander  liegen- 
den, an  einzelnen  Stellen  mit  einander  verwachsenen  Blättern 
bestehen,  und  die,  was  ihre  nähere  Beschaffenheit  anbelangt; 


*)  Doctor-Dissertation.     Göttingen  1851. 


IV  Vorwort. 

abhängig  sind  von  der  individuellen  Natur  der  gerade  be- 
trachteten Function. 

Es  scheinen  diese  Gedanken  zu  Anfang  wenig  beachtet 
zu  sein.  Welcher  Wirkung  dieselben  aber  fähig  sind,  zeigte 
sich  bald  und  in  überraschender  Weise,  als  Riemann  die- 
selben in  Anwendung  brachte  auf  die  Elliptischen  und  Abel- 
schen  Integrale,  un^  als  es  ihm  glückte,  in  diesen  Regionen 
zu  einer  Theorie*)  zu  gelangen,  die  über  die  früher  inne 
gehaltenen  Grenzen  weit  hinausreichte.  Vieles  aufklärte,  was 
bis  dahin  dunkel  war,  und  Manches  vereinigte,  was  früher 
getrennt  erschien. 

In  einem  Punct  scheint  die  Theorie  allerdings  mangel- 
haft zu  sein.  Sie  zeigt,  wie  die  Umkehrung  der  AbePschen 
Integrale,  sobald  die -O'-Funclion  einmal  bekannt  ist,  mit 
Hülfe  dieser  Function  bewerkstelligt  werden  kann;  sie  giebt 
hingegen  keinen  Aufschluss  über  die  innere  Nothwendigkeit, 
welche  von  den  AbePschen  Integralen  zur  Bildung  jener 
'O'-Function  hinleitet.  Doch  wird  dieser  Uebelstand  ohne  Zweifel 
von  selber  verschwinden,  sobald  die  Riemann'schen  Gedanken 
und  die  durch  sie  begründete  neue  Anschauungsweise  erst 
in  weiterem  Umfange  zur  Herrschaft  gelangt  sein  werden. 

Wie  gewaltig  nämlich  die  Erfolge  auch  sein  mögen, 
welche  im  Gebiet  der  Elliptischen  und  AbeFschen  Integrale 
durch  die  neue  Anschauungsweise  errungen  wurden,  so  sind 
sie  doch  nur  als  ein  erstes  Beispiel  zu  betrachten.  Es  giebt 
andere  Theile  der  mathematischen  Wissenschaft,  auf  welche 
jene  Anschauungsweise  wahrscheinlich  von  nicht  minder 
kraftvoller  Wirkung  sein  wird. 

Dass  bisher  wenig  geschehen,  was  solche  Erwartungen 
rechtfertigt,  hat  seinen  Grund  darin,  dass  die  neuen  Ge- 
danken, und  dass  namentlich  die  mit  diesen  zusammen- 
hängenden neuen  Methoden  sich  noch  nicht  hinreichend 
Bahn  gebrochen  haben. 

Um  mich  deutlicher  ausdrücken  zu  können,  erinnere  ich 
an  die  Differential-  und  Integral-Rechnung.    Die  dieser  Dis- 


*)  Biemann^s  Theorie  der  AbePschen  Functionen,  und  drei  andere 
dazu  gehörige  Aufsätze  in  Borchardt^s  Journal.     Band  54. 


Vorwort.  y 

ciplin  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  sind  ihrem  Wesen 
nach  einfach;  an  Zahl  geringe.  Um  aber  diese  Gedanken 
benutzen  zu  können,  bedarf  es  nicht  allein  ihrer  Kenntniss, 
sondern  auch  eines  sorgfältigen  und  mühsamen  Studiums  der 
aus  ihnen  entspringenden  Methoden.  Ebenso  verhält  es  sich 
mit  der  durch  Riemann  begründeten  neuen  Disciplin.  Auch 
hier  liegt  eine  weite  Kluft  zwischen  der  Kenntniss  der  ein- 
fachen Grundgedanken  und  zwischen  der  Kenntniss  der  sich 
anschliessenden  Methoden. 

Allerdings  sind  diese  Methoden  von  Riemann  entwickelt, 
«atwickelt  in  ansehnlichem  Umfange.  Wer  sie  aber  aus 
diesen  Entwickelungen  kennen  lernen  will,  hat  einen  be- 
schwerlichen und  steil  ansteigenden  Weg  vor  sich,  von  viel- 
fach wechselnder  Richtung. 

Eine  Vorlesung,  die  ich  im  Sommersemester  1863  an 
der  Universität  Halle  über  diesen  Gegenstand  hielt,  veran- 
lasste mich,  naöh  einem  Wege  zu  suchen,  der  ein  möglichst 
bequemes  und  stetiges  Ansteigen  gestattet,  und  der  zugleich 
in  massigen  Intervallen  auf  Ruhepuncte  führt,  von  denen 
aus  die  jedesmal  zurückgelegte  Wegstrecke  deutlich  über- 
sehen werden  kann.  Zugleich  schien  es,  falls  der  gewählte 
Weg  die  aufzuwendende  Mühe  lohnen  sollte,  noth wendig, 
von  Anfang  an  ein  festes  Ziel  ins  Auge  zu  fassen,  und 
Alles,  was  zu  weit  ausser  der  so  bestimmten  Richtung  lag, 
vorläufig  unbeachtet  zu  lassen.  Es  darf  daher  nicht  befrem- 
den, wenn  in  dem  vorliegenden  Lehrbuch,  welches  im  We- 
sentlichen den  Inhalt  der  damals  gehaltenen  Vorlesung  aus- 
macht, Manches  fehlt,  was  an  und  für  sich  wichtig  ist,  z.  B. 
fast  Alles,   was  auf  die  Convergenz  der  Reihen  Bezug  hat. 

Während  ich  übrigens  in  jener  Vorlesung  nur  bis  zur 
Umkehrung  der  Elliptischen  Integrale  vorzudringen  für  an- 
gemessen fand,  bin  ich  gegenwärtig  weiter  gegangen,  näm- 
lich bis  zur  Umkehrung  der  Abel'schen  Integrale*).  Ausser- 


*)  Der  letzte  Theil  des  vorliegenden  Lehrbuchs  führt  zu  Resultaten, 
die  ich  in  gedrängter  Kürze  und  ohne  weitere  Begründung  schon  früher 
veröffentlicht  habe  in  einer  kleinen  Schrift:  „Die  Umkehrung  der  AbeP- 
schen  Integrale^S  Halle  1863. 


VI  Vorwort. 

dem  ist  in  der  Zwischenzeit  auch  Manches  geändert,  was 
damals  nicht  anschaulich  genug  hervortrat,  oder  nicht  hin- 
reichend strenge  zu  sein  schien. 

Meine  Darstellung  fusst  ausschliesslich  auf  dem  Studium 
der  von  Riemann  veröffentlichten  und  bereits  genannten  Ab- 
handlungen*). Was  im  Lauf  der  letzten  Jahre  (in  directer 
oder  indirecter  Weise)  durch  die  Schriften  von  ßoch  und 
Prym  über  Kiemann's  Vorlesungen  bekannt  wurde**), 
konnte  nicht  mehr  von  Einfluss  werden  auf  das  vorliegende 
Lehrbuch,  welches  damals  in  Plan  und  Anordnung  bereits 
eine  ihm  eigenthümliche  und  feste  Gestaltung  gewonnen  hatte. 

Als  meine  Arbeit  fast  völlig  zum  Abschluss  gebracht 
war,  erschien  das  schätzbare  Werk  von  Durege***).  In 
demselben  zeigte  sich  Manches  behandelt,  was  ich  ebenfalls 
bearbeitet  hatte.  Manches  auch  in  helles  Licht  gestellt,  was 
in  meiner  Arbeit  nur  schwach  angedeutet  war  oder  wohl 
ganz  fehlte.  Im  Ganzen  erschienen  Ziel  und  Anordnung  des 
Werks  von  Durege  von  denen  des  meinigen  so  wesentlich 
verschieden,  dass  ich  die  Veröffentlichung  meiner  Arbeit 
keiilen  Augenblick  beanstandet  habe. 

Ich  glaube,  dass  die  Schwierigkeiten,  welche  dem  Ver- 
ständniss  der  Riemann'schen  Abhandlungen  entgegenstehen, 
durch  das  vorliegende  Lehrbuch  beseitigt  sein  werden. 
Ausgenommen  bleibt  dabei  allerdings  ein  wesentlicher  Punct, 


*)  Erwähnen  muss  ich  dabei  jedoch  eines  Gedankens,  der  mir  aus 
Riemann' s  Vorlesungen  durch  mündliche  Ueb erlief erung  zu  Ohren 
kam,  und  der  auf  meine  Darstellung  von  nicht  geringem  Einfluss  wurde. 
Dieser  Gedanke  besteht  in  der  Projection  der  auf  der  Horizontal- 
Ebene  ausgebreiteten  Functionswerthe  nach  einer  Xugelfläche  hin. 
Ich  habe  dieser  (wie  ich  glaube  nur  beiläufig)  von  Riemunn  angegebe- 
nen Projection  noch  eine  zweite  (die  Projection  von  der  Kugel  fläche 
auf  die  Antipoden-Ebene)  hinzugefügt;  und  glaube,  dass  diese  geo- 
metrischen Vorstellungen,  obwohl  für  die  Wissenschaft  selber  unwesent- 
lich, für  die  erste  Einführung  in  die  von  Riemann  begründete  neue 
Disciplin  von  grossem  Vortheil  sein  werden. 

**)  Roch's  Aufsätze  im  SchlÖmilch'schen  Journal.    Prym,  Theoria 
nova    functionam   ultraellipticarum.      Dissertatio   inauguralis.     Berlin, 
1863. 
***)  Durege,  Elemente  der  Theorie  der  Functionen.    Leipzig,  1864. 


Vorwort.  vil 

welcher  in  meine  Darstellung  [ihrem  ganzen  Gange  nach 
nicht  hineinpasste ;  nämlich  die  Darlegung  und  Anwendung 
des  Dirichlet'schen  Princips.  Das  Wesentliche  hierüber 
gedenke  ich  bei  späterer  Gelegenheit  kurz  zusammenzu- 
stellen*). 

Basel;  Januar  1865. 

Der  Verfasser. 


*)  Solches  ist  inzwischeu  bercitB  geschehen  durch  eine  kleine  Schrift, 
die  gegenwärtig  (Octobei;  1865)  im  Druck  begriffen  ist,  und  die  den  Titel 
führt:  „Das  Dirichlet'sche  Princip  in  seiner  Anwendung  auf  die 
Kiemann* scheu  Flächen/* 
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halb einer  gegebenen  Elementarfläche  überall  eindeutig 
und  stetig  ist 53 

Vierter  Abschnitt,    lieber  Integrale ,  welche  längs  einer  Curve 

hinerstreckt  sind 62 

Fünfter  Abschnitt.  Das  Integral  eines  vollständigen  Differen- 
tiales  längs  einer  in  sich  zurücklaufenden  Curve  hin  wird  nicht 
immer,  sondern  nur  unter  gewissen  Umständen  gleich  Null 
sein 67 
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Dritte  Vorlesimg. 

Functionen  mit  einem   complexen  Argument    in  ihrer 
.  Ausbreitung  auf  einer  Elementarfläche. 

Seilt' 

Erster  Abschnitt,  lieber  die  positive  Umlaufong  einer  Fläche 
oder  eines  Punctes,  und  über  die  Wahl  des  Coordinatensy- 
Sternes 71 

Zweiter  Abschnitt.  Allgemeine  Eigenschaften  einer  jeden  nicht 
von  X  und  y,  sondern  nur  von  dem  einen  Argumente  o; -|- t^ 
abhängenden  Function 75 

Dritter  Abschnitt.  Untersuchung  einer  von  x-^iy  abhängen- 
den Function,  die  auf  einer  beliebig  gegebenen  Elementarfläche 
überall  eindeutig  und  stetig  ist.  Reihenentwickelung  einer 
solchen  Function  innerhalb  irgend  eines  auf  jener  Fläche  ab- 
gegrenzten Kreises 70 

Vierter  Abschnitt.  Ueber  die  Unstetigkeits-  und  NuUpuncte 
einer  Function.  Die  Unstetigkeitspuncte  werden  eingetheilt 
in  solche,  die  polarer,  und  in  solche,  die  nicht  polarer 
Natur  sind;  die  erstercn  werden  Pole  genannt.  (Das  Bereich 
eines  Punctes) 92 

Fünfter  Abschnitt.  Untersuchung  einer  von  x  +  iy  abhängen- 
den Function,  welche  auf  einer  Elementarfläche  überall  ein- 
deutig, und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall 
stetig  ist.  Ueber  die  Ordnungszahlen  einer  solchen 
Function 103 

Sechster  Abschnitt.  Ueber  die  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit 
von  .Functionen ,  welche  aus  andern  Functionen  auf  rationale 
Weise  zusammengesetzt  sind 112 

Siebenter  Abschnitt.  Reihencntwickelung  einer  von  x -^  iy 
abhängenden  Function,  welche  auf  einer  Kreisfläche  überall 
eindeutig  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch 
überall  stetig  ist 119 

Achter  Abschnitt.  Ueber  die  Summe  sämmtlicher  Ordnungszah- 
len, welche  eine  von  x-^iy  abhängende  Function  auf  einer 
gegebenen  Elementarfläche  besitzt;  vorausgesetzt,  dass  die- 
selbe auf  jener  Fläche  überall  eindeutig,  und  mit  etwaiger 
Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig  ist .     .      122 

Neunter  Abschnitt.  Ueber  den  Werth  eines  gewissen  Rand- 
integrales      - 12() 

Vierte  Vorlesung. 

Functionen    mit  einem   complexen  Argument  in  ihrer 
Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche. 

Erster  Abschnitt.  An  Stelle  der  Horizontalebene,  welche  zur 
räumlichen  Ausbreitung  einer  von  x  +  iy  abhängenden  Func- 
tion bisher  gedient  hat,  wird  eine  mit  dem  Durchmesser  1  be- 
schriebene Kugelfläche  eingeführt.  Ueber  die  Aenderungen, 
welchen  die  Function  hinsichtlich  ihrer  Eindeutigkeit  und 
Stetigkeit  hierbei  ausgesetzt  ist 132 

Zweiter  Abschnitt.  Einführung  der  Antipodenebene.  Unter 
den  verschiedenen  Arten  der  räumlichen  Ausbreitung  einer 
Function  wird  die  Ausbreitung  auf  der  Kugel  fläche  in  den 
Vordergrund    gestellt;    die  Horizontal-    und  Antipoden- 
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ebene  sind  nämlich  als  zwei  durch  Umformung  entstehende 
—  übrigens  gleichberechtigte  —  Nebenformen  der  Kugelfläche 
zu  betrachten  .     .* 139 

Dritter  Abschnitt.  Eine  von  x '\- iy  abhängende  Function, 
welche  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  überall  ein- 
deutig und  stetig  ist,  wird  jederzeit  eine  Constante  sein     .     149 

Vierter  Abschnitt.  Eine  von  x  +  iy  abhängende  Function, 
welche  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  überall  ein- 
deutig, und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall 
stetig  ist,  wird  jederzeit  eine  rationale  Function  von  x  +  iy 
sein 154 

Fünfte  VorlesTing. 

Einführung   der  Riemann'schen  ebenen  Flächen  und 
der  Riemann*schen  Kugelflächen. 

Erster  Abschnitt.  Definition  der  Windungsfläche,  Zwei  Flä- 
chentheiie,  welche  einander  in  einer  Linie  durchsetzen,  sind 
als  Flächentheile  zu  betrachten,  zwischen  welchen  längs  jener 
Linie  kein  Zusammenhang  stattfindet *  .     .     .     .     162 

Zweiter  Abschnitt.  Die  Wurzelgrösse  ]Kz  besitzt,  falls  man 
unter  Z  eine  ganze  rationale  Function  von  x  +  iy  versteht,  in 
jedem  Punct  der  Horizontalebene  zwei  Werthe.  Abwickelung 
einer  Keihe  von  Werthen,  welche  längs  einer  gegebenen  Curve 
hin  stetig  auf  einander  folgen  . 168 

Dritter  Abschnitt.  Fortsetzung.  —  Aus  dem  Werthvorrath, 
welchen  Yz  besitzt,  wird  ein  die  ganze  Horizontal  ebene  über- 
deckendes und  überall  eindeutiges  Werthsystem  abge'schieden  .     174 

Vierter  Abschnitt,  Fortsetzung.  —  Der  ganze  Werthvorrath, 
welchen  Yz  überhaupt  besitzt,  wird  gesondert  in  zwei  Werth- 
systeme;  diese  beiden  Systeme  lassen  sich  auf  stetige  Weise 
zusammenschmelzen  zu  einem  einzigen.  Als  Träger  des  letztern 
dient  aber  dann  nicht  mehr  die  gewöhnliche  Horizontal  ebene, 
sondern  eine  gewisse  horizontale  Doppelfläche;  diese  wird 
eine  Riemann*sche  Fläche  genannt 181 

Fünfter  Abschnitt.  Fortsetzung.  —  Die  Riemann'sche  ebene 
Fläche  kann  durch  Umformung  in  eine  Riemann'sche 
Kugelfläche  verwandelt  werden.  Die  Uebergangslinien 
einer  Riemann*schen  Fläche  sind  verschiebbar 187 

Sechster  Abschnitt.  Sämmtlicho  Werthe  einer  beliebig  ge- 
gebenen algebraischen  Function  von  x  •■\- iy  lassen  sich 
immer  auf  einer  gewissen  Riemann^schen  Kugelfläche  in  ein- 
deutiger Weise  ausbreiten.  Allgemeine  Bemerkungen  über  die 
Windungspuncte  einer  Riemann'schen  Fläche 193 

Sechste  Verlesung. 

ßeduction    einer  Riemann'schen  Kugelfläche  auf  ein 
System  von  Elementarflächen. 

Erster  Abschnitt.    Allgemeine  Bemerkungen  über  die  stetige 

Umformung  einer  Fläche 205 

Zweiter  Abschnitt.  lieber  die  stetige  Umformung  eines  Recht- 
ecks in  ein  anderes  Rechteck 210 
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Dritter  Abs-chnitt.  Ueber  die  stetige  Umformnng  einer  Kegel- 
fläche in  eine  andere  Kegelfläche,  insbesondere  über  die  ste- 
tige Umformung  einer  Windungsfläche  in  eine  Windungsfläche 
anderer  Ordnung 213 

Vierter  Abschnitt.     Ueber  die  stetige  Umformung   einer  Win- 

dung^fläche  in  eine  Elementarfläche 218 

Fünfter  Abschnitt.  Jede  Riemann*sche  Kugelfläche  lässt  sich 
durch  Zerschneidung  und  stetige  Umformung  auf  ein  System 
von  lauter  elementaren  Flächenstücken  reduciren 225 

Sechster  Abschnitt.  Fortsetzung.  —  Schliessliches  Resultat  der 
Unterstichung.  (Der  ursprüngliche  und  der  natürliche 
Zustand  eines  Flächenstückes.) 235 

Siebente  Vorlesong. 

Functionen  mit  einem  complexen  Argument  in  ihrer 
Ausbreitung  auf  einer  Riemann'schen  Kugelfläclie. 

Erster  Abschnitt.  Untersuchung  einer  von  a?  +  ly  abhängen- 
den Function,  welche  auf  irgend  einem  Theile  einer  Riemanu'- 
schen  Kugelfläche  überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  ein- 
zelner Pole  daselbst  auch  überall  stetig  ist.  Die  Ordnungs- 
zahlen einer  solchen  Function 2.19 

Zweiter  Abschnitt.  Die  Ordnungszahl,  welche  eine  Function 
in  irgend  einem  Punct  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  be- 
sitzt, steht  in  unmittelbarer  Beziehung  zu  den  im  Bereiche  des 
Punctes  vorhandenen  Functions werthen 2-1 G 

Dritter  Abschnitt.  Ueber  die  Berechnung  der  Ordnungszah- 
len von  Functionen,  welche  atif  einer  Riemann'schen  Kugel- 
fläche oder  auch  auf  einer  gewöhnlichen  einblättrigen  Kugel- 
fläche ausgebreitet  sind 253 

Vierter  Abschnitt.  Ueber  die  Summe  sämmtlicher  Ordnungs- 
zahlen, welche  eine  Function  innerhalb  irgend  eines  Thoilcs 
einer  Riemann'schen  Kugelfläche  besitzt 200 

Fünfter  Abschnitt.     Ueber  Functionen,  die  aus  andern  Fnnc- 

tionen  auf  rationale  Weise  zusammengesetzt  sind       ....     270 

Sechster  Abschnitt.  Es  wird  gezeigt,  dass  eine  von  X'{-iy 
abhängende  Function,  die  auf  einer  Riemann'schen  Kugel- 
fläche überall  eindeutig  und  stetig  ist,  eine  Constanto  sein 
muss.    Verallgemeinerung  dieses  Satzes 274 

Siebenter  Abschnitt.  Es  wird  gezeigt,  dass  eine  von  x^iy 
abhängende  Function,  die  auf  einer  Riemann'schen  Kugel- 
fläche überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  da- 
selbst auch  überall  stetig  ist,  eine  algebraische  Function 
von  X  +  iy  sein  muss 283 

Aehte  Vorlesung. 

Verwandlung  einer  R  iemann'schen  Kugelfläclie  durch 
geeignete  Schnitte  in  eine  einfach  zusammenhangende 

Fläche. 

Erster  Abschnitt.  *Eintheilung  sämmtlicher  Flächen  in  ein- 
fach zusammenhängende  und  mehrfach  zusammenhängende. 
Definition  der  Querschnitte  und  Rückkehrschnitte  .     .     291 
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Zweiter  Abschnitt.  Untersuchung  eines  beliebig  gegebenen 
Flächensystemes;  die  Grundzahl  eines  solchen  Systemes. 
Eintheilung  der  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  in 
zweifach,  dreifach,  vierfach,  u.  s.  w.  zusammenhängende      .    296 

Dritter  Abschnitt.  lieber  die  bei  einer  iVfach  zusammen- 
hängendenFIäche  möglicherweise  vorhandene  Anzahl  von  Rand- 
curven.  Wie  vielfach  eine  Riemann^sche  Eugelfläche  zusam- 
menhängend ist,  lässt  sich  in  jedem  gegebenen  Fall  mit  Hülfe 
einer  einfachen  Regel  leicht  ermitteln •  .     306 

Vierter  Abschnitt.  Eine  beliebig  gegebene  Fläche  lässt  sich 
durch  Ausführung  geeigneter  Schnitte  oder  Ströme  jederzeit 
ver^^andeln  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche.  Ueber 
die  positive  Umlauf ung  dieser  letzteren  Fläche 314 

Fünfter  Abschnitt.  Fortsetzung.  —  Anwendung  auf  diejenige 
Riemann^sche  Kugelfläche,  welche,  falls  Z  eine  ganze  rationale 
Function  von  x -^  ly  vorstellt,  erforderlich  ist,  um  sämmt- 
liche  Werthe  der  Function  Yz  auf  eindeutige  Weise  auszu- 
breiten     318 

SechsterAbschnitt.  Untersuchung  eines  von  x  +  iy  abhängen- 
den Differentiales,  welches  auf  einem  gegebenen  Theil 
einer  Riemann'schen  Eugelfläche  überall^  eindeutig  und  stetig 
ist 327 

Siebenter  Abschnitt.  Fortsetzung.  —  Das  auf  einer  Riemann* - 
sehen  Eugelfläche  von  einem  festen  Punct  «  +  i6  nach  einem 

beweglichen  Punct  x  -|-  iy  hinerstreckte  Integral    1  Fdf  kann, 

falls  Fdf  auf  jener  Fläche  überall  eindeutig  und  stetig  ist, 
durch  geeignete  Beschränkung  seiner  Bahn  in  eine 
von  X -^  iy  abhängende  Function  verwandelt  werden,  die  da- 
selbst ebenfalls  überall  eindeutig  und  stetig  ist 335 

Kennte  Vorlerang. 
Die  Ümkehrung  des  elliptischen  Integrales. 

Erster  Abschnitt.  Angabe  des  Problemes,  um^  welches  es  sich 
bei  der  Umkehrung  eines  elliptischen  Integrales  handelt.  Um 
für  den  Angriff  des  Problemes  eine  feste  Basis  zu  gewinnen, 
werden  gewisse  Fundamentalconstanten,  und  ein  damit  zusam- 
menhängendes fundamentales  Flächengebiet  eingeführt  .     .     .     344 

Zweiter  Abschnitt.  Der  Betrachtung  des  elliptischen  Integra- 
les Sl  (z)  wird  eine  gewisse  zweiblättrige  Riemann*sche  Kugel- 
fläche di  zu  Grunde  gelegt.  Nachdem  diese  Fläche  durch  ge- 
eignete Schnitte  oder  Ströme  a,  6  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  dt'  verwandelt  ist,  wird  eine  dem  Integral 
iö(z)  conjugirte  Function  W(z)  eingeführt,  welche  innerhalb 
di*  überall  eindeutig  und  stetig  ist 349 

Dritter  Abschnitt.  Fortsetzung.  —  Nähere  Untersuchung  der 
Function  W(z).  An  Stelle  des  Integrales  ß  (z)  und  der  Func- 
tion lV{z)  werden  ein  Integral  od{z)  und  eine  Function  W(z)  ein- 
geführt, die  von  jenen  nur  durch  einen  constanten  Factor  ver- 
schieden sind 357 

Vierter  Abschnitt.  Untersuchung  derjenigen  Eigenschaften, 
welche  eine  von  W  (z)  abhängende  &  -  Reihe ,  als  Function  von 
z  betrachtet,  besitzt 370 


Inhaltsverzeichniss.  XIII 

Seite 

Fünfter  Abschnitt.  Fortsetzung.  — Es  wird  gezeigt,  wie  sich 
mit  Hälfe  der  ^- Reihe  die  Umkehmng  der  Function  W(z) 
bewerkstelligen,  nämlich  z  durch  W(z)  ausdrücken  lässt    .     .     376 

Sechster  Abschnitt.  Hurch  Uebertragung  des  im  letzten  Ab- 
schnitte erhaltenen  Resultates  auf  das  Integral  m{z)  und  auf 
das  ursprünglich  vorgelegte  Integral  Sl  (z)  ergiebt  sich  schliess- 
lich die  Lösung  des  gestellten  Problemes    ^ 385 

Zehnt«  Vorletimg. 
Die  AbeTschen  Integrale. 

Erster  Abschnitt.  Bei  Umkehrung  der  Aberschen  Integrale 
Slu  SI21  .  •  .  «Absind  zwei  Probleme  zu  unterscheiden,  nämlich 
das  Riemann^sche  und  das  Jacobi'sche  Problem;  von 
diesen  ist  das  erstere  eigentlich  nur  ein  Special  fall  des  letztern.     390 

Zweiter  Abschnitt.     Den  primären  Integralen  Sli,  Sl^,  .  .  .  Sls 
werden  die  mit  ihnen  auf  lineare  Weise  verbundenen  secun- 
dären  Integrale  cO],  m^,  .  •  .  ms  zur  Seite  gestellt.    Die  in  die- 
sen linearen  Verbindungen  vorhandenen  constanten  Coefficien- ' 
ten  r  bleiben  vorläufig  unbestimmt 396 

Dritter  Abschnitt.  Um  für  den  Angriff  der  Probleme  eine  feste 
Basis  zu  gewinnen,  werden  gewisse  Constanten,  nämlich  die 
Fundamentalwerthe  der  primären  und  secundären  Inte- 
grale eingeführt;  gleichzeitig  auch  ein  gewisses  damit  zusam- 
menhängendes fundamentales  Flächengebiet    ,     .    ,     .    400 

Vierter  Abschnitt.  Untersuchung  zweier  Integrale  iß,  Sl'  die 
entweder  geradezu  zur  Zahl  der  primären  und  secundären  In- 
tegrale gehören,  oder  von  denselben  doch  auf  lineare  Weise 
abhängen.  Als  Grundlage  der  Untersuchung  dient  eine  ge- 
wisse Riemann^sche  Kugelfläche  di»  Nachdem  diese  durch  ge- 
eignete Schnitte  oder  Ströme  a,  6,  c  in  eine  einfach  zusam- 
menhängende Fläche  di'  verwandelt  ist,  werden  zwei  den  « 
Integralen  Ä,  ß'  conjugirte  Functionen  fV,  W  eingeführt, 
die  innerhalb  9i'  überall  eindeutig  und  stetig  sind      ....    405 

Fünfter  Abschnitt  Fortsetzung.  —  Sind  die  Fundamental- 
werthe der  Integrale  A,  Sl'  bekannt,  so  lassen  sich  die  con- 
stanten Werthdifferenzen ,  mit  welchen  die  Functionen  W,  W 
in  den  Strömen  a,  h^  c  behaftet  sind,  augenblicklich  berech- 
nen   417 

Sechster  Abschnitt.  Fortsetzung.  —  Zwischen  den  Werthdif- 
ferenzen,  mit  welchen  die  eindeutigen  Functionen  W^  W*  in 
den  Strömen  a,  b^  c  behaftet  sind,  finden  jederzeit  gewisse 
Relationen  statt 423 

Siebenter  Abschnitt.  Die  bei  Bildung  der  secundären  Inte- 
grale 09j,  o»2t  . .  •  oos  noch  unbestimmt  gelassenen  Coefficienten  F 
werden  definitiv  festgesetzt;  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass 
die  mit  diesen  Integralen  oonjugirten  eindeutigen  Functionen 
W],  Wj,  ...  "Wg,  hinsichtlich  ihrer  in  den  Strömen  a,  &,  c 
vorhandenen  Werthdifferenzen  gewissen  einfachen  Anforderun- 
gen Genüge  leisten 432 

Elfte  Vorlesung.  ^ 

Die  von  den  AbeTschen  Integralen  abhängende  '^-Reilio. 

Erster  Abschnitt.'  Die  Functionen  W|,  W.,,  ...  W.«  werden  in 
Verbindung   mit   willkührlichcn  Constanten  //,,  g.y,  -  >  -  gs   zu 


XIV  Inhaltsverzeicliniss. 

Seite 

Argumenten  einer  «fach  unendlichen  «Ö*- Reihe  genommen.  Der 
so  entstehende  Ausdruck  ^iw^—gi,  Wg — §2^  ...  ^s  —  gs)  ist 
dann  eine  von  z  abhängende  Function,  welche,  ebenso  wie 
Wj,  Wg,  .  .  .  W*  selber,  innerhalb  der  Fläche  9^1'  überall  ein- 
deutig und  stetig  bleibt 442 

Zweiter  Abschnitt.  Mit  Hülfe  der  «  fach  unendlichen  <9'-Reihe 
lässt  sich  aus  den  Functionen  W, ,  Wg,  .  .  .  W*  ein  Ausdruck 
aufbauen,  der  von  z  auf  algebraische  Weise  abhängig  ist  .     .    449 

Dritter  Abschnitt.  Um  die  gegenseitige  Abhängigkeit,  welche 
zwiscl;ien  den  in  der  Function*' '^(W,  — ^, ,  Wj  —  g^  . . .  Wa-  —  gs) 
enthaltenen  willkührlichen  Constanten  gi,  g^,  ...  gs  und  zwi- 
schen den  dieser  Function  zugehörigen  Nullpuncten  z,,  Zg,  ...  zs 
stattfindet,  zu  ermitteln,  wird  zunächst  eine  gewisse  anxiliäre 
Function  q>  gebildet 458 

Vierter  Abschnitt.  Fortsetzung.  —  Mit  Benutzung  der  Func- 
tion 9  ergeben  sich  gewisse  s  Gleichungen  als  Ausdruck  für 
die  zwischen  den  Constanten  ^^ ,  pjt  -  '  '  9s  und  den  Nullpunc- 
ten z^f  Zft  ,  ,  ,  Zs  vorhandene  Abhängigkeit 467 

Fünfter  Abschnitt.  Fortsetzung.  —  Berechnung  gewisser  con- 
stanter  Integralwerthe ,,  mit  welchen  die  gefundenen  s  Glei- 
chungen behaftet  sind .     i 472 

Sechster  Abschnitt.  Die  in  der  Function  '9'(Wj — g^,  Wj  — ^21 
.  .  .  W5 — gs)  enthaltenen  willkührlichen  Constanten  ^j,  ^2»  •  ••  9s 
lassen  sich  jederzeit  der  Art  bestimmen,  dass  die  Function 
in  s  beliebig  gegebenen  Puncten  z^,  Z2»  •  •  •  ^*  ^vlII  wird     .     .    484 

Siebenter  Abschnitt.  Allgemeine  Bemerkungen  über  die 
zwischen  den  willkührlichen  Constanten  g^  gif  .  .  .  gs  und  zwi- 
schen den  Nullpuncten  Zj,  Zj,  ...  zs  gefundenen  *  Glei- 
chungen  488 

Zwölfte  Vorlesung. 
Die  Umkehrung  der  AbeTschen  Integrale. 

Erster  Abschnitt.  Es  wird  gezeigt,  wie  sich  mit  Hülfe  der 
s  fach  unendlichen  -S*- Reihe  die  Umkehrung  der  Functionen 
Wj(z),  W2(z), .  .  .  Ws{z)  bewerkstelligen,  nämlich  z  durch  Wj(z), 
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Erste  Vorlesung. 

Definition  der  Exponential-Function,  der  Functio- 
nen Sinus  und  Cosinus,  und  der  9^-Functionen. 


Erster  Abschnitt,    üeber  d^e  Definition  der  Function  p  '^+'J'. 
Die  ins  Unendliche  fortlaufende  Reihe 

Z  S*  2'  2* 

(^^  ^  "*"  T  "^  172  "^  rrrä "'"  1.2.3.4  "^  ••• 

ist  bekanntlich  —  gleichgültig  ob  die  Grösse  «♦)  reell  oder  ima- 
ginär ist  —  jederzeit  convergent.  Die  Summe  dieser  Reihe  — 
sie  mag  f{z)  genannt  werden  —  wird  also  eine  von  z  abhängende 
Function  sein,  welche  für  jedwedes  Argument  z  einen  völlig 
bestimmten  Werlh  besitzt. 

Wir  wollen  nun  diese  Function  f  [z]  naher  untersuchen ,  und 
mehrci'c  merkwürdige  Eigenschaften  derselhen  zu  Tage  treten  lassen. 

^teilen  wir  den  Werlh  von  f[z)  nach  einander  für  zwei  ver- 
schiedene Argumente,  für  das  Argument  z,  und  für  das  Argu- 
ment Z  auf; 

(2)  /^(,)  =  i+£  +  j!-  +  _|_  +  .... 

so  ergiebt  sich  durch  Mulliplication  dieser  beiden  Werthe: 


*)  Unter  x  und  y  sollen  —  wenigstens  von  Anfang  —  immer  nur 
reelle  Grössen  verstanden;  imaginäre  Grössen  hingegen,  also  Grös- 
sen von  der  Form  a?  -}-  ;/  V  —  1  oder  x  -|-  yi  sollen  mit  2  bezeichnet 
werden. 
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(4)  '       nz).fm  =  1  +  r  +  i^  +  rxä  + 
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oder,   falls  man   die  Glieder  einer  jeden  Verlicalreihe  unter  ein- 
ander vereinigt: 

(5)  /•(.).^(Z)  =  l+i±^  +  (i±|)!+^+-f +.... 
(].  i.  zufolge  (2): 

(6)  .  r{t).f{Z)  =  f{z  +  Z). 

Man  "kann  diese  Formel  leicht  verallgemeinern.  Nimmt  man 
nämlich  in  (6)  für  z  den  Werlh  z, ,  für,  Z  den  Werth  z^,  sodann 
für  z  den  Werth  z^  +  z^,  für  Z  den  Werth  z.^,  endlich  für  z  den 
Werth  ^1  +  2^2  +  ^3'  ^^^  ^  *'**"  Werth  z^,  wo  ?,,  z^,  «3,  z^  lauter 
helicbig  gewählte  Grössen  vorstellen  sollen,  so  ergeben  sich  der 
Reihe  nach  folgende  drei  Formeln: 

nz,).f{z,)  =  f{z,  +  z,), 

f(h  +  ^2  +•  ^3)  •  fM  =  fi^i  +  ^2  +  ^3  +  ^4)- 
Und  hieraus  ergiebt  sich  durch  MultipHcation : 

Ebenso   wird  ganz   allgemein,   falls   z^,  z^,  ...  2„  irgend   welche 
n  Grössen  sind,  jederzeit: 

(7)  ^  fiz,)  .  f{z2)  .  . .  f[zn)  =  f{z,  +2,+  ..,  +  z^); 

und,, wofern  man  für  alle  jene  n  Grössen  ein  und  denselben 
Werth  z  nimmt: 

(8)  (if.{z)y=f{nz) 

sein.     Die  in  (6)  und  (8)  enthaltenen  Ergebnisse  lassen  sich  so 
aussprechen: 

'  Die  von  dem  Argumente  z  abhängende  Function 

f{z)  =  i  +  f  +  Ä.+  ro  +  i:Ä.4  +  - 

besiizi  folgende  beiden  Eigenschaften : 

Erste  Eigenschaf  l.    Versteht  maA  unter  z  und  Z  zwei  ganz 
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beliebige  reelle  oder  imaginäre  Grossen,  so  ist  das  Producl  von 
f[z)  und  f  [Z)  jederzeit  gleich  dem  Werthe  von  f[z  +  2). 

Zweite  Eigenschaft.  Versteht  man  unter  z  eine  ganz  be- 
liebige reelle  oder  imaginäre  Grösse  und  unter  n  irgendwelche 
positive  ganze  Zahl,  so  ist  die  n**"  Potenz  von  f  (z)  jederzeit  gleich 
dem  Werthe  von  f{nz). 

Mit  Hülfe  dieser  beiden  Eigenschaften  ist  es  nun  sehr  leiclil, 
die  Werthe  der  Function  f(z)  für  jedes  beliebige  reelle  Argu- 
ment z  zu  berechnen.  Zunächst  ergiebt  sich  aus  der  Definition 
von  f{z),  dass 

(1)  f{0)  =  l 

ist.     Nehmen  wir  zweitens  für  z  den  Worth  1,  so  erhalten  wir 

und  hieraus  durch  wirkliche  Ausführung  der  Summalion: 

/•(i)  =  2,718.... 
Diese  Zahl  2,718  . . .  spielt  bekanntlich  in   der  Mathematik  eine 
grosse  Rolle;  sie  mag   wie  gewöhnlich  mit  e  bezeichnet  worden. 
Also: 

(2)  f{l)  =  2,718  ...  =  e. 

Vei'stehen  wir  unter  p  irgend  welche  positive  ganze  Zahl ,  so 
erhalten  wir  zufolge  der  zweiten  Eigenschaft  von  f  folgende  bei- 
den Gleichungen: 

also  mit  Zuziehung  des  in  (2)  für  /*(!)  gefundenen  Wertlics: 

(1.  i. 

(3)  '  np)=eP, 

(4)  r{^)  =  ^~'^''^- 

Versteht  man  ferner  unter  q  irgend  welche  andere  positive 
ganze  Zahl,  so  ergiebt  sich,  wiederum  zufolge  der  zweiten  Eigen- 
schaft von  f: 
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also  mit  Zuziehung  von  (3) 

(5)  /•(^)=^i?  = 

Endlicl)  erhalten  wir  zufolge  der  ersten  Eigenschaft  von  f: 

/(-f).^(f)  =  .w. 

also  mit  Zuziehung  von  (1)  und  (5): 

Da  p  und  q  irgend  welche  positive  ganze  Zahlen  sind,   so 

wird  der  Werth  von  —,  durch  geeignete  Annahme   dieser  beiden 

Zahlen,  jeder  beliebig  gegebenen  reellen  Grösse  unendlich  nahe 
gebracht  werden  können ,  vorausgesetzt,  dass  die  gegebene  Grösse 

positiv  ist;  und  ebenso  wird  der  Werth  von  —  -  jener  beliebig 

gegebenen  reellen  Grösse  in  dem  Falle  unendlich  nahe  gebracht 
werden  können,  dass  dieselbe  negativ  ist.  Sämmtliche  überhaupt 
vorhandenen  reellen   Grössen  sind   daher  in   den  beiden  Formen 

-  und  —  ~  enthalten. 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  zeigen  aber,   dass  der  Werth 

von  f  (z)  für  z  =  —  oder  für  z  =  —  ^   dadurch   erhalten  wird, 

dass  man  die  Zahl  e  zur  Potenz  —  oder  zur  Potenz  —  —  erhebt, 

q  q 

und  fähren  demnach  zu  Folgendem. 

Für  jedwedes  reelle  Argument  z  ist  der  Werth  der  Function 

/(.)  =  !  +  -+-  +  --  +  ...  , 

gleich  e^,  d.  i.  gleich  der  2*^»  Potenz  von  2,718 .  . . 

Ist  irgend  welche  reelle  Grösse  x  gegeben,  so  werden  wir 
gegenwärtig,  um  die  x^^  Potenz  von  2,718 . . .  oder  e  zu  erhalten, 
zwei  von  einander  völlig  verschiedene  Methoden  —  nach  Belieben 
die  eine  oder  die  andere  —  in  Anwendung  bringen  können.    Die 
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eine  Methode  ist  die  gewöhnliche,  althergebrachte;  sie 
besteht  bekanntlich  darin,   dass  man  zuvörderst  einen  aus  zwei 

positiven  ganzen  Zahlen  />,  q  zusammengesetzten  Bruch  +  --  auf- 
sucht, welcher  der  gegebenen  Grösse  x  seinem  Werthc  nach  mög- 
lichst nahe  liegt,  dass  man  sodann  aus  der  Zahl  2,718...  die 
^le  Wurzel  auszieht,  und  dass  man  endlich  den  für  diese  Wurzel 
erhaltenen  Werth  zur  +  p*«"  Potenz  erhebt.  Die  andere  Me- 
thode ist  jener  gegenüber  als  eine  neue  zu  bezeichnen;  sie  wird 
uns  durch  den  eben  gefundenen  Satz  eröflnet,  und  besteht  darin, 
dass  man  zunächst  für  die  gegebene  Grösse  x  die  Reihe 


1  '     1.2'     1.2.3'     1.2.3.4' 

aufstellt,  und  sodann  möglichst  viele  Glieder  dieser  Reihe  zu- 
sammen addirt.  Beide  Methoden  leiden,  falls  es  sich  um  die 
wirkliche  numerische  Berechnung  der  a:**^"  Potenz  von  c  handelt, 
an  demßelben  Fehler,  nämlich  an  dem  Fehler  der  üngenauigkeit ; 
denn  beide  werden  jederzeit  nur  näherungsweise  richtige  Resultate 
liefern ,  ein  Umstand ,  der  übrigens  um  so  weniger  von  Bedeutung 
ist,  als  auch  die  Zahl  e  selber,  was  ihren  numerischen  Werth 
anbelangt,  immer  nur  näherungsweise  angegeben  werden  kann. 
Wie  dem  auch  sei  —  jedensfalls  gelangen  wir  in  Hinblick  auf 
die  beiden  verschiedenen  Methoden ,  durch  welche  der  Werth  von 
e*  ermittelt  werden  kann,  zu  folgendem  Ausspruch: 

Versieht  man  unter  x  irgend  welche  reelle  Grösse y  so  können 
für  die  Bedeutung  der  Funclion  e^  oder  (2,718  . .  .)*  zwei  von  einan- 
der ganz  verschiedene  Definitionen  aufgestellt  werden ,  einerseits  die 
gewöhnliche,  auf  Potenzerhebungen  und  Wurzelausziehun- 
gen  beruhende,  und  andererseits  diejenige,  welche  durch  die  un- 
endliche Reihe 

fpx 1   4.  £.  j-  fL-  J-      ^      JL f 4. 

—       ^    1    ^  1.2  ^  1.2.3  ^  1.2.3.4  ^  ••  ' 

dargeboten  wird.  Es  dürfte  —  wenn  auch  nicht  völlig  begründet  — 
zur  bequemern  Unterscheidung  zweckmässig  sein,  die  erstere  Defini- 
tion die  algebraische,  die  letztere  hingegen  die  transcendente 
zu  nennen. 

Um  einen  Ueberblick  über  die  Gesammtheit  der  in  e*  ent- 
haltenen Werthe,  d.  h.  einen  Ueberblick  über  alle  Werthe  zu 
gewinnen,  welche  die  Function  e^  der  Reihe  nach  annimmt,  wäh^ 
rend   der  Exponent  x  alle  zwischen  —  oo  und  -|-  oo  liegenden 
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reellen  Werthe  durcliläuft,  wird  tlieils  die  eine,  theils  auch  die 
andere  Definition  von  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  zunächst  für  x  die  auf  einander  folgenden  gan- 
zen Zahlen: 

-3,-2,-1,   0,    1,   2,    3, 

so  erhalten  wir  für  die  Function  ß*,  ihrer  algebraischen  De- 
finition zufolge,  der  Reihe  nach  die  Werthe: 


\y.  ßy   ee,   eee. 


Fifr.-l 


also  Werthe,  welche  für  a;  =  +  oo  unendlich  gross,  und  für 
a;  =  —  oo  unendlich  klein,  d.  i.  Null  werden.  Wenn  wir  uns 
demnach  eine  Curve  vorstellen,  welche  die  auf  einander  folgen- 
den Werthe  von  x  zu  Abscissen,  und  die  zugehörigen  Werthe 
von»  e^  zu  Ordinalen  hat,  so  wird  diese  Curve  —  vorausgesetzt, 
dass  wir  uns  die  Abscissenachse  horizontal  und  von  links  nach 
rechts  fortlaufend  denken  —  im  Grossen  und  Ganzen  etwa  die 
in  beistehender  Figur  (Fig.  1)   angegebene  Gestalt  besitzen.    -Sie 

wird  nämlich  ihrem  ganzen  Laufe 
nach  oberhalb  der  Abscissenachse 
liegen,  nach  rechts  hin  unendlich 
hoch  über  diese  Achse  emporsteigen, 
und  nach  links  hin  unendlich  nahe 
zu  derselben  herabsinken. 

Eine  genauere  Vorstellung  von 
dieser  Curve  gewinnen  wir  nun  aber 
vermittelst  der  transcen deuten 
Definition  von  e^.  Dieser  zufolge  ist 
nämlich : 


e^ 


^  1  ^  1.2  ^  1 


x^ 


2.3 


1.2.3.4 


+  . 


mithin : 


d.  i. 


ttc       ^       I       X       I       X         j  X 

ü  "*'T"'"rT2"'"  1.2.3 

dx 


Bezeichnen  wir  also  irgend  eine  Abscisse  ou  unserer  Curve 
mit  Xy  und  die  zugehörige  Ordinate  aj3  mit  Xy  so  wird 


fix  • 


dX 
dx 

= 

^, 

dX 
dx 

^r 

X 
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sein.  Da  nun  die  Curve  ihrem  ganzen  Laufe  nach  oh  er  halb 
der  Abscissenachse  liegt,  die  Ordinate  JC  also  beständig  positiv 
bleibt,  so  Vird  dieser  Gleichung  zufolge  der  Werth  des  Difleren- 

tialquotienten  —    ebenfalls   stets   positiv   sein.     Somit  crgiebt 

sich,  dass  die  Curve  von  links  nach  rechts  hin  beständig  im 
Steigen  begriffen  sein  muss;  und  ferner,  dass  die  Curve  un- 
endlich weit  nach  links  hin  mit  der  Abscissenachse  parallel, 
und  unendlich  weit  nach  rechts  hin  senkrecht  zu  jener 
Achse  ist. 

Uebrigens  kann   man,  um   die  Curve  noch  genauer  kennen 
zu  lernen,  mit  Hülfe  der  (ileichung 


oder 


auch  leicht  eine  Methode  linden,  um  in  jedwedem  Punct  der 
Curve  die  Tangente  derselben  zu  construiren.  Ist  näm- 
lich (Fig.  1)  ccß  irgend  welche  Ordinate  der  Curve,  so  wird  man 
auf  der  Abscissenachse  nur  einen  Punct  r  zu  construiren  haben, 
welcher  vom  Puncte  a  um  1  entfernt  ist;  eine  von  t  nach  ß 
fortlaufende  gerade  Linie  wird  alsdann  die  Tangente  der  Curve 
im  Puncte  ß  sein. 

Der  Begriff  der  Function  e^  bleibt,  falls  man  die  primäre 
oder  algebraische  Definition  zu  Grunde  legt,  offenbar  nur  so 
lange  in  Kraffi  als  x  reell  ist,  und  erlischt,  sobald  man  dem 
Exponenten  x  irgen<)  welche  imaginäre  Werthe  zuertheilt.  An- 
ders verhält  es  sich  mit  der  Function  e^,  sobald  man  die  secun- 
däre  oder  t  ran  sc  endente  Definition  zu  Grunde  legt;  thut  man 
nämlich  dies,  so  wird  der  Begriff  jener  Function  für  sämmt- 
liche  Werthe  von  x  in  Kraft  bleiben  —  ganz  gleichgültig,  ob 
dieselben  reell  oder  imaginär  sind.  Der  erstere  Begriff  waltet 
also  nur  innerhalb  eines  gewissen  begrenzten  Gebietes,  der  letz- 
tere hingegen  völlig  unumschränkt.  Wir  können  den  letztern  als 
einen  Begriff  bezeichnen,  welcher  den  ersteren  in  sich  fasst, 
welcher  aber  über  die  den  ersteren  beengenden  Schranken  hin- 
ausreicht;  und  gelangen  somit  zu  folgendem  Ausspruch: 

Definition  von  e^.  —  Will  man  den  Begrifft  der  Function  e^ 
der  Art  feststellen ,  dass  derselbe  nicht  nur  für  reelle ,  sondern  für 
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sämmtliche  Werthe  von  z  Bedeutung  besiizl,  so  muss  man  die  ur- 
sprüngliche algebraische  Definition  von  e^,  als  iin zureichend^  fah 
len  lassen,  und  an  ihrer  Stelle  die  trajiscendente  Definition 

^'  ==  ^  +  r  +  172  +  1:2:3  +  1.2.3.4  +  •  •  • 
in  Kraft  treten  lassen.  Diese  neue  Definition  soll  in  Zukunft  beständig 
festgehalten  werden;  es  ist  bekanntlich  diejenige,   welche  allgemein 
adopiirt  ist. 

Die  Function  e'  besitzt  nun  auch  in  den  Fällen,  wo  z  ima- 
ginär ist,  also  in  den  Fällen,  wo  es  zu  ihrer  DeGnition  der  un- 
endlichen Reihe 

^   1   ^  1. 2^1. 2.  3^1. 2. 3. 4^ 

bedarf,  immer  noch  die  wesentlichen  Eigenschaften  einer 
Potenz.  Denn  mit  Hinblick  auf  die  Ergebnisse,  zu  welchen  wir 
früher  (S.  2)  in  Betreff  dieser  Reihe  gelangt  sind,  ergiebt  sich 
sofort,  dass  die  Formeln 

e^  .  e^  =  6*+^, 

Gültigkeit  besitzen,  gleichgültig  ob  man  der  Function  e^  ihre 
ursprüngliche  algebraische  Definition,  oder  ob  man  derselben  die 
durch  jene  Reihe  ausgedrückte  transcendente  Definition  zu  Grunde 
legt. 

Dies  ist  der  Grund,  weshalb  man  die  in  Rede  stehende 
Function  auch  in  ihrer  erweiterten,  durch  jene  Reihe  dargestell- 
ten Bedeutung  immer  noch  eine  Potenz  von  e  nennt,  und  zu- 
gleich der  Grund,  weshalb  man  das  Symbol  e^,  welches  der  Func- 
tion zukam,  so  lange  sie  in  ihr  ursprüngliches  enges  Gebiet  ein- 
gezwängt war,  ungeändert  hinübernimmt  in  das  unumschränkte, 
allgemeine  Gebiet,   auf  welchem  sie  sich  gegenwärtig  bewegt. 

Zweiter  Abschnitt,    üeber  die  Definition  der  Functionen 
sin  {x  +  iy)  und  cos  [x  +  iy). 

Versteht  man  unter  x  eine  Grösse,  welche  alle  möglichen 
reellen  Werthe  annehmen  darf,  also  eine  Grösse,  deren  Werthe, 
geometrisch  ausgedrückt,  durch  die  auf  einander  folgenden  Puncte 
einer  geraden,  von  '—  00  bis  +  cx>  fortlaufenden  Linie  reprä- 
sentirt   werden ,  und   unter  f^  [.x:] ,   f^  (x)  zwei  von   jener  Grösse 
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abhängende  stelige  Functionen,  welche  fura;c=o  ein  und  den- 
selben Werth  besitzen,  und  welche  ausserdem  beide  der  Dif- 
ferentialgleichung 

Genüge  leisten,  wo  C  irgend  welche  Constante  vorstellt;  so  wer- 
den diese  beiden  Functionen,  wie  man  sofort  übersieht,  für 
sämmt liehe  Werthe  von  x  unter  einander  identisch  sein. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkung  können  wir  ohne  Schwierigkeit 
zu  einem  wichtigen  Zusammenhange  gelangen,  der  zwischen  der 
eben  besprochenen  Function  e^  und  zwischen  denjenigen  trigono- 
metrischen Linien  stattfindet,  die  man  mit  den  Namen  sinus  und 
Cosinus  bezeichnet.  , 

Nehmen  wir  in  der  Function  e^  für  das  Argument  z  den 
Werth  ix,  wo  i  =  j/—  1,  und  x  irgend  welche  reelle  Grösse 
vorstellen  soll,  so  haben  wir  der  Definition  jener  Function  zufolge: 

^     —  ^  ^    1    +    1.2   +  1.2.3  +  •     •' 

und  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  nach  x  difl'erenzircn: 

rfo?        '  ^    ^  1   ^  1.2  ^    •  -^^ 
d.  i. 

Die  Bedeutungen  von  sin  x  und  cos  x  liegen ,  so  lange  x 
reell  bleibt,  klar  zu  Tage,  werden  nämlich,  so  lange  solches  der 
Fall  ist,  unmittelbar  durch  ihre  geometrische  Definition  dar- 
geboten.  Gleichzeitig  ergiebt  sich  aus  dieser  Definition  auch ,  dass 

,_,,  d  sin  X  d  cos  x 

ist.  Wir  bilden  nun  —  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  x 
reell  bleibt  —  den  Ausdruck: 

cos  or  +  i  sjn  or, 
und  erhalten,   wenn  wir  diesen  Ausdruck  nach  x  dilTercnzirpii, 
mit  Rücksicht  auf  (2)  folgende  Formel: 

d  (cos  X  -^r  i  sin  x)  •  •     • 

— ^^ j =  —  sin  o:  +  t  cos  a-, 

dx 

oder,  was  dasselbe  ist: 
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/^.  d  (cos  X  A-  i%m  x)         ,  ,  ■     •    •       \ 

(3)  — ^^ j' =  i  (cos  o:  +  f  sin  x). 

Die  Formeln  (1)  und  (3)  zeigen,  dass  die  Functionen 

e^^     und     cos  a;  +  i  sin  x 

beide  derselben  Differentialgleichung,  nämlich  der  Differential- 
gleichung 

Genüge  feisten.  Ausserdem  besitzen  diese  Functionen  für  x  =  0, 
wie  man  sofort  erkennt,  beide  denselben  Werlh,  nämlich  den 
Werth  1.  Daraus  aber  folgt,  gemäss  der  zu  Anfang  gemachten 
Bemerkung,  dass  diese  beiden  Functionen  für  alle  reellen  Werthe 
von  X  unter  einander  identisch  sind.  Somit  haben  wir  folgen- 
den Satz: 

Für  jedwedes  reelle  Argument  x  ist  der  Werth  der  Function 
e^  gleich  dem  Werihe  von  cos  o*  +  t  sin  x. 

Aus  der  Formel 

(4)  e^^  =  cos  X  +  1  sin  x 

ergiebt  sich ,  wenn  wir  x  mit  —  x  vertauschen : 

(5)  e~*^  r=i  cos  X  —  t  sin  x. 

Und  aus  diesen  beiden  Formeln  (4)  und  (5.)  erhalten  wir  nun 
durch  Addition  und  Subtraction  sofort: 

^cos  X  = 'g , 

(6) 


Ism  X 


2i 
oder,  wenn  wir  für  e^  und  ß-*^  ihre  eigentiichen  Bedeutungen: 

{ixY     ,      {ixY 


e' 


^    1    ^    1.2   ^  1.2.3  ^  ^ 


^        —^  1    ^    1.2  1.2.3  ^ 


\ 


cos  o:  =  1  -  —  +  j-^-^  -  +  .... 

a^      j 0^ , 

sina:  —o;—  ^  ^.3  "T  1.2.3.4.5        "*" 

Die  ursprüngliche  Definition  für  sin  x  und  cos  x  ist  eine  rein 
geometrische^  beruht  nämlich  auf  gewissen  Abmessungen  an  einem 
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mü  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreise,  Diese  ursprüngliche  Defini- 
tion kann ,  wie  wir  gegenwärtig  sehen ,  ersetzt  werden  durch  eine  ge- 
wisse transcendente  Definition^  nämlich  ersetzt  werden  durch  die- 
jenige Definition,  welche  durch  die  eben  gefundenen  unendlichen 
Reihen : 

^"'  ^  =  ^  -  riä  +  räXTTö  -  +  ••■• 

dargeboten  wird. 

Nehmen  \nr  bei  den  Functionen  sin  x  und  cos  x  an  Stelle 
des  bisher  gedachten  reellen  Argumentes  x  irgend  ein  imagi- 
näres Argument  x  -f  iy  oder  z,  so  lässt  ims  die  ursprüngliche 
geometrische  Defmition  völlig  im  Stiche,  während  die  neue 
transcendente  Definition  nach  wie  vor  in  Kraft  bleibt;  wir  ge- 
langen demnach  zu  folgendem  Ausspruch: 

Definition  von  sin  z  und  cos  z.  Will  man  die  Begriffe  der 
Functionen  sin  z  und  cos  z  der  Art  feststellen,  dass  dieselben  nicht 
nur  für  reelle,  sondern  für  sämmtliche  Wcrthe  von  z  Bedeutung 
besitzen,  so  muss  man  die  ursprünglichen  geometrischen  Defini- 
tionen von  sin  z  und  cos  z,  als  unzureichend,  fallen  lassen;  und  dafür 
die  transcendenten  Definitionen: 

'*"^=  ^"- 1X3  +  1. 2.3.4.6-  +  --- 

in  Kraft  treten  lassen.  Diese  letztern  Definitionen  sollen  in  Zukunft 
beständig  festgehalten  werden. 
Die  Relationen 

^ix  c—  cos  a:  +  t  sin  ar, 
e~**  =  cos  a;  —  t  sin  x 
sind  vorhin  für   den    Fall  bemesen  worden,  dass  x  reell   ist. 
Es  lässt  sich  nun  aber  gegenwärtig ,  wenn  man  die  für  e^ ,  sin  z 
und  cos  z  festgesetzten  allgemein  gültigen  Definitionen; 

e^  =  1  +  Y  +  ^2  +  OTä  +  •    •  — 

sin  z  =  z  -  j  |-3  +  1.2.345  -+•... 

cos  z  =  1  —  j^  +  TXä:^  —  +  .... 
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zu  Grunde  legt,  mit  Hiilfe  dieser  Reihen  augenblicklich  nach- 
weisen, dass  jene  beiden  Relationen  auch  noch  dann  in  Kraft 
bleiben,  wenn  man  das  in  ihnen  enthaltene  reelle  Argument  x 
mit  irgend  welchem  imaginären  Argumente  x  +  iy  oder  z  ver- 
tauscht.    Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Versteht  man  unter  z  irgend  welche  Grösse  —  gleichgültig  ob 
dieselbe  reell  oder  imaginär  ist  — ,  so  wird  jederzeit 
c»-  ;=  cos  z  +  i  sin  z, 
e~*^  =:  cos  z  —  I  sin  ;r  . 
sein. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die 
bekannten  Formeln: 

sin  [x  +  y)  ==z  sin  a: ,  cos  y  +  sin  y  ,  cos  x, 
cos  {x  +  y)  =^  cos x.cosy  —  sin ä:  .  sin y ,  " 
etc.     etc.     etc. , 
welche  sich  für  die  Functionen  sinus  und  cosinus  auf  Grund  ihrer 
ursprunglichen  geometrischen  Definition  ergeben ,  auch*  dann  noch 
gültig   bleiben,    wenn    man    die   in   jenen    Formeln    enthaltenen 
reellen  Argumente  a;,y  mit  irgend  welchen  imaginären  Grös- 
sen vertauscht.     Und  in  diesem  Umstände  liegt  der  Grund,  wes' 
halb  man  die  Symbole  sin  und  cos,  welche  jenen  Functionen  zu- 
kamen, so  lange  dieselben  in  Folge  ihrer  ^ursprünglichen  geo- 
metrischen Definitionen  auf  ein  gewisses  enges  Gebiet  beschränkt 
waren,   ungeändert  hinübernimmt   in    das   unumschränkte  allge- 
meine Gebiet,   welches  ihnen  gegenwärtig  durch  Zugrundelegung 
der  transcendenten  Definitionen  eröffnet  wird. 


Dritter  Abschnitt.    lieber  dib  Definition  von  log  {x  +  iy) ;  die 
Vieldeutigkeit  dieser  Function.  , 

Wenn  i»  der  Gleichung 

f=ev 
d.  i.  in   der  Gleichung  f=  (2,718... )y  die  eine   der  beiden 
Grössen  f,  g>  gegeben  ist,   so  muss  es  möglich  sein,  den  Werth 
der  andern  zu  bestimmen. 

Ist  der  Werth  von  q>  gegeben,  so  bietet  die  lierechnung  von 
f  keinerlei  Schwierigkeiten  dar.  Denn  zufolge  unserer  Definition 
(S.  8)  ist  ev  gleich 


Ueber  die  Definition  von  log  {x  +  iy) ;  etc.  13 

1  4.^  4-  -?!.  +  _?i-  -L       ^'       4. 
^    1    ^  1.2  ^  1.2.3  ^  1.2.3.4  ^ 

Ist  also  tp  gegeben,  so  wird  man,  um  f  zu  crbalten,  nur  die 
Summe  dieser  Reihe  zu  berechnen  brauchen.  Allerdings  wird 
man,  in  Anbelracht,  dass  diese  Reihe  sich  ins  Unendliche  hin 
erstreckt,  mit  Hülfe  derselben  immer  nur  einen  näherungs- 
weise richtigen  Wertli  von  f  erhallen  können;  jedenfalls  aber 
ergiebt  sich,  dass  durch  Angabe  von  q>  der  zugehörige  Werlh 
von  f  eindeutig  bestimmt  ist,  oder  mit  andern  Worten,  dass 
f  eine  eindeutige  Fimction  von  q>  ist. 

Anders  verhält  es  sich ,  wie  w  ir  sogleich  sehen  werden,  wenn 
wir  uns  die  umgekehrte  Aufgabe  stellen,  wenn  wir  nämlich  f  als 
gegeben  ansehen,  und  q>  berechnen  wollen.  In  diesem  Falle  wer- 
den sich  nämlich  für  jedes  gegebene /*un endlich  viele  Werthe 
von  tp  ergeben.  Man  nennt,  falls  f  gegeben  ist,  die  zugehörige 
Grösse  9  bekanntlich  den  Logarithmus  oder  genauer  ausge- 
drückt den  naturlichen  Logarithmus  von  /*,  und  bezeichnet 
dieselbe  durch  das  Symbol  log  f. 

Wir  wollen  den  gegebenen  Werth  von  f  mit  x  +  iy  und 
den  gesuchten  unbekannten  Werth  von  tp  mit  u  -f-  i^  bezeichnen, 
wo  u  und  r,  ebenso  wie  ä:  und  y ,  reell,  und  t  =^  }/ —  1  sein 
sollen. 

Es  handelt  sich  also  darum,  aus  der  Gleichung 

(1)  x  +  iy  =  e^'\ 
oder,  was  dasselbe  ist,  aus  der  Gleichung 

(2)  a:  +  f y  =  €*' .  e'" 

die  Werthe  der  beiden  reellen  Grössen  u  und  v  zu  bestimmen. 
Mit  Ruckblick  auf  einen  früheren  Satz  (S.  12)  können  wir  diese 
Gleichung  auch  so  darstellen: 

(3)  a-  4"  »y  =  ^"  •  (cos  V  -{-  i  sin  v) ; 

und  es  spaltet  sich  demnach  dieselbe,  wenn  wir  das  Reelle  und 
Imaginäre  sondern,  in  folgende  beiden  Gleichungen: 


=  c"  .  cos  r, 
e"  .  sin  V. 


Aus  diesen  aber  ergiebt  sich,  wenn  wir  den  positiven  Werth 
von  f/o?'  +  y^  zur  Abkürzung  mit  r  bezeichnen: 
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(5) 


;cos  V 
f  sin  V 


+  r, 
—    r* 


=  + 


WO   entweder  durchweg  das  obere  Zeichen  +,   oder  durch- 
weg das  untere  Zeichen  —  zu  nehmen  ist. 


Fig.  2. 


Geben  wir  der  unbekannten  reellen 
Grösse  u  nach  einander  alle  möglichen  zwi- 
schen -r—  oo  und  +  oo  liegenden  Werthe, 
berechnen  wir  jedesmal  den  zugehörigen 
Werth  von  e",  und  construiren  wir  eine 
Curve,  welche  die  Werthe  von  u  zu  Abscissen, 
und  die  zugehörigen  Werthe  von  e^  zu  Or- 
dinaten  hat,  so  werden  wir,  wie  wir  früher 
(S.  6  und  7)  gesehen  haben,  eine  Curve 
(Fig.  2)  erhalten,  welche  ihrem  ganzen  Laufe 
nach  oberhalb  ;der  Abscissenachse  liegt,  und 
welche  von  links  nach  rechts  hin  beständig 
im  Steigen  begriffen  ist.  Unter  sämmtlichen  Werthen,  welche 
die  mit  dem  reellen  Exponenten  u  behaftete  Grösse  e^  über- 
haupt anzunehmen  im  Stande  ist,  befindet  sich  demnach  kein 
einziger,  welcher  negativ  wäre.  Daraus  folgt,  dass  die  Gleichung 
e^  =  —  r  absurd  sein  würde,  dass  wir  also  gezwungen  sinrf,  in 
unseren  für  u  und  v  erhaltenen  Formeln  (5)  die  oberen  Zeichen 
zu  nehmen.  Es  handelt  sich  daher  um  die  Bestimmung  von  u 
und  V  vermittelst  folgender  Gleichungen: 


(6) 


;cos  V 


r, 

X 

r  sin  y  =  -^  • 


Durch  die  erste  dieser  Gleichungen  wird  der  Werth  von  u 
auf  eindeutige  Weise  bestimmt.  Denn  man  wird,  um  u  zu 
erhalten,  in  der  vorhin  construirten  Curve  (Fig.  2)  nur  diejenige 
Ordinate  auszuwählen  haben,  welche  die  gegebene  Länge  r  hat; 
die  zugehörige  Abscisse  wird  alsdann  den  gesuchten  Werth  von 
u  darstellen.  Da  aber  jene  Curve  von  links  nach  rechts  hin  be- 
standig im   Steigen  begriffen  ist,   so  kann  in  ihr  nur  eine 
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einzige  Ordinate  von  der  gegebenen  Länge  r  enthalten  sein; 
demnach  kann  sich  für  die  Abscisse  u  ebenfalls  nur  ein  ein- 
ziger Werlh  ergeben. 

Anders  verhält  es  sich  mit  v.     Denn  'aus  den  Gleichungen 

cos  V  =  — , 
r 

y 

sm  p  =  — 

r 

ergeben  sich  für  t;  unendlich  viele,  durch  Vielfache  von  2  7t 
vou  einander  verschiedene  Werthe. 

Somjt  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Bezeichnet  man  den  Logarithmus  einer  beliebig  gegebenen  Grösse 
X  +  iy  mit  u  -^  iv^  setzt  man  also: 

log  (x  +  iy)  =  u  +  iv, 

so  wird  u  Jederzeit  nur  einen,  v  hingegen  unendlich  viele,  du rch 
Vielfache  von  2n  von  einander  verschiedene  Werthe  besitzen. 

Denkt  man  sich  die  Grösse  x  -{-  iy  nach  der  Gauss' sehen  Me- 
thode durch  einen  Punct  auf  der  Horizontalebene  repräsentirt  ^  des- 
sen Coordinaten  x  und  y  sind^  und  bezeichnet  man  den  Abstand  dieses 
Punctes  vom  Anfangspunct  mit  r,  ferner  den  Winkel,  unter  welchem 
der  eben  genannte  Abstand  gegen  die  x  Achse  geneigt  ist,  mit  t,  so 
wird  u  durch  die  Gleichung 

ß«  =r 

auf  eindeutige  Weise  bestimmt  sein,  v  hingegen  einen  Werlh  be- 
sitzen,  welcher  durch 

v  :=  t  +  n  .27t 

dargestellt j  nämlich  mit  einer  beliebig  veränderlichen  ganzen 
Zahl  n  behaftet  ist. 

Vierter  Abschnitt.    lieber  die  Periodicitat  der  Fonctioneii 

e^-^*y,  gin  {x  +  iy),  eon.(x  +  iy). 

Wir  wollen  uns  wiederum  die  Werthe  von  z  oder  x  +  iy 
naich  der  Gajiss 'sehen  Methode  dargestellt  denken  durch  die 
l^uncte  einer  Horizontalebene;  und  die  Werthe  untersuchen,  welche 
die  Function  e^  in  dem  einzelnen  Puncte  dieser  Ebene  alsdann 
besitzen  wird. 
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Wir  beginnen  mit  folgender  Frage.  Es  sei  K  eine  beliebig 
gegebene,  reelle  oder  imaginäre  Constante;  in  welcbem  Puncl 
jener  Ebene  ist  der  Werth  von  e^  gleich  dieser  Constante  Kt 

Soll  e«  =:  Z  werden,  so  muss  z  =  log  iT  sein.  Nun  ist  zu- 
folge des  vorhergehenden  Satzes  der  Werth  von  log  Ä"  ein  viel- 
deutiger, nämlich  von  der  Form  ^  +  «  (^  +  ^-271;),  viQ  A^  B 
gewisse  reelle  Grössen  von  bestimmten  Werthen  sind,  n  hingegen 
eine  ganze  Zahl  vorstellt,  welche  alle  möglichen  Werthe  anneh- 
men kann.     Für  den  gesuchten  Punct  z  ergiebt  sich  also: 

2;  =5  log  ir, 
oder 

j  =  ^  +  I  (iP  +  n.2  7F), 

oder  falls  wir  x  +  iy  statt  z  set:^en: 

ir  +  ly  =  y^  +  «  (^  +  w .  27r). 

Und  hieraus  ergeben  sich  für  die  Coordinaten  .r,  y  des  Punctes 
folgende  Werthe: 

(x:=A, 

yy  =  B  +  n,27t. 

Demnach  giebl  es,  weil  n  jede  beliebige  ganze  Zahl  sein 
kann,  auf  unserer  Horizontalebene  unendlich  viele  Puncte 
oc  +  iy  oder  z,  in  welchen  die  Function  e^  den  gegebenen  W^erth 
/{  annimmt.  All  diese  Puncte  bilden  zusammen^  genommen  eine 
mit  der  y  Achse  parallele  Punct  reihe,'  und  zwar  eine  Reihe,  in 
welcher  die  einzelnen  Puncte  durchweg  in  gleichem  Abstände, 
nämlich  im  Abstände  27t  auf  einander  folgen.  Construiren  wir 
daher  auf  der  Horizontalebene  einen  FJächenstreifen  von  der  Breite 
2 TT,  welcher  auf  der  einen  Seite  von  der  x  Achse,  auf  der  andern 
Seite  von  einer  mit  dieser,  Achse  parallel  laufenden  Linie  be- 
grenzt ist,  so  wird  innerhalb  dieses  Streifens  nur  ein  einziger 
Punct  jener  Reihe  enthalten  sein. 

Innerhalb  des  in  Rede  stehenden  Flächenstreifens  wird  also 
—  können  wir  sagen  —  jederzeit  ein,  und  immer  nur  ein  ein- 
ziger Punct  vorhanden  sein,  in  welchem  die  Fqnction  e*  einen 
beliebig  gegebenen  Werth  ^  besitzt.  Und  verschiebt  man  —  so 
können  wir  hinzufügen  —  einen  zu  dem  Flächenstreifen  gehöri- 
gen Punct  in  der  Richtung  der  y  Achse  um  die  Strecke  2n,  so 
werden  die  an  dem  ursprünglichen  und  an  dem  neuen  Orte  dieses 
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PuDctes  vorhandenen  Werthe  von  e^  jederzeit  unter  einander  iden- 
tisch sein. 

Gonstruirt  man  demnach  einen  zweiten  Flächenstreifen  wie- 
denmi  von  der  Breite  2«,  welcher  zwischen  der  zuletzt  gezoge- 
nen Parallelen  und  zwischen  einer  andern  Parallelen  liegt,  die 
von  der  o:  Achse  um  47r  entfernt  ist,  so  werden  die  Werthe  von 
e^  in  diesem  zweiten  Streifen  identisch  mit  denen  sein,  die  in 
dem  ersten  Streifen  vorhanden  waren.  D.  h.  es  wird,  falls  wir. 
uns  die  heiden  Fläch enstreifen  auf  der  Horizontalebene  verschieb- 
bar ,  und  die  auf  jedem  derselben  vorhandenen  Werthe  von  e^  mit 
demselben  fest  verbunden  denken,  nur  einer  gewissen  VerscMebung 
des  einen  Flächenstreifens  bedürfen,  um  die  auf  beiden  Streifen 
vorhandenen  Werthe  von  e'  mit  einander  zur  Colncidenz  zu 
bringen. 

Es  ergiebt  sich  somit  folgender  Satz  (Fig.  3): 
Theüt   man    die  Horizontalebene  y     3 

durch   Linien,    welche    der    x  Achse  J 

parallel  laufen ,  und  im  Abstände  2it  ^  ^ 

auf  einander  folgen,  in  lauter  ein- 
zelne Flächenstreifen,  so  wiederholen 

sich  die  Werthe,  welche  die  Function 

e*^y  oder  e^  in  einem  dieser  Sir  ei- 

fen  besitzt,  von  Neuem  und  genau 
in  derselben  Verlheilung  in  Jedem  an- 
dern Streifen,     Die  Function  ist  also 

eine  periodische  Function,  und  der  ^ 

Index  ihrer  Periode  gleich  27t i*) 


-^^ 


♦)  Ptmcte,  in  welchen  die  Function  e*  ein  und  denselben  Werth 
besitzt,  bilden  zusammengenommen  immer  eine  mit  der  y  Achse  paral- 
lele Pnnctreihe,  in  welcher  die  Entfernung  von  einem  zum  andern  Puncte 
hin  gleich  2n  ist.  All  diese  Puncte  haben  demnach  dieselbe  o;  Coor- 
dinate,  und  y  Coordinaten,  welche  unter  einander  immer  um  27r  ver- 
schieden sind.  Bezeichnen  wir  demnach  einen  Punct  der  Reihe  mit 
x-\'iy  oder  z,  so  werden  sämmtliche  Puncte  der  Reihe  durch 

....  2  —  6«i,  z  —  4«i,  z  —  2«i,  z,  z  -\-  2ni,  z  -j-  4wi,  .... 
dargestellt  sein.    Die  Function  e*  hat  in   all  diesen  Puncten   ein  und 
denselben  Werth;  sie  bleibt  also,  können  wir  sagen,  in  ihrem  Werthe  un- 
geändert,  wenn  z  um  2ni  anwächst.    Demnach  nennt  man  2m  den  In- 
dex ihrer  Periode. 

Neamann,  Abel'sche  Inlegprale.  2 
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'    Innerhalb  eines  einzelnen  Streifens  nimmt  äie  Function  alle  mög- 
lihen  reellen  und  imaginären  Werthe,  und  zwar  jeden  nur  einmal  an. 
Wir  gehen  über  zur  Function  cos  z.    Zufolge  eines  früheren 
Satzes  (S.  12)  ist: 

e*^  =  cos  z  +  i  sin  z, 
e~*'^  =  cos  z  —  I  sin  z, 
folglich : 

cos  z  = ^2 

Wir  wollen  nun  wiederum  denjenigen  Punct  x  +  iy  oder  z 
der  Horizontalebene  zu  bestimmen  suchen,  in  welchem  cos  z  einen 
beliebig  gegebenen,  reellen  oder  .imaginären  Werth  IC  besitzt^ 
in  welchem  also 

(1)  ^-^  =  ir, 

d.  i. 

e2iz__  2£:e''^  +1=0 

wird.    Da  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  e^^  eine  quadratische  ist, 

so  werden  sich  aus  derselben  für  e'*  zwei  Werthe  ergeben,  und 

zwar  zwei  völlig   bestimmte  Werthe,   deren  Product  gleich  1  ist. 
Ist  demnach  der  eine  von  diesen  Werthen 

e^^  —  H, 
so  wird  der  andere 

fitz    __ 

sein.     Demnach   ergeben  sich  aus  unserer  Gleichung  (1)   für  iz 
folgende  beiden  Werthe 

'  iz  =  log  11^ 


^^^  i/z  =  log-i  =  -log^. 

H  stellt  hier  eine  gewisse  von  K  abhängende  völlig  bestimmte 
Constante  vor.  Trotzdem  ist  log  H^  wie  wir  wissen,  eine  viel- 
deutige Gi*össe,  nämlich  eine  Grösse  von  der  Form 

A  +  i[B  +  n.27t), 
wo  A  und   B  bestimmte  Constanten,  n  hingegen  eine    beliebig 
veränderliche   ganze  Zahl  vorstellt.     Die  beiden  in  (2)  für  z  gcr 
fundenen  Werthe  erhalten  demnach  folgende  Form: 
,3.  (iz  =  A  +  i{B  +  n..27t), 

^  '  yiz^'-  A  —  i{B  +  n.  27r), 

oder  was  dasselbe  ist: 
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#  ft=:-l^  +  (ß  +  w.2^), 

^  ^  |c  =  +  1^  -  (Ä  +  w.27r). 

Demnach  ergeben  sich,  falls  man  für  z  seine  eigenUiche  Be- 
deutung X  +  »y  substituirt,  für  o:,  y  folgende  beiden  Werth- 
sysleme: 

(5) 


1a::=:—  ^  —  w.27r,     y  =  A, 


Wir  haben   somit  für  die  Stelle ,  an  welcher  cos  z  den  ge- 
gebenen Werth  K  annimmt,    zwei  Puncte,   oder  vielmehr  zwei 
Reihen  von  Puncten  gefunden;  denn  durch  das  Werthsystem 
(5^)  x  =  B  +  n.2n,     y=  —  ^ 

wird   eine   Reihe   von   Puncten    bestimmt,    eine    Reihe,    welche 
parallel  mit  der  x  Achse  fortlauft,   imd  in  welcher  die  einzelnen 
Puncte  im  Abstände  27r  auf  einander  folgen;   und  durch  das  an- 
dere in  (5)  erhaltene  Werthsystem 
(ö*»)  x=  —  B  —  ti,2n,     yz=^A 

wird  eine  zweite  solche  Reihe  bestimmt. 

Theilen  wir  die  Horizontalebene  durch  Linien,  welche  der 
t/ Achse  parallel  lau^n,  und  im  Abslande  27t  auf  einander  folgen, 
in  lauter  einzelne  Flächenstreifen,  so  wird  in  jedem  dieser  Flächrfn- 
streifen  ein  Punct  der  Reihe  (5*),  und  ebenso  auch  ein  Punct 
der  Reihe  (5**)  enthalten  sein. 

Demnach  wird  die  Function  cos  z  innerhalb  eines  jeden  ein- 
zelneh  Streifens  alle  möglichen  reellen,  und  zwar  jeden  Wertb 
daselbst  immer  zweimal  annehmen. 

Denkt  man  sich  ferner  die  in  einem  jener  Flächenstreifen 
vorhandenen  Werthe  von  cos  z  mit  dem  Streifen  fest  verbunden, 
den  Streifen  selber  aher  beweglich,  so  wird  es  nur  einer  gewis- 
sen Fortschiebung  des  Streifens  in  der  Richtung  der  x  Achse  be- 
dürfen, um  die  auf  ihm  vorhandenen  Werthe  von  cos  z  mit  denen 
zur  Coincidenz  zu  bringen,  welche  in  irgend  einem  andern  Strei- 
fen enthalten  sind. 

Ganz  analoge  Resultate  ergeben  sich  mit  Bezug  auf  die 
Function  sin  z,  wie  man  solches  entweder  in  ähnlicher  Weise 
darlhun,  oder  noch  leichter  —  an  das  eben  Gefundene  sich  an- 
lehnend —  mit  Hülfe  der  Formel 

sin  2;  =  —  cos  (  2  -|-  ^  j 

nachweisen  kann. 

2* 
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Fig.  4. 


Somit  haben  wir  folgenden  Satz  (Fig.  4):  %  . 

Theüt  man  die  Horizontalehene  durch 
Linien ,  welche  der  y  Achse  parallel  laufen 
und  im  Abstände  2n  auf  einander  folgen^ 
in  lauter  einzelne  Flächenstreifen  ^  so  wie- 
derholen sich  die  Werthe,  welche  eine  der 
Functionen  sin  z  oder  cos  z  in  einem  die- 
ser Streifen  besitzt^  von  Neuem,  und  genau 
in  derselben  Vertheilung,  in  Jedem  andern 
Streifen.  Die  Functionen  sin  z  und  cos  z 
sind  also  periodische  Functionen,  und 
die  Indices  ihrer  Perioden  gleich  2%, 
Innerhalb  eines  einzelnen  unter  den  er- 
wähnten Flächenstreifen  nimmt  jede  der  beiden  Functionen  alle 
überhaupt  möglichen  reellen  und  imaginären  Werthe,  und  zwar 
jedweden   Werlh  zweimal  an. 


Fünfter  Abschnitt. 


Die  von  eijiem  einzigen  Argument  abhän- 
gende «^-Function.       ^ 


oder: 


Bekanntlich  ist  die  ins  Unendliche  fortlaufende  Reihe: 
1  +  2^     +  2e       +  2e        +  2e        + 


T 


n*K 


n=3 — OO 

beständig  convergent,  falls  iSf  eine  reelle  Grösse  von  negativem 
Werthe  ist.  Versteht  man  unter  K  keine  reelle,  sondern  eine 
beliebig  gegebene  imaginäre  Grösse  von  der  Forna  ^  +  r^,  so 
wird  ganz  Aehnliches  gelten.  Die  Reihe  vvird  nämlich  alsdann 
convergent  sein,  sobald  der  reelle  Theil  von  K  —  nämlich 
A  —  einen  negativen  Werth  hat.  Genau  dasselbe  gilt  auch  dann, 
wenn  man  als  Exponenten  von  e  nicht  n'^K,  sondern  einen  Aus- 
druck von  der  Form  n^JT  +  nL  nimmt,  wo  Z,  ebenso  wie  K, 
irgend  welchen  reellen  oder  imaginären  Werth  besitzen  soll. 
Bildet  man  nämlich  die  Reihe: 

n —  I  OO 

n^K+nL 


n=— CX) 


Die  von  einem  einzigen  Argument  abhängende  ^-Function.        21 

so  wird  dieselbe  —  völlig  gleichgültig,  welches  der  Werth  von 
Z  ist  —  jederzeit  convergent  sein,  sobald  nur  der  reelle 
Theil  von  K  wiederum  einen  negativen  Werth  bat. 

Wir  gelangen  demnach,  wenn  wir  uns  unter  A!' irgend  welche 
Constante  denken,  und  wenn  wir  an  Stelle  von  L  irgend  welche 
variable  Grösse  2  (a:  +  iy)  oder  2z  nehmen,  zu  folgendem  Satz: 

Die  unendliche  Reihe 


besitzt^  falls  der  reelle  Theil  der  Constanten  K  negativ  ist^  und 
so  lange  die  Variable  z  nicht  unendlich  gross  wirdy  jederzeit  einen 
völlig  bestimmten^  endlichen   Werth. 

Dieser  Werth  kann  als  eine  Function  angesehen  werden^  welche 
von  der  Variablen  z  abhängt  y  und  welche  ausserdem  mit  einem 
Constanten  Parameter  K  behaftet  ist;  er  mag,  um  solches  anzu- 
deuten, in  Zukunft  mit 

bezeichnet  werden. 

Wir  wollen  nun  gegenwärtig  diese  Function  -O*  (z,  IC)  näher 
untersuchen,  und  mehrere  wichtige  Eigenschaften  derselben  zu 
Tage  treten  lassen. 

Da  sich  in  unserer  Formel 


(1)  »{z,X)=    ^      /»'  +  2rn 


n=  -  OO 


die  Summation  über  alle  ganzen  Zahlen  n  von  —  cx>  bis  +  ^^ 
binerstreckt,  so  werden  wir  offenbar  —  ohne  dadurch  in  der 
Formel  icgend  welche  Veränderung  hervorzubringen  —  das  darin 
enthaltene  n  mit  —  n  vertauschen,  die  von  dem  Argumente  z 
abhängende  Function  d-  also  auch  so  darstellen  können: 

(2)  ^  (z,  IC)  =    ^^    e 

ns=a  —  OO 

Andererseits  erhalten  wir  nun  aber,  wenn  wir  den*  Werth  der 
Function  -^  f ur  ein  anderes  Argument,  nämlich  für  das  Argu- 
ment —  z  haben  wollen,  zufolge  fl)  die  Formel: 
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(3)  '»[-'Z.K)=   2    e^"'-'^"; 

und  nunmehr  erkennen  wir  aus  (2)  und  (3),  dass  die  Werthe 
von  ^  [z,  K),  und  von  ^  (—  z,  K)  unter  einander  identisch  sind. 
Wir  sehen  demnach  —  und  solches  würde  als  erste 
Eigenschaft  unserer  Function  -^  hervorzuheben  sein  — , 
dass  der  Werth  von  ^  [z,  K)  ungeändert  bleibt,  wenn 
man  z  mit  —  z  vertauscht. 

Ferner  überzeugt  man  sich  leicht  davon,  dass  die  Function 
'9'  (2;,  K)  in  ihrem  Werthe  ungeändert  bleibt,  sobald  man  das 
Argument  z  um  ein  behebiges  Vielfaches  von  ni  vermehrt.  Be- 
trachtet man  nämlich  in  der  als  Definition  dieser  Function  ange- 
gebenen unendlichen  Reihe  irgend  ein  einzelnes  Glied 

e        ^ 

so  wird  dieses,  falls  man  z  um  ein  Vielfaches  von  Tti,  z.  B.  um 
p.Tti  zunehmen  lässt,,  übergehen  in: 

Kn^  +  2zn  +  2j97rt  .  n 
6  , 

also  übergehen  irt: 

e       ^        .  e^ 

Nun  ist  (zufolge  des  Satzes  Seite  12)  e  ^*:=:1,  mithin  auch 
gP^'  ^  =1.  Wir  sehen  demnach,  dass  das  betrachtete  Glied 
unserer  Reihe  bei  der  Vermehrung  von  z  um  pTci  völlig  unge- 
ändert geblieben  ist.  Gleiches  wird  natürlich  auch  von  jedwedem 
andern  Gliede  der  Reihe,  Gleiches  also  auch  von  der  Reihe  selber 
gelten.  Versteht  man  also  unter  p  irgend  welche  ganze 
Zahl,  so  wird  —  und  dies  wurde  als  zweite  Eigenschaft 
unserer  Function  anzuführen  sein  —  jederzeit 

^{z  +  p.ni,  E)  =  d'  (z,  JSr) 

sein.  Die  Function  ^  (z,  IC)  ist  demnach  eine  periodi- 
sche, und  der  Index  ihrer  Periode  gleich  ni.  Denkt 
man  sich  die  Werthe  des  variablen  Argumentes  z  oder  x  +  iy 
durch  die  Puncte  der  Horizontalebene  dargestellt,  und  denkt 
man  sich  sodann  diese  Ebene  durch  Linien,  welche  der  x  Achse 
parallel  laufen,  und  im  Abstände  n  auf  einander  folgen,  in  lauter 
einzelne    Flächenstreifen    zerlegt,    so   werden   sich    die  Werthe, 
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welche  ^  {z,  K)  innerhalb  eines  solchen  Flächenstreifens  besitzt, 
von  Neuem,  und  in  genau  derselben  Vertheilung,  in  jedem  andern 
Streifen  wiederholen. 

Wir  wollen  nun  ferner  untersuchen,  in  welcher  Weise  der 
Werth  von  ^  (z,  K)  sich  ändert,  wenn  man  das  Argument  z  nicht 
um  ein  Vielfaches  von  jt/ ,  sondern  um  ein  Vielfaches  der  gege- 
benen Constanten  IC  vermehrt.  Da  sich  die  als  Defmition  von 
^  (z,  K)  angegebene  Reihe  von  n  =  —  oo  bisn  =  +  oo  hiner- 
streckt, so  wird  ihr  Werth,  falls  man  n  mit  n  +  1,  oder  mit 
w  +  2,  oder  mit  n  -f  3,  u.  s.  w.  vertauscht,  offenbar  völlig  un- 
geändert  bleiben.  Es  wird  daher  z.  B.  völlig  gleichgültig  sein, 
ob  wir  als  Definition  der  Function  {^  (r,  A')  die  ursprüngliche  Reihe 

(1)  ^{z,  K)  =    ^     e       ^ 

n=  —  <X> 

nehmen,  oder  ob  wir  statt  dieser  als  Definition  jener  Function 
die  Reihe 


aufstellen.     Die  letztere  Reihe  lässt  sich  auch  so  darstellen: 

oder*  auch  so: 

n=:-foo 

(2)       '    ^KÄ')  =  e'^  +  '^      ^    /n'  +  ^Cz  +  ADn^ 

Nun  ergiebt  sich  aber  andererseits,  falls  man  in  (1)  an  Stelle 
des  ursprünglichen  Argumentes  z  das  Argument  z  +  ^  einsetzt, 
für  den  Werth,  welchen  die  Function  ^  für  dieses  neue  Argu- 
ment annimmt,  folgender  Ausdruck: 

(3)  ^  (.  +  iSr,  K)  ="^°°«^«'  +  2  (.  +  AT)  « 

Und   nunmehr  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  von  (2)  und  (3) 
sofort,  dass 

(4)  %[z^  K,K)  ^  e"  (^+  ^^^)  .  ^  [z^  K) 
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ist.  Diese  Formel  lässt  sich  leicht  verallgemeinern.  Da  nämlich 
z  eine" ganz  beliehige  Variable  ist,  so  können  wir  für  z  beliebige, 
und  nach  einander  verschiedene. Werthe  nehmen.  Setzen  wir  für 
z  der  Reihe  nach  die  Werthe: 

z,     z  +  K,     z  +  2ür,  ....  z  +  (g-l)ür, 

wo  q  eine  beliebige  ganze  Zahl  sein  soll,  so  erhalten  wir  aus 
unserer  Formel  (4)  der  Reihe  nach  folgende  Gleichungen: 

'^[z  +  K,K)    =^""^^  +  ^'^    .  -^{z^K), 

^{z  +  2K,S)  =  e"  (^^  +  2z)  .  ^  (^  +  jsr,  K), 

%{z  +  qK,  üf)  =  e-((2^-')^  +  ^"^  .  ^  (^  +  te-1)  K,  iT); 
und  sodann  durch  Multiplication  all  dieser  q  Gleichungen: 

^  (z  +  /yüT,  üf)  =  ^~  ^^^  +  ^^'^  .  0  (z,  K). 

Hier  ist 

5=1  +3  +  5  +  ...  +(2g-l) 
also : 

Somit  können  wir  als  dritte  Eigenschaft  unserer  Function 
0"  Folgendes  hinstellen:  Versteht  man  unter  q  irgend 
welche  ganze  Zahl,  so  wird  jederzeit 

&{z  +  qK,  K)  =  e-  (''^  +  2jz)  _  ^  ^^^  ^j 
sein. 

Zufolge  der  vorhin  gefundenen  zweiten  Eigenschaft  bleibt 
der  Werth  der  Function  'S*  ungeändert,  wenn  man  das  in  ihr 
enthaltene  Argument  um  ein  Vielfaches  von  ni  z.  B.  um  p  .  tti 
vermehrt.  Demnach  wird  die  linke  Seite  der  zuletzt  erhaltenen 
Formel  in  ihrem  Werthe  keinerlei  Aenderung  erleiden,  wenn 
man  das  daselbst  vorhandene  Argument  z  ^  q  K  mit  dem  Argu- 
mente z  -{•  qK  -^^  p  .Tti  vertauscht.  Thut  man  solches,  so  ver- 
wandelt sich  jene  Formel  in: 

%(z  +  pni  +  qK,  K)  =  e"  (9'J^+^g^)     ^  (^^  ^) 

Und  dieseFormel  kann  als  der  gleichzeitige  Ausdruck 
der  zweiten  und   dritten  Eigenschaft  angesehen  wer- 
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den.  Setzt  man  nämlich  ^  =:  0,  so  repräsentirt  sie  die 
zweite,  und  setzt  man  p  =  0,  so  repräsentirt  sie  die 
dritte  Eigenschaft. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  untersuchen ,  für  welche  Werthe 
von  z  die  Function  d"  («,  üT)  verschwindet.    Die  Reihe 

(1)  »iz,£)=    2    e'"^  +  '^'\ 

n=— OO 

durch  i^elche  wir  die  Function  deßnirt  haben,  wird  in  ihrem 
Werthe  völlig  ungeändert  bleiben,  wenn  wir  darin  n  mit  —  n, 
oder  auch,  wenn  wir  darin  n  mit  — n  —  v  vertauschen,  voraus- 
gesetzt, dass  wir  unter  v  irgend  welche  ganze  Zahl  verstehen. 
Somit  können  wir  statt  (1)  auch  schreiben: 

(2)  O  (.,  K)  J  2*«"^  ^"  +  '^'  -  2.  (»  +  v)/ 

oder,  wie  sich  durch  Addition  von  (1)  und  (2)  ergiebt,  auch 
schreiben: 

(3)  9(z,£)  =  ilS°{e^'''+^"  +   ,^(''+»)»-2x(n+,)}. 

Da   (zufolge   des  Satzes  S.  12)  e^  =  —  1  ist,   so  wird  ein 

Aggregat  von  der  Form 

A    ,     B 
e     +  e 

jederzeit  Null  sein ,  sobald  die  Exponenten  A  und  B  um  in ,  oder 
auch  um  ein  ungerades  Vielfaches  von  in  von  einander  ver- 
schieden sind.  Demnach  wird  das  in  (3)  unter  dem  Summen- 
zeichen stehende  Aggregat  Null  sein,  sobald  die  darin  auftreten- 
den Exponenten 

,  jKn^  +  2zn,     und 

''  \K{n,+  v)^  —  2z{n  +  v) 

um  ein  ungerades  Vielfaches  von  ni  diflferiren._  Findet  solches 
nicht  nur  statt  für  ein  bestimmtes  n,  sondern  für  jeden  belie- 
bigen Werth  der  Zahl  n,  so  werden  sämmtliche  Glieder  der 
Reihe  (3)  Null  werden,  jene  Reihe  selber  also  ebenfalls.  D.  h. 
bestimmt  man  die  Variable  ;:;  der  Art,  dass  die  beiden 
Ausdrücke  (4)  für  jedem  beliebigen  Werth  der  ganzen 
Zahl  n  um  ungerade  Vielfache  von  tti  verschieden  sind. 
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so  wird  für  diesen  Werth  der  Variablen  die  Function 
O  (z,  AT)  verschwinden.     Die   Differenz  der  beiden  Ausdrucke 

(4)  ist  gleich 

•  2z  {2n  +  v)  —  E[2nv  +  v^), 
d.  i.  gleich: 

[2z —  vK)  [2n  +  v), 

Macht  man  daher,  was  den  gesuchten  Werth  der  Variablen  z  an- 
belangt, folgenden  Ansatz: 

(5)  22;  =  ft.7r«  +  v.if, 
so  verwandelt  sich  jene  Differenz  in: 

(6)  Tti.ft  (2»  +  v); 

sie  wird  demnach  ein  ungerades  Vielfaches  von  ni  werden,  sobald 
man  die  ganzen  Zahlen  |x  und  v  der  Art  wählt,  dass  das  Product 

ft  (2n  +  v) 
ungerade  ausfällt.  Solches  aber  kann  offenbar  nur  dadurch  er- 
reicht werden,  dass  man  für  ft  eine  ungerade  Zahl,  und  gleich- 
zeitig für  V  ebenfalls  eine  ungerade  Zahl  nimmt.  Thut  man  aber 
dies,  so  wird  die  in  Rede  stehende  Differenz  (6)  in  der  That  — 
und  zwar  gleichgültig,  welchen  Werth  die  darin  enthaltene  Zahl 
n  auch  immer  besitzen  mag  —  jederzeit  ein  ungerades  Vielfaches 
von  7t  i  werden.  Wir  gelangen  demnach  zu  folgendem  Ergebniss: 
Sind  ft  und  v  irgend  welche  ungerade  ganze  Zahlen,  so  wird 
die  Function  -Ö-  [z^  K)  für  das  Argument 

z—  - 

jederzeit  verschwinden.  Oder,  was  dasselbe  ist:  Versieht  man 
unter  p  und  q  zwei  völlig  lieliebige  ganze  Zahlen,  so 
wird  ^  {z^  K)  jederzeit  Null  werden,  sobald  man 

d.  i. 

setzt. 

Denken  wir  uns  die  Werthe  der  Variablen  z  oder  x  -|-  iy 
nach  der  Gauss'schen  Methode  dargestellt  durch  die  Puncte  der 
Horizontalebene,  so  lassen  sich  die  den  Formeln 
(1)  z^=^p  *ni  +  q  ,K 

und 
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(2)  z  =  (p  +  y)'''+{^  +  t)^ 

entsprechenden  Puncto  leicht  construiren.   Es  sei  (Fig.  5)  K  der- 

¥ig,  5. 


jenige  Punct,  durch  welchen  die  gegebene  Constante  K  darge- 
stellt wird,*)  ferner  in  derjenige,  durch  welchen  die  Constante 
«  repräsentirt  wird ,  und  endlich  0  der  Anfangspunct;  man  con- 
struire  ein  Parallellogramm,  von  welchem  drei  Ecken  in  den 
Puncten  IC,  in,  0  liegen,  und  theile  sodann  die  ganze  Horizon- 
lalebene  in  lauter  Parallellogramme,  welche  mit  dem  eben  con- 
slruirten  congruent  sind.  Die  Puncte  (1)  werden  alsdann  die 
Eckpuncte,  und  die  Puncte  (2)  die  Mittelpuncte  dieser 
Parallellogramme  sein.  Die  Function  d'  {z,  E)  wird  also  ver- 
schwinden in  den  Mittelpuncten  der  Parallellogramme. 

Bezeichnen  wir,  wie  das  mit  Rücksicht  auf  unsere  späteren 
Untersuchungen  zweckmässig  erscheint,  die  in  0  vorkommende 
Variable  nicht  mit  z,  sondern  mit  U^  so  können  wir  die  Ergeb- 
nisse, zu  welchen  ^ir  hier  gelangt  sind,  etwa  in  folgender  Weise 
zusammenfassen: 

Die  unendliche  Reihe 

n=3+cx> 

besitzt,  falls  der  reelle  Theil  der  Constanten  K  negativ  ist,  und 
*o  lange,  als  die  Variable  ü  nicht  unendlich  gross  wird,  jederzeit 
^inen  völlig  bestimmten,  endlichen   Werth. 


*)  Dieser  Punct  K  wird,  beiläufig  bemerkt,  weil   der  reelle  Theil 
aerConstaDten /rT  negativ  ist,  jederzeit  links  von  der  y  Achse  liegeu. 
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Bezeichnet  man  diesen   Werth  mit  ^{ü^  IC),  setzt  man  also 
n=+oo 

n  =  —  CX> 
SO  gelten  jederzeit  folgende  Formeln: 

&{ü  +  m.ni  +  nK,K)  =  ß""^'*'^  +  ^'^  ^.  &[U,  K), 
^((^  +  i)  ^i  +  [n  +  {)  K,  K)  =  0, 

wo  unter  m  und  n  beliebige,  positive  oder  negative,  ganze  Zahlen 
zu  verstehen  sind. 

Sechster  Abschnitt.    Die  von  beliebig  vielen  Argumenten 

Unter 


abl 

langend 

e  ^-Function. 

^in 

^12' 

ÄTjg,  . . .  Kis, 

^22» 

Ä'23,  , . .  K^s^ 

Kss 

mögen  gegebene  Constante,  ferner  unter 

.       i^i,     ^2,     i^3 ^s 

beliebige  Variable,  und  endlich  unter 

nj,     «2»     ^3»  ••  •  •  ^* 
irgend  welche  ganze  Zahle«  verstanden  werden.     Wir  bilden 
nun  die  Exponentialgrösse'^) 

{K,,n,*  +  2K,^n,n^  +  ...  K^n.*)  +  2(^7, n,  +  ...  ü.n.) 

und  unterwerfen  dieselbe  in  Gedanken  einer  ^fachen  Sum> 
mation;  die  erste  Summation  soH  sich  auf  alle  nur  möglichen 
Werthe  der  ganzen  Zahl  n^  beziehen,  sich  also  von  «j  =  —  <x> 
bis  nj  =  +  <x>  hin  erstrecken,  die  zweite  soll  in  gleicher  Weise 


*)  Ausführlicher  geschrieben   würde  der  Exponent  von  e  folgen- 
dermassen  laaten: 

(^„«1  +  Ä',8  n, +  Kun.)  n,  +  2^,  n, 

+  (Ä'sj,  n,  +  Ä'22  Wi  .  .  .  .  +  Ä'i,«, )  n,  +  2  ü,  n, 
+ 
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von  «2  =  —  ^^  bis  «2=  +00,  u.  s.  w.,  endlich  die  letzte  von 
w,  =  —  cx)  bis  ns=  +  00  hinerstreckt  sein.  Die  hierdurch  ent- 
stehende ^fach  unendliche  Reihe  mag  mit 

n 

bezeichnet  werden,   wo  also  2*  jene    s   auf   einander    folgenden 

Summationen  andeuten  soll. 

Man  gelangt  nun,  was  die  Convergenz  dieser  ^fach  un- 
endlichen Reihe  anbelangt,  zu  folgendem  Satz: 

Die  sfach  unendliche  Reihe 

M 

besitzt  ^  falls  der  reelle  Theil  des  Ausdruckes 

^11  ^1'  +  2  Ä'ij  «1  «2  . . .  -f-  A'ss  ns'^ 
für  sämmiliche    Werthsysieme  der  ganzen    Zahlen   Wj ,    «2,  .  .  w, 
negativ  ist*),  und  falls  keine  der   Variablen 

1 '      2  >  •  •  •     ' 
unendlich  gross  wird,  jederzeit  einen  völlig  bestimmten,  end- 
lichen  Werth, 

Dieser  Werth  kann  als  eine  mit  den  Constanten  K  behaf- 
tete, und  von  den  Variablen  U  abhängende  Function  angesehen 
werden,  und  soll  demgemäss  mit 

^(ü„    ü^,   ..   Us) 
bezeichnet  werden.  ^ 


*)  Der  reelle  Theil  des  Ausdracks 

ir„  n,«  +  2Ar,,  tun, +  ....  +  K„n,^ 
ist,   falls  man  die   reellen  Theile   der  Constanten  A^j],  Ä',2t  .  .  .  A*««  der 
Reihe  nach  mit  A^,  ^12,  .  . .  A„  bezeichnet,  folgender: 

^11  V  +  2-^,2  w.  «,  +  .  .  .  +  ^„«,«. 
Soll  nun  dieses  Aggregat  für  jedes  beliebige  Wertbsystem  der  Zahlen 
Ut,  Tifj  .  .  ,n»   neg&iiy  sein,   so   tnüssen  die  Grössen  ^„,  Ai^,  .  .  .  At„ 
wie  hier  beiläufig  bemerkt  werden  mag,  der  Art  beschaffen  seih,  dass 
die  Wurzeln  q  der  Gleichung  s,  Grades 

-^11—9  An        ....  Ai» 
^it        Aj^—Q Au 


^•1         Agt       ....    A„ — Q 
sämmtlich  negativ  sind. 


=  0 
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Wir  wollen  nun  —  ähnlich  wie  früher  bei  der  von  einem 
einzigen  Argumente  abhängenden  '9' -Function  —  gegenwärtig 
die  Eigenschaften  dieser  von  mehreren  Argumenten  abhängen- 
den Function  in  Untersuchung  ziehen;  der  grösseren  Bequemlich- 
keit halber  wollen  wir  uns  dabei  aber  vorläufig  auf  den  Fall  be- 
schränken, dass  die  Anzahl  jener  Argumente  3  ist,  also  auf  den 
Fall,  dass  5=3  ist. 

Wir  haben  es  alsdann  mit  folgender  Function  zu  thun: 

(1)  '     »{U„ü„  U,)  =  Z/+^  <'«^.".+^»''.  +  t^^"^)^ 

n 

WO  unter  f  oder  f  («j,  Wj,  Wg)  der  Ausdruck 

(2)  f=f[n^^  Wo,  wg)  =  Ä^ii  nj2  +  2  K^<^n^  «2  +  2  K^z  «i  Wg 

zu  verstehen  ist.     Da  sich  in  der  Formel  (1)  die  Summation  Z 

für  jede  der  ganzen  Zahlen  n^,  n^y  «g  von  —  oo  bis  -f-  oo  hin- 
erstreckt, so  werden  wir  —  ohne  dadurch  in  jener  Formel  irgend 
welche  Veränderung  hervorzubringen  —  die  Zahlen  Wj,  n^y  n^, 
mit  —  Wj,  —«2'  ""^3  vertauschen,  die  von  den  Argumenten 
^1»   ^2»  ^3  abhängende  Function  -O*  also  auch  so  darstellen  können: 

(3)  9  (Z7,  ,u.,u,)  =  i:  /-  ^  ^^'  "'  +  ^'  "«  +  ^3  "'), 

n 

WO  das  im  Exponent  enthaltene  f  mit  dem  in  der  Formel  (1)  vor- 
handenem /*  völlig  identisch  ist.  Andererseits  ergiebt  sich,  wenn 
wir  die  Function  d-  nicht  für  die  bisher  betrachteten  Argumente 
^1»  ^2»  ^3  9  sondern  für  die  Argumente  —  U^,  —Ü2^  —  U^  haben 
wollen,  zufolge  (1)  die  Formel: 

(4)        ^  (-    U^y    -   U^,    -   11,)  =  -f  /""  ^  ^^'  "'  +  ^^^Z+  ^3«3)^ 

Und  nunmehr  erkennen  wir  durch  Vergleichung  von 
(3)  und  (4)  sofort,  dass 

(5)  .    ^(-  ^v  -  Uv  -  ^3)  =  '^  (^1.  ^2.  ^3) 

ist,  dass  also  derWerth  unserer  Function  ungeändert 
bleibt,  wenn  man  gleichzeitig  sämmtliche  Argumente 
in  ihr  Gegentheil  umschlagen  lässt.  Dies  würde  als 
erste  Eigenschaft  unserer  Function  [lervorzuheben  sein. 

Ferner  ist,  weil  e  ^^=1  ist,  zu  bemerken,  dass  die  Expo- 
nentialgrösse 
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ungeändert  bleiben  wird,  sobald  man  die  Variablen  U^^  U.^,  U^ 
um  irgend  welche  Vielfachen  von  ni  vermehrt;  und  dass  dem- 
nach Gleiches  auch  von  der  Function 

»{ü„  ü„  i/,)  =  f  /+  ^  ^^' "' + ^' "' + ^'  "»> 

gelten  muss.  Somit  ergiebt  sich  —  was  als  zweite  Eigen- 
schaft unserer  Function  anzuführen  sein  wurde  — ,  dass, 
falls  a,  by  c  irgend  welche  ganze  Zahlen  vorstellen, 
jederzeit 

(6)  O  (U^  +  am,  U^  +  bni,  U^  +  cni)  =  &{U^ ,  U^,  U^) 

sein  wird.  Die  Function  &  (U^,  i/j,  U^)  ist  also  für  jedes  der 
Argumente  Ui,  ü^,  ü^  eine  periodische,  und  der  Index  flQr 
jede  dieser  drei  Perioden  gleich  ni. 

Da  sich  die  Summation  in  der  Formel 

(7)  ^ü,  ,U^,Ü^)  =  £  A""'^  '^^  "^^  +  ^  (^'  "'  +  ^«  "t  +  V,  n,)^ 

was  die  Zahl  n^  anbelangt,  von  w,  =  —  cx>  bis  «j  r-  +  cx>  hin- 
erslreckt,  so  wird  man,  ohne  dadurch  in  dieser  Formel  irgend 
welche  Veränderung  hervorzurufen,  n^  mit  Wj  -f-  1,  oder  mit  n^  +  2, 
oder  «,  -f  3  u.  s.  w.  vertauschen  können.  Setzt  man  «j  -f  1  an 
Stelle  von  /i^,  so  gewinnt  jene  Formel  dadurch  folgendes  Aussehen: 

(8)  d(i7„  U„  U,)  =2'/(''.+  l.'««>''>)+2&'.+2W«.+«^,«.+  f'.«.)^ 

Das  erste  im  Exponenten  von  e  auftretende  Glied 

hat,  wie  sich  aus  (2)  ergiebt,  folgende  Bedeutung: 
/"(«!  +  ^in2,n^)=f{n^,n2,n^)  +  2  (ü^„w,  +  A\^n^  +  Ä\^n^)  +  A',,. 
Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Formel  (8),   so  ergiebt 
sich,  falls  man  die  von  den  Zahlen  «, ,  Wj,  Wg  unabhängigen  Fac- 
toren  vor  das  Summenzeichen  treten  lässt: 

(9)  Hü,,  U^,  ü^)  = 

n 

Diese  Formel  repräsentirt,  ebenso  wie  die  ursprungliche  For- 
mel (7),  denjenigen  Werth,  welchen  die  Function  d'  für  die  Ar- 
gumente IT,,  ITj,  U^  annimmt;  sie  ist  demnach  nur  als  eine  ge- 
wisse Umgestaltung  jener  ursprunglichen  Formel  anzusehen. 
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Wir    wollen    nun   andererseits  denjenigen  Werth  aufstellen, 
welchen  die  Function  d'  für  gewisse  andere  Argumente,  nämlich 
für  die  Argumente  üi  +  E^^^  Ü2  +  I^2v  ^3  +  -^31  annimmt   Dieser 
Werth  wird  zufolge  (7)  dargestellt  durch  die  Formel; 
(10)     ^(ü^  +  J^ii,  Ü2  +  if^i,  U^  +  K^^)  = 

Und  nunmehr   ergiebt  sich  durch  Vergleichung  von  (9)  und  (10) 
augenblicklich  die  erste  Formel  des  nachfolgenden  Systemes: 

(11)U{U,+K,2.U2  +  E2,,  i^3  +  ^32)  =  ^~^^""^^^'^-^(^i,^2>  ^3). 
.      ^(ü,  +  E,,,  U2  +  £2zy  ^3  +  i5:33)=e""(^»+^^'^.^(t^„  ü^,  U^. 
Die  beiden  andern  Formeln  dieses  Systems  werden  sich  offenbar 
in  ganz  analoger  Weise  ableiten  lassen. 

Es  ist  übrigens  nicht  schwierig,  eine  viel  allgemeinere  For- 
mel zu  finden,  nämlich  eine  Formel,  welche  die  des  soeben  auf- 
gestellten Systems  als  ganz  specielle  Fälle  in  sich  fasst.  Wir 
gehen  zu  diesem  Zweck  wieder  von  Formel  (7)  aus,  und  setzen 
in  dieser  n^  +  «,  «2  "I"  A  "3  +  y  *^  Stelle  von  Wj,  «2»  »»3»  wo  a,  j3,  y 
ganz  beliebig  gewählte,  positive  oder  negative  ganze  Zahlen 
vorstellen  sollen.     Dadurch  ergiebt  sich 

(12)        ^U,,    U^y    2/3)  = 

^  j;/^n,+a,  n^+ß.  H3+y)  +  2(6^,(ii,  +  a)  +  Ä^,K+ß)  +  «^3(i,3+y))^ 

ft 

Zur  Abkürzung  mag  nun  gesetzt  werden: 

,1o\  .,    //■(«!.  "2.  "3)=/". 

^^^>  '-  !/■(«,  ß,  r)  =  <P, 

und  ferner: 

(14)     ^ 


^11 «  +  ^12  /^  +  ^13  y = 9^1» 

:  ^21  «  +  ^22  /^  +  ^23  y  =  9>V 
ATg,  a  +  ^32  /^  +  ^33  y  =  9^3- 

Multiplicirt  man  diese  drei  letztern  Gleichungen  der  Reihe  nach 
mit  a,  ß,  y,  so  ergiebt  sich,  wie  sogleich  bemerkt  werden 
mag: 

ifii  a^+2K,2<^ß  +  ...+  K^^  Y^  =  9>i  ^  +  9>2  ß  +  9>^  Y,  ^ 
d.  i.  mit  Rücksicht  auf  die  in  (13)  eingeführte  Bezeichnung: 
(15)  9^  =  gpi  of  +  92  <^  +  93  y- 
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Nunmehr  lässt  sich  der  in  unsrer  Formel  (12)  enthaltene  Ex- 
ponent von  e  auch  so  darstellen: 

/"  +  g>  +  2  (9i  «1  +  g>2  ^2  +  %  W3)  + 

+  2(J^ini  +  £^2/12  +  r^3'»3)  +  2(t7i«  +  i7,/S  +  CTjy). 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  (12),  und  lässt  man  zugleich 
die  von  den  Zahlen  ny^n^^n^  unabhängigen  Factoren  vor  das 
Summenzeichen  treten,  so  erhält  man: 

(16)  0(l^j,  V^,  1^3)  = 

^g>+2(^,a+^,P+i/3y)  2:/+2((^i  +9>i)  ''1  +  (^2  +92)  n^  +  (^3+93)  n,). 

n 

Nun  ist  nach  (7)  und  mit  Rücksicht  auf  die  in  (13)  eingeführte 
Abkürzung: 

H^x.  U2.  U,)  =  2: /+  2(^.  "i  +  ^^^^  +  ^3  «3), 

Wollen  wir  daher  den  Werth  unsrer  Function  &  nicht  für 
die  bisher  betrachteten  Argumente  U^^  ü^^  U^,  sondern  für  die 
Argumente  ü^  +  gpj,  U2  +  g>2^  ü^  +  g?3  haben,  so  erhalten  wir 
folgende  Formel: 

(17)  ^{U,+ip,,U,  +  q>,,ü^  +  q>^)  = 

Und  nunmehr  ergiebt  sich  durch  Division  von  (16)  und  (17): 
f.c.^     ^(^i+yi,^»+y.>^3+y3)  _    -9-2(£/,a+^2|5+^3y) 

eine  Formel,  in  welcher  I^j,  t/j,  ^^3  völlig  beliebige  Ar- 
gumente vorstellen,  in  welcher  ferner  a,  ß,  y  irgend 
welche  ganze  Zahlen  sind,  und  in  welcher  endlich 
9>i,  9>2)  9^3)  9  ^^^  ^^^  diesen  Zahlen  und  aus  den  ge- 
gebenen Constanten  K  zusammengesetzten  Ausdrücke 
(14)  und  (15)  darstellen. 

Man  erkennt  sofort,  dass  diese  Formel  die  früher  in  (11)  auf- 
'  gestellten  Gleichungen  als  ganz  specielle  Fälle  in  sich  enthält,  dass 
'nämlich  jene  drei  Gleichungen   aus  dieser  Formel  (18)  sich   er- 
geben, sobald  man  in  derselben  für  die  Zahlen  ce,  ß,  y  der  Reihe 
nach    zuerst   das  Werthsystem   1, 0,  0,    dann   das  Werthsystem 
0,  1,0,  endlich  das  Werthsystem  0,  0,  1  nimmt. 

Es  handelt  sich  nun  darum ,  dieser  allgemeinen  Formel  (18) 
ein  etwas  einfacheres  Aussehen  zu  geben,  als  es  bisher  der  Fall 
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ist:  Zu  diesem  Zweck  bezeichnen  wir  die  neuen  Argumente  Z7,  +  g?i, 
^2  +  9^2»  ^3  +  9^3  '"it   ^n  ^2»  ^3»  setzen  also  (vrgl.  (14)): 

(19)  {  ^2=  ^2 +  9>2=f^2  + ^^21  «  +  ^221^+^237. 

K3=?^3+9'3=^3  +  ^31«  +  ^32iS  +  ^33y- 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  or,  fj,  y,  und  addirt, 
so  ergieht  sich: 

also  mit  Rücksicht  auf  (15) 

W,a+W,ß+W,Y  =  {U,a  +  U,ß+U,r)+g>, 
d.  i. 

(20)  —^^{U,a+U,ß+U^Y)-{W,a+W,ß+PF^y), 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  (19)  eingeführten  Bezeichnungen  und 
mit  Rücksicht  auf  den  soeben  in  (20)  für  — g>  gefundenen  Werth 
verwandelt  sich  nunmehr  unsere  allgemeine  Formel  (18)  in  fol- 
gende: 

Sind  also  —  so  können  wir  uns  gegenwärtig  aus- 
drücken —  die  Argumente  ff\^  JF^^  W^  mit  den  Argu- 
menten J/j,  V^t  P^  durch  Gleichungen  von  folgender 
Form  verbunden 

iW,=^V,+  I{,,c  +  K,^ß  +  k\^y, 

(22)  {  ^2=  ^2  +  ^%«  +  A^22^  +  ^^3^ 

wo  cc,ß,y  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen 
vorstellen,  so  wird  zwischen  '^(W^,,  ^g»  ^3)  ""^^  zwi- 
schen ^{ü^,  U^,  U.^)  jederzeit  die  in  (21)  angegebene  Re- 
lation stattfinden.  Wir  bezeichnen  die  in  diesem  Satz 
enthaltene  Eigenthümlichkcit  der  Function  O  als  die 
dritte  Eigenschaft  dieser  Function. 

Eine  ahnliche  Relation  lasst  sich  übrigens  auch  dann  leicht 
aufstellen,  wenn  wir  an  Stelle  der  Argumente  Wi^  W^j»  ^3  S^' 
wisse  andere  Argumente  T^,  Fj,  F3  nehmen,  welche  mit  den 
ursprünglichen  Argumenten  f^,,  i^g,  U^  nicht  durch  die  Gleichungen 
(22),  sondern  durch  die  Gleichungen: 

V^  =  U^  +  a,7ti  +  F^^a  +  K^^ß  +  li^^y, 

(23)  <{  F2—  r/2  +  &  .  TT  /  +  A'^^a  +  h\^ß  +  K^j^y^ 
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verbunden  sind,  wo  a^  b,  c  —  ebenso  wie  «,  j3,  y  —  beliebige 
positive  oder  negative  ganze  Zahlen  vorstellen  sollen.  In  diesem 
Falle  werden  F,  —  «  .  jr i,  Fj  —  6  .  tt  i,  Fj  —  c  .ni  zu  ü^^  ü^y  V^ 
in  genau  derselben  Beziehung  stehen,  in  welcher  zuvor  ^j,  fFj»  ^» 
zu  U^,  ^2)  ^3  standen.     Demnach  wird  zufolge  (21) 

sein.     Zufolge  (6)  ist  aber,  weil  ^i,  6,  c  ganze  Zahlen  sind, 

^(Fi-a.7ti,  V^-b.ni,  V^  — c  ,ni)  =  9{V^,  Fj,  F3); 

ferner  sind,   weil  a,  /S,  y  ebenfalls  ganze  Zahlen  vorstellen,   die 

Exponentialgrössen 

a  an  i      h  ß  ni      c  y  n  i 
e  ,   P  »  ^ 

jederzeit  =  +   1,  folglich: 

aani  — aani      hßni  —hßni      cyni  — cyni 

e         =  e  ^   e         ~-^   e      '^     ^  e  '     =  e  . 

Demnach  können  wir  die  Formel  (24)  auch  so  schreiben: 

/9XX     ^(FpF,>F,)_   -f(F.+g/.+^^Qtt+(F,+^,-H^t^P+(F3+6^3+^>ri)y). 

Somit  ergiebt  sich  also  folgender  Satz: 

Sind  die  Argumente  Fj,  Fj,  F3  mit  den  Argumenten 
^i>  ^2»  ^3  durch  Gleichungen  von  folgender  Form  ver- 
bunden: 

V,=  U,  +  {a.7ti  +  aJ^,,  +ßJ^2\  +y^3i)> 
V.,=  ü^  +  {b.ni  +  aJ^,^  +  j3  Ä'22  +  y  Ä'32), 

^3  =  ^3   +   (^  •  «'•   +   «  ^13  +^^-23+^  A^33), 

WO  «,  A,  c,  of,  j3,  y  beliebige  ganze  Zahlen  vorstellen, 
so  wird  zwischen  den  Werthen  von  -^(Fj,  Fj,  F3)  und 
^(Ui,  U^^  U^)  jederzeit  die  in  (25)  angege^bene  Relation 
stattfinden. 

Offenbar  können  wir  sammtliche  Ergebnisse,  zu  welchen  wir 
hier  gelangt  sind,  sofort  auf  den  Fall  übertragen,  dass  die  be- 
trachtete t>- Function  nicht  von  drei,  sondern  von  beliebig 
vielen  Argumenten  abhängig  ist.  Wir  kommen  alsdann  zu  fol- 
gendem Resultat: 

-Die  durch  die  Formel 

definirte  Function  ^[U^,  IJ2  •  -  -  Us)  bleibt  in  ihrem   Werthe   unge- 
.     ^  3* 
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ändert,  sobald  man  sämmtliche  Argumente  I7j,  C/j,  .  .  üj  in  ihr 
Qegentheil  umschlagen  lässt;  es  ist  nämlich  jederzeit 

Betrachtet  man  femer  zwei  Systeme  von  Argumenten  U^,  t/^j?  •  •  •  ^*> 
und  Fj,  Fj,  .  .  .  F,,  welche  mit  einander  verbunden  sind  durch 
Gleichungen  von  folgender  Form: 

^1  =  ^1  +  K^«  +  n^K^x  +  n^J^2\  +  •  •  •  +  nsKsi), 
Fj  =  t/j  +  [m^ni  +  WiZ,2  +  «2^22  +  .  .  .  +  nsKs2\ 

Vs=lJs  +  (msn.i  +  n^ICis  +  n^K^s  +  .  . .  +  w,i^„), 

wo  die  w,  n  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  vorstel- 
len-, so  wird  zwischen  den  Werthen,  welche  die  Function  ^  für 
das  eine  und  für  das  andere  System  annimmt,  jederzeit  folgende 
Relation  stattfinden: 

^(F„  Fg,  .  .  .  F.)  _[    -  Sn^{V^+  C/,+  m^.ni). 

Die  Summation  Z  ist  hier  über  x  =  1 ,  2 ,  .  .  5  hinerstreckt  zu 
denken,       : 

Wir  wollen  der  Vollständigkeit  willen  schliesslich  noch  die- 
jenigen Werthe  der  Argumente  Z7,,  i/j,  .  .  17^  zu  ermitteln  suchen, 
für  welche  die  Function  '^  Null  wird.    Zufolge  der  Definition  ist 

(1)  "  &{üi,  U,^,  ..  Us)  =  £ennt,n,,..n,) 

WO  F{n^,  Wj,  .  .  ns)  zur  Abkürzung  steht  für  folgenden  Ausdruck: 

(2)  F{n^,  W2>  •  •  ns)  =  i:££:yxn^nx  +  '2ZV^n^, 

in  welchem  die  Summationen  2  iiber  x  =  1,  2,  .  .  .  s  und  über 
A,  =  l,  2,  .  .  5  hinerstreckt  zu  denken  sind. 

Die  in  (1)  angegebene  Formel  erleidet,  wie  bereits  mehrfach 
bemerkt,  keinerlei  Aenderung,  falls  man  die  darin  enthaltenen 
Zahlen  nj,  Wg,  .  .  .  «,  mit  —  [n^  +  Vj),  —  (wj  +  v^),  ...  -  (n^  +  i/,) 
vertauscht,  vorausgesetzt,  dass  man  unter  v,,  Vj»  •  •  •  ^«  irgend 
welche  beliebig  gewählte  ganze  Zahlen  versteht.  Demnach  können 
wir  an  Stelle  von  (1)  auch  schreiben: 

(3)  ^(^1,  U^,...  Us)  =  2  /(~'^»-^"  -"2-''^' . . . .  ~^.  -v.y 

n 

oder,  wie  sich  durch  Addition  von  (1)  und  (3)  ergiebt,  auch 
schreiben : 


Die  von  beliebig  vieleu  Argumenten  abhängende  0- Function.      37 

(4)  ^(^7,,  ^2,  .  .  17,)  =-. 

Ein  Aggregat  von  der  Form  e"^  +  e^  verschmndet,  sobald  die  Ex- 
ponenten ^  und  ^  um  ein  ungerades  Vielfaches  von  ni  verschieden 
sind.  Demnach  wird  die  Function  ^{U^,  t^j,  .  . .  U)  ver- 
schwinden, sobald  die  Differenz 

(5)  J  =  F(—n^  —  v„  —  «2  —»'2»  •  •  •  — w,  —  V,)  —  F(ni,  n^,  ...  wj 
f  ür  sämmtliche  Werthsysteme  der  Zahlen  ;t  immer  gleich 
einem  ungeraden  Vielfachen  von  ;rt  ist  Nun  ist  mit  Ruck- 
blick auf  (2) 

F(«i,  ....)  =  HÜK^xn^nx  +  2£U^n^ 

somit  ergiebt  sich  für  jene  Differenz  J  folgender  Werth: 

(6)  ^==22'«x(— 2  U,  +  £A',xvx)  +  ZZk\xVnVx  -^Hü.v,, 
Wir  machen  nun ,  was  die  hier  gesuchten  Werlhe  der  Argumente 
U  anbelangt,  folgenden  Ausatz: 

(7)  2U^^iiu.m  +  ZvxK^Xy 
d.  i. 

(7a)         2Un=^n.ni  +  v^K^^  -f-  v^K^^  +  •  .  +  v,Ks^, 

viQ  fi),  |^2>  *  '  *  ^»  beliebige  ganze  Zahlen  vorstellen  sollen.  Als- 
dann verwandelt  sich  der  für  A  gefundene  Werth  in: 

(8)  A  =  —  2Znn.^^ni  -f  ZZ K^xv^vx—  Z[^^ni  -|-  ZvxK^x)v^, 
d.  i.  in: 

(9)  ^  =  —  2ni  ZhmIIx  —  ni  Zfi^v^y 
oder  in: 

(10)  z/  =  -  ni(2Zn^(i^  +  Z(i,v^). 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  das  die  Differenz  J —  mögen 
nun  die  Zahlen  n  beschaffen  sein ,  wie  sie  wollen  —  jederzeit  ein 
ungerades  Vielfaches  von  ni  sein  wird,  sobald  nur 

eine  ungerade  Zahl  ist.  Unsere  Function  ^{üi,  iZj,  .  .  .  Ug) 
wird  daher,  falls  mau  für  die  Argumente  ü  die  in  (7)  angegebenen 
Werthe  nimmt,  jederzeit  verschwinden,  sobald  die  in  jenen  Wer- 
then  enthaltenen  Zahlen  ft,  v  der  Bedingung 
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Zfi^v^  =  ungerade 
Genüge  leisten.     Wir  gelangen  demnach  zu  folgendem  Satz: 

Versteht  man  unter  ftj,  jitj,  .  .  .  f**  und  v^,  v^,  .  .  .  v«  irgend 
welche  positive  oder  negative  ganze  Zahlen ,  welche  der  Bedingung 

(ii^2  "^  H^2  +  '  '  '  +  i^sVs  =  ungerade 
Genüge  leisten,  so  wird  durch  die  Formeln 

^1  =  i  (f*I  •^«  +  ^I  ^11  +  ^2^21  +  •  •  •  +  ^s  Ks  i), 
^2  =  i  [H-'^i  +   V,  J5rj2   +   ^2^22  +   .  .  .   +   n  ^52)7 

^5  =  i  (it«*.^«'  +   ^1^1.    +   ^2^2*   +   .  •  •   +  V5  -Är.5) 

jederzeit   ein   Werthsyslem   der  Argumente  i/j ,   i/j ,  .  .  .  1^5   darge- 
stellt sein,  für  welches  die  Function  0(f/j,  ?72  ...  Us)  verschwindet. 


Zweite  Vorlesung. 

Functionen  mit  zwei  reellen  Argumenten  in  ihrer 
Ausbreitung  auf  der  Horizontalebene. 


Erster  Abschnitt.    Heber  die   räumliche  Ausbreitung  einer  von 

einem  einzigen  Argumente  abhängenden  Function;  Au£fassung 

der  Endlichkeit  als  eines  nothwendigen  Bestandtheiles  der 

Stetigkeit. 

üiiJ  von  einer  Function  1/ =  U  (x)^i\ie  nur  von  einem 
Argunieule  x  abhängt,  was  die  Aufeinanclerrolge  ihrer  Wertlie, 
und  was  überhaupt  ihren  ganzen  Charakter  anbelangt,  eine  an- 
schauliche Vorstellung  zu  erhalten,  bringen  wir  eine  horizontale 
gerade  Linie  in  Anwendung,  welche  von  irgend  einem  festen 
Punct  0  aus  ins  Unendliche  hin  fortläuft.  Wir  bedienen  uns 
uämlich  der  auf  einander  folgenden  Puncte  dieser  Linie,  um  die 
auf  einander  folgenden  Wertlie  des  Argumentes  geometrisch 
darzustellen,  indem  wir  für  jeden  beliebigen  Werth  x  des  Argu- 
mentes immer  denjenigen  Punct  jener  Lhiie  zum  Bilde  nehmen, 
Avelcher  von  0  aus  gerechnet  die  Abscisse  x  besitzt,  und  welcher 
kurzweg  der  Punct  x  genannt  werden  mag.  Jedem  Puncte  x 
entspricht  alsdann  ein  gewisser  Werth  der  Function.  Wir 
stellen  die  Grösse  dieses  Werthes  ebenfalls  bildlich  dar,  nämlich 
durch  ein  Perpendikel,  welches  wü»  in  jenem  Punct  auf  der  Hori- 
zontallinie errichten. 

Denken  wir  uns  in  jedem  Punct  der  llorizontallinie  den  zu- 
gehörigen Werth  der  Function  durch  ein  solches  Perpendikel  dar- 
gestellt, so  werden  die  Spitzen  aller  dieser  Perpendikel  zusam- 
mengenommen  eine  gewisse  Curve  bilden,   und   diese  Curve  ist 
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es,  welche  uns  eine  genaue  Vorstellung  liefert  von  dem  Charakter 
der  Function. 

Bei  Anwendung  dieser  Methode  werden  die  Werthe  der 
Function  über  die  Horizontallinie  hin  ausgebreitet.  Um- 
gekehrt können  wir  sagen,  dass  uns  hier  die  Horizontallinie  als 
Träger  dient  für  die  auf  einander  folgenden  Werthe  der  Func- 
tion ,  nämlich  als  Träger  dient  für  die  Perpendikel,  dur(:h  welche 
jene  Werthe  veranschaulicht  werden. 

Ferner  werden  wir  mit  Hinblick  auf  diese  geometrischen  Vor- 
stellungen jetzt  von  den  Werthen  sprechen  können,  welche  die 
Function  in  irgend  welchen  Puncten  oder  auf  irgend  welcher 
Strecke  der  Horizontallinie  besitzt,  indem  wir  darunter  natürlich 
diejenigen  Werthe  verstehen,  welche  durch  die  von  jenen  Puncten 
oder  von  jener  Strecke  getragenen  Perpendikel  dargestellt  werden. 
Betrachtet  man  die  Werthe,  welche  die  Function  auf  irgend 
einer  gegebenen  Strecke  der  Horizontaliinie  besitzt,  betrachtet 
man  also  diejenigen  Perpendikel,  welche  auf  dieser  Strecke  er- 
richtet sind ,  und  zeigt  sich ,  dass  die  Spitzen  aller  dieser  Perpen- 
dikel unter  einander  zusammenhängen,  dass  nämlich  diese 
Spitzen  in  ihrer  Gesammtheit  eine  Curve  bilden,  welche  —  mag 
sie  nun  gekrümmt  und  geknickt  sein,  wie  sie  wolle  —  in  un- 
unterbrochenem Zuge  von  der  einen  nach  der  andern  Seite 
hin  fortläuft,  so  soll  die  Function  auf  jener  Strecke  stetig  ge- 
nannt werden.  Unstetig  hingegen  soll  die  Function  auf  jener 
Strecke  heissen,  sobald  die  eben  erwähnte  Curve  in  ihrem  Zuge 
irgend  welche  Unterbrechungen  darbietet. 

Desgleichen  soll,  wenn  wir  irgend  welchen  Punct  der  Hori- 
zontallinie betrachten,  die  Function  in  diesem  Puncte  stetig  oder 
unstetig  genannt  werden,  je  nachdem  die  Spitze  des  von  die- 
sem  Punct  getragenen   Perpendikels  tnit    den   Spitzen   der   nach 

rechts  und  links  hin  benachbarten 
Perpendikel  im  Zusammenhang 
steht  oder  nicht.  Ist  z.  B.  irgend 
eine  Function  ü=  U  {x)  durch  die 
Curve  pq  (Fig.  6)  dargestellt,  so 
wird  diese  Function  auf  der  Strecke 
ab,  und  ebenso  in  jedem  einzel- 
nen Puncte  dieser  Strecke  stetig  heissen.  Auf  der  Strecke  bc 
hingegen  wird  sie  unstetig  zu  nennen  sein.  Diese  Unstetigkeit  auf 
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der  Strecke  bc  rührt  nur  von   einem   einzigen  Puncte  her;  denn 

nur  in  r  ist  die  Function  unstetig,   während  sie  in  allen  übrigen 

Puncten  jener  Strecke  stetig  bleibt. 

Wir  betrachten  ferner  eine  Function,  welche  für  irgend  einen 

Werih  des  Argumentes  unendlich  gross  wird,  z.  B.  die  Func- 
tion tg^a:,  welche  unendlich  gross  wird  für  x  =  ^.  Es  sei  pg 
(Fig.  7)  die  Curve,  durch  welche  diese  Function  auf  der  Strecke 
a;  =  -7-  bis  a:  = -^  dargestellt  wird.  Das  ^ig  7 

mittlere  Perpendikel   auf  jener  Strecke, 
nämlich  das  im  Punct  x  =  -^  errichtete, 

ist  unendlich  lang,    während   die  zu 
beiden  Seiten  befindlichen  Perpendikel  — 
mögen  sie  nun  dem    mittleren  so  nahe 
liegen,  wie  sie  irgend  wollen  —  durch- 
weg von  endlicher  Länge  sind.     Dem- 
nach ist  die  Spitze  des  mittleren  Perpen- 
dikels ausser  Zusammenhang  mit  den  ;  ;  : 
Spitzen  der  nach  rechts  und  nach  links         ^     '^    "^          J^ 
hin  benachbarten  Perpendikel;  folglich  dif         4            2-            i 
Function  tg^  x  im  Puncte  x  =  ^  unstetig  zu   nennen.      Gleiches 
wird,  um  andere  Beispiele  anzuführen ,  von  der  Function  tg  x  im 
Puncte  x  =  ^,  und  gleiches  von   den  Functionen  —  und  -^  *"^ 
Puncte  X  =i  0  gelten.     Ueberhaupt  werden  wir  ganz   allgem^*" 
sagen  können:  Besitzt  eine  Function  U  (o:)  in  irgend  einem 
Puncte  X  einen  unendlich  grossen  Werth,  so  ist  sie  in 
jenem  Puncte  auch  jederzeit  unstetig.    Oder:  Die  Func- 
tion kann  in  irgend  einem  gegebenen  Punct  nur  dann 
stetig  sein,  wenn  sie  daselbst  ^dlich  ist. 

Man  sieht  übrigens  leicht,  dass  die  Definition,  welche  wir 
hier  für  „stetig  und  unstetig"  gegeben  haben,  der  bis  jetzt 
gebrauchten  geometrischen  Fassung  leicht  entkleidet  werden  kann. 
Wir  können  dieselbe  in  voller  Strenge  so  aussprechen: 

Eine  Function  U  =  ü  {x)  ist  zwischen  x  =  a  und  x  =  b 
stetig  oder  unstetig,  je  nachdem  die  Werthe,  welche  ü  bei  einem 
Anwachsen  des  Argumentes  von  x  =  a  bis  x  =  b  durchläuft,  eine 
^^sammen  häng  ende  Reihe  bilden,  oder  eine  Reihe  bilden,  die 
irgend  welche  Sprünge  macht. 
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Fig.  8. 


Eine  Function  ü  (x)  soll  eindeutig  heissen,  wenn  sie  für 
jedes  gegebene  o;  immer  nur  einen  Werth  bat;  bingegen  mehr- 
deutig genannt^  werden,  sobald  sie  für  ein  gegebenes  x  meh- 
rere Werthe  besitzt.  So  ist  z.  B.  U :=:  x'^  eine  eindeutige, 
hingegen  U  =  xi  eine  zweideutige  Function. 

Uebrigens  werden  auch  Functionen  vorhanden. sein,  welche 
abwechselnd,  für  einige  Werthe  des  Argumentes  eindeutig,  und 
für  andere  Werthe  desselben  mehrdeutig  sind.  Denken  wir 
uns  z.  B.  eine  Function  ü  {x),  deren  Werthe  durch  die  Curwe  pq 
(Fig.  8)  dargestellt  sind ;  diese  Function  w  ird  dann  auf  der  Strecke 

ab,  und  ebenso  auch  auf  der  Strecke 
iq  cd  eindeutig,    auf  der    Strecke  bc 
hingegen  dreideutig  sein. 

Es  sei  U  =  ü  (x)  irgend  eine 
Function,  welche  auf  der  Strecke 
X  =  a  bis  0:  =  b  eindeutig  und 
stetig  ist.  Die  Curve,  durch  welche 
die  Werthe  der  Function  auf  jener  Strecke  dargestellt  werden, 
wird  alsdann  beliebig  gekrümmt  und  geknickt  sein  können;  aber 
nirgends  ins  Unendliche  ^/jsteigen,  und  überhaupt  in  ilu^em  Zuge 
keinerlei  Unterbrechungen  darbieten;  sie  mag  (Fig.  9)  die  Form 
aj3  besitzen. 

Fig.  9.     ,  Es  sei  pq  irgend  ein 

unendlich  kleines  Ele- 
ment dieser  Curve,  fer- 
ner seien  x  und  x^^  die- 
jenigen Puncte,  welche 
auf  der  Ilorizontallinie 
gerade  unter  p  und  q 
liegen,  also  x^  —  x  die 
Entfernung  der  beiden 
Puncte  X  und  x^  von  einander.*) 

Man  kann  die  Höhe,  um  welche  die  Curve  bei  ihrem  Forl- 
gange von  p  nach  q  senkrecht  emporsteigt,  d.  i.  die  Grösse,  um 


*)  Es  sollen  nämlich  Xy  x^,  und  ebenso  auch  «,  r,  s,  h  nicht  nur, 
die  Namen  der  so  bezeichneten  Puncte  sein,  sondern  gleichzeitig  auch 
die  Entfernungen  vorstellen,  welche  diese  Puncte  vom  Anfangspunct 
0  aus  besitzen. 


FuDclioueo  auf  der  HurizoutalcLeue.  43 

welche  das  Perpeudikel  ifx^  langer  als  das  Perpeudikcl  px  ist, 
m  folgender  Weise  darstellen: 

qx^  —  pö;  =  (a'i  —  x)  .  Ig  gp, 

wo  q>  den  Winkel  bezeichnet,  unter  welchem  das  kleine  (lurven- 
elemeut  pq  (oder  die  Tangente  mu)  gegen  die  iiorizonlale  ge- 
neigt Ist.    Bekanntlich  ist  nun  tg  g)  gleich  dem  Werthe,  welchen 

der  DilTerentialquotient         =  U'  (x)   in   dem   unter  p  liegendem 

Puncte  x  besitzt;  mithin: 

Wi  —  P^  =  {^\  —  ^•)  •  ^'  W' 
oder,   wenn   man  die  Entfernung    der   beiden   IMuicte  .t-    und  x^ 
von  einander  mit  dx  bezeichnet : 

^1  —  P^  =  fi^  •  ^^'  (a*)- 

Dieser  Ausdruck  ü'  {x)  .  dx  ist  es  also,  welcher  die  Höhe 
vowstellt,  um  welche  die  Ciu've  bei  ihrem  Fortgange  von  p  nach 
q  senkrecht  emporsteigt. 

Denkt  man  sich  die  Strecke  von  x  =  a  bis  x  =  r  in  lauter 
unendlich  kleine  Elemente  dx  zerlegt,  denkt  man  sich  sodann 
den  Werth  des  Ausdrucks  U'  (x)  .  dx  der  Ueihe  nach  für  jedes 
dieser  Elemente  aufgestellt,  und  endlich  alle  di(;se  Werthe  sum- 
mirt,  so  wird  man  die  ganze  Hohe  erhalten,  um  welche  die  Curve 
bei  ihrem  Fortgange  von  cc  nach  q  senkrecht  emporsteigt.  Die 
eben  genannte  Sunmie  wird  aber  dargestellt  durch  *das  bestinunte 

r 

Integral    I  ü'  (x)  .  dx;  somk  ergiebt  sich: 

a 

r 

Qr  —  ort  =  I  U'  (x)  .  dx, 

u 

oder,  wenn  man  beachtet,  dass  äü  und  V  'li<*  Werihr  vorstellen, 
welche  die  gegebene  Function  U  (x)  in  den  Punklen  a  und  r 
besitzt: 


U(r)  —  U{a)  =  f  U'{x)  .  dx. 


lu  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  für  die  Strecken  rs  und  sb  die 
Gleichungen. 
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s 

ü{s)—  ü{r)  =  jU'ix)  .dx, 

r 
b 

U[b)—  ü{s)  =  fu'{x)  .dx. 

s 

Und  nunmehr  erhält  man  schliesslich  durch  Addition  aller  drei 

Gleichungen  folgende  Formel: 

b 

U[b)  -  U{a)  =  fu'ix)  .dx, 

a 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  wir  bei  Ableitung  dieser  For- 
mel nichts  weiter  angenommen  haben,  als  dass  die  gegebene 
Function  ü  [x)  zwischen  x  =  a  und  x  =  b  eindeutig  und 
stetig  ist,  dass  wu-  nämlich  diese  Formel  abgeleitet  haben ,  ohne 
über  die  Eindeutigkeit  ulid  Stetigkeit  des  Differentialquotien- 
t.en  U'  (x)  irgend  welche  Voraussetzung  zu  Grunde  zu  legen. 

Doch  man  könnte  vielleicht  yermuthen,  dass  wenn  die  ge- 
gebene Function  auf  der  Strecke  a  bis  b  eindeutig  und  stetig  ist, 
dass  dann  gleichzeitig  auf  dieser  Strecke  auch  ihr  Difierential- 
quotient  eindeutig  und  stetig  sein  müsse.  Das  aber  ist  —  wenig- 
stens was  die  Stetigkeit  anbelangt  —  keineswegs  der  Fall,  wie 
ein  näherer  Hinblick  auf  die  von  uns  betrachtete  Function  so- 
gleich zeigen  wird. 

Diese  Fimction  ü{x)  wird  geometrisch  dargestellt  durch  die 
Curve  aß  (Fig.  9).  Lassen  wir  die  Tangente  mn  auf  dieser  Curve 
entlang  fortgleiten,  lassen  wir  nämlich  den  Contactpunct  derselben 
längs  der  Curve  hin  von  a  bis  ß  fortgehen,  so  werden  wir  wäh- 
rend dieser  Bewegung,  was  die  Richtung  der  Tangente  anbe- 
langt, zweimal  ein  plötzliches  Umspringen  beobachten,  das 
eine  Mal  in  dem  Augenblick ,  wo  der  Contactpunct  über  die  Ecke 
Q,  das  andere  Mal  in  dem  Augenblick,  wo  derselbe  über  die 
Ecke  6  fortgeht.  Demnach  wird  der  Winkel  g),  unter  welchem 
die  Tangeute  gegen  die  Horizontale  geneigt  ist,  während  der  in 
Rede  stehenden  Bewegung  zweimal  eine  sprungweise  Verän- 
derung erfahren.  Und  es  werden  also  die  Werthe,  welche  g>, 
mithin  auch  die  Werthe,  welche  tg  g)  =  f/'  (x)  zwischen  x  =  a 
und  x=ib  besitzt,  in  zwei  Puncten  unstetig  sein,  nämlich  bei 
X  =  r  und  bei  x  =^  s. 
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Wir  sehen  daher,  dass  durch  die  angenommene  Stetigkeil 
der  Function  U  [x)  noch  keineswegs  die  Stetigkeit  ihres  Differen- 
tialquotienten V  [x]  mitbedingt  ist;  und  wir  werden  uns  daher, 
was  die  Ton  uns  abgeleitete  Formel  anbelangt,  in  folgender  Weise 
aussprechen: 

Ist  eine  Function  ü  =  U  (x)  auf  der  Sirecke  x  s=  a  bis 
x=ib  eindeutig  und  stetig,  so  gilt  —  mag  nun  der  Dimeren- 
tialquotient  U'  (x)  auf  dieser  Strecke  beschaffnen  sein,  wie  er  wolle, 
mag  er  z.  B.  stetigst  oder  mag  er  unstetig  sein  —  jederzeit  foi- 
Formel : 


ü'  {x)dx  =   U(b)  —   ü(a). 


Zweiter  Abschnitt,    üeber  die  ranmliohe  Ausbreitung,   sowie 
über  die  Eindeutigkeit  nnd  Stetigkeit  einer  von  zwei  Argu- 
menten X  nnd  y  abhängenden  Function.  Wiederum  ist  die 
Endlichkeit  als  ein  nothwendiger  Bestandtheil  der 
Stetigkeit  anzufassen. 

Um  uns  von  irgend  einer  Function  V  =^V{x,y),  die  von 
zwei  Argumenten  x  und  y  abhängt,  eine  anschauliche  Vorstellung 
zu  verschaffen,  bedienen  wir  uns  einer  Horizontalebene,  in  wel- 
cher wir  einen  Anfangspunct  0,  und  zwei  von  diesem  ausgehende, 
aaf  einander  senkrechte  Coordinatenachsen  OÄ  und  OB  festsetzen. 
Wir  benutzen  nämlich  die  Puncte  dieser  Ebene,  um  durch  sie 
alle  Werthen  -  Paare  zu  vershmlichen ,  welche  die  beiden  Argu- 
ihente  x,  y  überhaupt  annehmen  können;  indem  wir  für  jedes 
solches  Werthen -Paar  immer  denjenigen  Punct  der  Ebene  zum 
Bilde  wählen,  dessen  Coordinaten  durch  das  Werthen -Paar  dar- 
gestellt sind. 

Jedem  Puncte  x,  y  wird  alsdann  ein  gewisser  Werth  der 
Function  entsprechen.  Die  Grösse  dieses  Werlhes  können  wir 
ebenfalls  bildlich  darstellen,  nämlich  darstellen  durch  die  Länge 
eines  Perpendikels,  welches  wir  in  jenem  Puncte  auf  der  Hori- 
zontalebene errichten. 

Denken  wir  uns  in  solcher  Weise  in  jedwedem  Puncte  x,  y 
<len  zugehörigen  Werth  der  Function  durch  ein  Perpendikel  dar- 
gestellt, so  werden  die   Spitzen  aller  dieser  Perpendikel  zusam- 
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o« 


mengenommen  eine  gewisse  Flache  bilden.  Und  die  Form  die- 
ser Fläche  wird  uns  alsdann  eine  deutliche  Vorstellung  geben 
von  der  Beschaffenheit  der  gegebenen  Function. 

Es  werden  durch  Anwendung  dieser  Methode  sammtliche 
Werthe  der  Function  über  die  Ilorizontalebene  hin  ausgebreitet. 
Oder  mit  andern  Worten:  Es  wird  dabei  die  Horizontalebene  als 
Trager  für  alle  Werthe,  welche  die  Function  überhaupt  besitzt, 
in  Anwendung  gebracht;  denn  jeder  einzelne  Punct  jener 
Ebene  trägt  einen  gewissen  Wijrlh  der  Function,  trägt 
nämlich  ein  Perpendikel,  welches  einen  solchen  Werth  durch 
seine  Länge  darstellt. 

Unter  denWerthen,  welche  die  Function  in  irgend  welchen 
Puncten,  oder  in  irgend  welchem  Linien-  oder  Flächenstück  jener 
Ebene  besitzt,  werden  diejenigen  Werthe  zu  verstehen  sein,  welche 
von  jenen  Puncten  oder  von  jenem  Linien-  oder  Flächenstück  ge- 
tragen werden.  Und  demgemäss  werden  unter  den  Eigenschaften, 
welche  die  Function  in  irgend  welchen  Puncten  oder  in  irgend 
welchem  Linien-  oder  Flächenstück  besitzt,  Eigenschaften  zu  ver- 
. stehen  sein,  welche  sich  auf  die  daselbst  befindlichen  Werthe  der 
Function  beziehen. 

Die  Function  soll  in  irgend  einem  gegebenen  Punct  der 
Ilorizontalebene  stetig  genannt  werden,  sobald  die  Spitze  des 
von  diesem  Punct  getragenen  Perpendikels  ringsum  mit  den  Spitzen 
der  benachbarten  Perpendikel  in  Zusammenhang  steht;  in 
jenem  Punct  aber  unstetig  heissen,  sobald  ein  solcher  Zusam- 
menhang nicht  —  oder  wenigstens  nicht  ringsum  —  statt- 
findet. Daraus  ergiebt  sich  —  ähnlich,  wie  vorhin  bei  Betrach- 
tung einer  Function,  die  nur  von  einem  Argumente  abhängt  — 
unmittelbar  folgender  Satz: 

Besitzt  eine  Function  ü{x,  y)  in  irgend  einem  Punct  Xj  y  einen 
unendlich  grossen  Werth ^  so  ist  sie  in  diesem  Punct  jederzeit 
unstetig.  Die  Function  kann  mithin  in  einem  Puncte  nur  dann  stetig 
sein,  wenn  sie  daselbst  endlich  ist 

Denken  wir  uns  auf  der  Horizontalebene  irgend  ein  Flächen- 
stück 91  abgegrenzt,  denken  wir  uns  ferner  die  Perpendikel  con- 
struirt,  durch  welche  in  jedem  Punct  von  91  der  zugehörige  Werth 
der  Function  dargestellt  ist,  und  denken  wir  uns  endlich  die  Fläche 
construirt,  welche  von  den  Spitzen  all'  dieser  Perpendikel  zu- 
sammengenommen  gebildet  wird ;   so  wird  die  Function  innerhalb 
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S  überall  stetig  sein,  sobald  diese  Hache  —  mag  sie  nun  ge- 
krümmt, mit  Kanten  und  Ecken  l)ebaftet  sein,  wie  sie  wolle  — 
keinerlei  Unterbrechung  darbietet.  D.  h.  die  Function  wird 
innerhalb  91  stetig  sein,  sobald  jene  Fläche  frei  ist  von  Rissen, 
frei  ist  von  vereinzelten  Linien  oder  vereinzelten  Puncten,  mithin 
auch  frei  ist  von  unendlich  hoch  oder  unendlich  tief  gelegenen 
Puncten. 

Wir  wollen,  um  einige  Beispiele  anffdiren  zu  können,  unter 
?l  die  Fläche  eines  Kreises  verstehen,  welcher  um  den  Anfangs- 
punct  0  mit  beliebigem,  aber  endlichem  Radius  beschrieben  ist, 
und  irgend  einen  Durchmesser  dieses  Kreises  mit  k  bezeichnen. 
Die  Function  r7r=2  +  a:^  +  y^  wird  dann  ohne  Zweifel  in- 
nerhalb 91  überall  stetig  sein. 

Denken  wir  uns  hingegen  eine  Function  V  =  F  {x^  ;/),  \^  eiche 
in  der  einen  Hälfte  von  91  -r-  der  Kreis  91  mag  durch  die  Linie  l 
in  zwei  Hälften  zerlegt  gedacht  werden  —  mit  U  identisch  ist ,  in 
der  andern  Hälfte  hingegen  Werthe  besitzt,  die  durchweg  um 
1  grösser  als  die  von  U  sind;  so  ^^ird  V  eine  in  91  unstetige 
Function  zu  nennen  sein.  Die  Fläche,  durch  welche  die  Werthe 
von  V  dargestellt  sind,  wird  nämlich  gerade  über  der  Linie  X 
einen  Riss  haben. 

Denken  wir  uns  ferner  eine  Function  JV  =  W  (»r,  y),  welche 
mit  alleiniger  Ausnahme  der  auf  der  Linie  l  befnidlichen  Werihe, 
innerhalb  91  überall  identisch  ist  mit  der  Function  V ,  welche 
aber  längs  X  hii^  Werthe  besitzt,  die  durchweg  um  1  grösser 
sind,  als  die  correspondirenden  Werthe  von  ü.  Diese  Function 
^  wird  dann  in  91  ofTenbar  unstetig  sein.  Denn  die  Fläche, 
diwch  welche  ihre  Werthe  dargestellt  sind,  besitzt  gerade  über 
i  eine  vereinzelte  Linie;  besteht  also,  genaugenommen,  aus 
drei  durch  Risse  von  einander  geschiedenen  Stucken,  nämlich 
aus  einem  Flächenstnck,  welches  über  der  einen  Hälfte  von  91 
'i«gt,  ferner  aus  einem  Linienstück,  welches  gerade  über  A  liegt, 
und  drittens  endlich  aus  einem  Flächenstfick ,  welches  die  andere 
Hälfte  von  91  überdeckt. 

Denken  wir  uns  ferner  eine  Function  R^=R{x,i/),  welche 
wiit  alleiniger  Ausnahme  des  in  0  vorhandenen  Werthes  mit 
der  Function  U  identisch  ist,  welche  aber  in  0  nicht  den  Werlh 
2,  sondern  den  Werth  3  besitzt.  Diese  Function  wird  dann  in 
31  unstetig   zu   nennen  sein.     Denn    die  Fläche,   durch   welche 


48  Zweite  Vorlesung. 

sie  dargestellt  wird,  besitzt  über  0  einen  vereinzelten  Punct; 
besteht  also,  strenge  genommen,  aus  zwei  durch  einen  Riss  von 
einander  geschiedenen  Stucken,  nämlich  aus  einem  gerade  über  0 
liegenden  vereinzelten  Punct,  und  aus  einem  Flächenslück,  wel- 
ches alle  übrigen  Puncte  von  21  überdeckt,  welches  also  gerade 
über  0  eine  unendlich  kleine  Oeffnung  besitzt. 

Schliesslich  maff  noch  die  Function  /S=:   ,  ..  «  erwähnt  wer- 

den.  Diese  ist  in  %  ebenfalls  unstetig.  Denn  die  Fläche,  durch 
welche  sie  dargestellt  wird,  besteht  aus  Puncten,  welche,  mit 
alleiniger  Ausnahme  des  gerade  über  0  befindlichen,  alle  eine 
endliche  Höhe  haben,  während  der  über  0  befindliche  in  un- 
endlicher Höhe  liegt;  es  besitzt- also  diese  Fläche  gerade  über 
0  einen  vereinzelten  Punct. 

Die  Functionen  Fund  W  sind  in  91  längs  einer  Linie  hin, 
nämlich  längs  X  hin  unstetig;  während  andererseits  dif  Functio- 
nen R  und  S  nur  in  einem  einzelnen  Puncte  von  91,  nämlich 
nur  in  0  unstetig  sind.  Demgemäss  kann  X  eine  Unstetig- 
keitslinie  der  Functionen  V  und  W^  und  andererseits  0  ein 
Unstetigkeitspunct  der  Functionen  Äund  S  genannt  werden*). 

Eine  Function  U[x^  y)  soll  eindeutig  oder  mehrdeutig 
genannt  werden,  je  nachdem  sie  in  jedem  Punct  der  Horizontal- 
ebene, d.  h.  für  jedes  Werthenpaar  von  x^  y^  nur  einen,  oder 
mehrere  Werthe  besitzt.  So  wird  z.  B.  ?7:=:  ar^  +  y^  ^1^^  ei^. 
deutige,  hingegen  Z7=  (o:-  +  y^ji  eine  zweideutige  Func- 
tion zu  nennen  sein. 

Uebrigens  werden  auch  Functionen  denkbar  sein,  welche  in 


*)  Es  ist  klar,  dass  die  Functionen  72  und  Ä  in  sehr  verschiedener  Weise 
unstetig  sind;  die  erstere  ist  unstetig  in  Folge  eines  endlichen  Sprunges, 
die  letztere  in  Folge  eines  Sprunges  ins  Unendliche.  Uebrigens  können 
wir,  was  diese  Verschiedenheit  anbelangt,  leicht  noch  andere  Merkmale 
anführen.  So  z.  B.  kann  die  Unstetigkeit  von  72  gehoben  werden 
durch  Abänderung  ihres  Werthes  in  einem  einzelnen  Puncte, 
während  solches  bei  S  nicht  der  Fall  ist.  Ein  anderes  Merkmal  dieser 
Verschiedenheit  fällt  in  die  Augen,  wenn  wir  neben  R  und  S  gleich- 
zeitig auch  die  reciprocen  Werthe  dieser  Functionen,  nämlich  die 

Werthe  von  —  und  —  in  Betracht  ziehen.    Während  nämlich  —  inSlun- 

li  IS  n 

stetig  ist,  bleibt—  innerhalb  51  überall  stetig. 
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einigen  Puncten  der  Horizontalebene  eindeutig,  in  andern 
Puncten  jener  Ebene  hingegen  mehrdeutig  sind. 

Es  sei  U=  U{xy  y)  eine  beliebig  gegebene,  eindeutige  und 

stetige  Function.  Der  partielle  Differentialquotienl  ^  ist  seiner 
Definition  zufolge  gleich   ^^^  +  ^^'£""  ^<^»y);  und  wird  also 

dadurch  erhalten,  dass  man  den  Unterschied  der  beiden  Werlhe, 
welche  die  Function  im  Anfangs-  und  Endpunct  eines  Linienele- 
mentes dx  besitzt,  durch  die  Länge  dieses  Elementes  dividirt. 
Dieses  Element  ist  parallel   zur  x  Achse;  es  bezieht  sich  daher 

der  partielle  Differentialquotient  -^  auf  die  Schnelligkeit,  mit 
welcher  die  Function  ü  anwächst,  sobald  man  in  einer  mit  der  or  Achse 
parallelen  Richtung  fortgeht.  —  In  gleicher  Weise  wird  sich  der  par- 

tielle  Differentialquotient  ^--  auf  eine  mit  der  y  Achse  parallele  Rich- 
tung beziehen. 

Wir  wollen  nun   durch  den  Punct  ^''^-  ^^• 

x^y  eine  Linie  in  beliebiger  Rich- 
tung legen,  welche  (Fig.  10)  von  irgend 
einem  festen  Puncte  a,  h  ausgehen  mag, 
und  die  Schnelligkeit  untersuchen,  mit 
welcher  sich  der  Werth  von  V  ändert,  so- 
bald wir  den  Punct  o:,  y  dieser  Linie 
entlang  fortgehenlassen.  Die  variable  Ent- 
fernung des  Punctes  a:,  y  von  dem  festen 
Puncte  a,  b  mag  mitp  bezeichnet  werden,  ferner  mögen  die  beiden 
gegebenen  Winkel,  unter  welchen  die  Linie  p  gegen  die  beiden 
Coordinatenachsen  geneigt  ist,  a  und  ß  genannt  werden*);  folglich: 
o;  =  a  -h  p.cosflf, 
y  =  6  +  p,cosß. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Function  ü  =i  ü{xy  y)  ein,  so 
venvandelt  sich  ü  in  einen  Ausdruck,  welcher  nur  von  einer  ein- 
zigen Variablen,  nämlich  nur  von  p  abhängt.  Differenzirt  man 
diesen  Ausdruck  nach  p,  so  wird  man  einen  Bruch 

*)  Bei  der  Linie  p  haben  wir  eine  bestimmte  Richtung  festgesetzt, 
nämlich  die  vom  Punct  a,  b^  oder  vom  Puncte  x,  y  nach  P  hin  fortlau- 
fende (Fig.  10).  DemgemUss  sollen  unter  unter  u  und  ß  diejenigen 
Winkel  verstanden  werden,  welche  diese  nach  P  hin  fortlaufende  Rich- 
^H  niit  den  Richtungen  der  Coordinatenachsen  einschliesst. 
Neamann,  Abel'sche  Integ^rale.  4 
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du 
dp 

erhalten,  dessen  Nenner  durch  eine  kleine  Vergrösserung  von  p,  näm- 
lich durch  das  Linienelement  dp  dargestellt  ist,  und  dessen  Zähler 
durch  die  correspondirende  Vergrösserung  von  V,  d.  i.  durch  den 
Unterschied  derjenigen  beiden  Werlhe  dargestellt  wird,  welche 
V  im  Anfangs-  und  im  Endpunct  jenes  Linienelementes  besitzt. 
Auf  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  V  anwächst,  sobald  man  iu 
der  Richtung  p  fortgeht,  wird  sich  demnach  dieser  Differential- 
quotient -^  in  ganz  derselben  Weise  beziehen,  wie  sich  die  Dif- 
ferentialquotienten  ^,  -^   auf  die    mit    der    x  oder   y   Achse 

parallelen  Richtungen  bezogen.  Dieser  Differentialquotient  —  ist 
es  nun,  welcher  in  Zukunft  kurzweg  „der  nach  derHSichtung/?*) 
genommene  Differentialquotient"  genannt  werden  soll. 

Da  U  von  x^  y  abhängt,   und  .r,  y  ihrerseits  durch  die  Re- 
lationen 

x  =  a  +  p  cos  or, 

?/  =  &  +  pcosß 
von  p  abhängig  sind,  so  hat   der  Differentialquotient  —   folgen- 


den  Werth: 

* 

oder: 

rf^/_  du  dx          du  dy 
dp         dx  dp         dy  dp"* 

dU        du              t    du        o 
-7-  =  ^-  cos«  -f  ^T-  cosö. 
dp         dx                  dy        ^ 

Wir  haben  also  folgende  Definition: 

Ist  U  derjenige  Werth,  welchen  irgend  eine  gegebene,  von  x  und  y 
abhängende  Function  im  Puncte  x,  y  besitzt,  und  ist  femer  dU  die- 
jenige Grösse,  um  welche  U  anwächst,  sobald  man  von  jenem  Puncte 
aus  in  irgend  welcher  Richtung  p  um  eine  unefidlich  kleine  Strecke 
dp  fortgeht,  so  soll  der  Bruch 

dU^ 
dp 
„  der  nach  der.  Richtung  p  genommene  Differentialquotient''^  genannt 
werden. 

Bei  einem    solchen    Differentialquotienten    stellt    der   Nenner 


*)  Unter  der  Richtung  p  versteht  man  dabei  diejenige,  in  welcher 
p  wächst,  also  diejenige,  welche  (Fig.  10)  vom  Puncte  x,  y  nach  P  hin 
fortläuft. 
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dp  eine  gewisse  Strecke^  eine  gewisse  Entfernung  vor,  und  ist 
demnach  jederzeit  positiv.  Der  ZäMer  du  hingegen  wird  bald 
positiv j  bald  negativ  sein,  nämlich  das  Eine  oder  das  Andere,  je 
nachdem  der  Werth  von  ü  im  Endpunct  des  Linienelementes  dp 
grösser  oder  kleiner  als  im  Anfangspuncte  desselben  ist. 

Ferner  haben  wir  folgenden  Satz: 

Ist  Z7=  ü{x,y)  irgend  eine  gegebene  Function,  und  bezeich- 
net p  irgend  welche   von  dem  Puncte  x,  y    ausgehende  Richtung, 

so  hat  der  nach  dieser-  Richtung  gebildete  Differentialquotient  — 
den    Werth: 

du      du      f      .  ,   du      ,      . 
7^  =  ä^  "'^^  (^'  ^^  "*"  a7  ^^'  ^^'  ^'' 

wo  {p,  x)   und  (p,  y)   die   beiden    Winkel  bezeichnen,    welche  die 
Richtung  p  mit  den  Richtungen  der  Coordinatenachsen  einschliesst, 
Ist  q  eine  zweite,  ebenfalls  vom  Puncte  x,  y  ausgehende  Rich- 
tung,  so  wird  in  analoger  Weise 

dU        du        i        s    t    du        f       . 
._  =  _cos(^,a:)+  -g-cos(y,y) 

sein.    Sind   nun  die  Richtungen  p  und  q  einander  gerade  ent- 
gegengesetzt, so  ist 

(P,  ^)  +  (ö'i  ^)  =  180^»     cos(p,  ar)  =  —  cos  [q,  x), 
iPy  y)  +  (^7  y)  =  180®,     cos(p,  y)  =  —  cos  [q,  y). 
Folglich  -j-  =^  —  "T-«    Somit  haben  wir  folgenden  Zusatz: 

Versteht  man  unter  p  und  q  irgend  zwei  vom  Puncte  x,  y 
ausgehende,  und  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  fortlaufende 
Richtungen,  so  haben  die  nach  diesen  Richtungen  gebildeten  Dif- 
fereniiatquotienten  -t—  und  —  jederzeit  entgegengesetzte  Werthe, 
nämlich  Werthe,  deren  Summe  Null  ist. 

Der  DüTerentialquotient  -^  sollte  sich  —  das  war  unser  Aus- 

^^Qgspunct  bei  dieser  ganzen  Betrachtung  —  auf  die  Richtung  p 
JD  derselben  Weise  beziehen,  wie  sich  die  Differentialquotienten 
du  du 

dx  ^^  ^~  ^^  ^^^  ^^^  ^^^  Coordinatenachsen  x  und  y  paral- 
lelen Richtungen  beziehen.  Dass  das  bei  dem  Differentialquotienten 
^  nun  in  der  That  der  Fall  ist,   lässt  sich  aus  der  in  unserm 

Satze  aufgestellten  Formel  sofort  erkennen.     Wenn  T^ir  nämlich 

4* 
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in  jener  Formel  unter  p  die  mit  der  x  Achse  parallele  Riehtang 
verstehen,  so  wird  (p^  x)-=  0^    {p,  y)  =:  90^,  mithin  -j-  =  -^. 

Und  andererseits  wird  -r~  =  -ö-»  sobald  man  .für  p  die  mit  der 

dp        dy  ^ 

y  Achse  parallele  Richtung  nimmt. 

Es  seien  0  und  1  irgend  zwei  einander  unendlich  nahe 
Puncte  mit  den  Coordinaten  o;,  ^  und  ^^,  ^^.  Die  Entfernung 
der  beiden  Puncte  von  einander  mag  mit  dp  bezeichnet  werden, 
so  dass  also  dp  eine  ihrer  Bedeutung  nach  positive  Grösse  vor- 
stellt. Die  Differenz  x^  —  x  wird  je  nach  der  Lage  der  beiden 
Puncte  0  und  1  bald  positiv,  bald  negativ  sein,  wird  aber,  was 
ihren  absoluten  Werth  anbelangt,  immer  gleich  der  Projection  des 
Elements  dp  auf  die  x  Achse  sein.  Bezeichnet  man  also  die  von 
0  nach  1  hin  fortlaufende  Richtung  mit  p,  so  wird 

a?,  —  0?  =  +  rf'p  .  cos  (p,  x) 
sein. 

Nun  ist,  wie  man  leicht  übersieht,  x^  —  x  positiv  oder  nega- 
tiv, je  nachdem  die  von  0  nach  1  hin  fortlaufende  Richtung 
mit  der  Richtung  der  x  Achse  einen  spitzen  oder  stumpfen  Win- 
kel einschUesst,  d.  i.  je  nachdem  cos  (p,  x)  positiv  oder  negativ  ist. 
Der  Quotient 


C08(p,  X) 

muss  daher  jederzeit  positiv  sein. 

Somit  können  wir  jetzt  über  das  zweifelhafte  Vorzeichen  + 
in  unserer  Formel  definitiv  entscheiden.  Beachten  wir  nämlich, 
dass  dp  seiner  Definition  zufolge  stets  pos.  ist,  so  ergiebt  sich 
sofort,  dass  in  jener  Formel  immer  das  pos.  Vorzeichen  zu  neh- 
men ist,  dass  also  jederzeit 

Xy  —  X  =  dp  .  cos  (p,  x) 
sein  wird.     Ebenso  lässt  sich  darthun,  dass  auch  jederzeit 

y\  —  y  =  dp.  cos  (p,  y) 
sein  muss. 

Das  Resultat,  zu  welchem  wir  hiermit  gelangt  sind,  lässt  sich 
zusammenfassen  durch  folgenden  Satz: 

Besitzen  irgend  zwei  einander  unendlich  nahe  Puncte  die 
Coordinaten  x,  y  und  x  +  dx,  y  +  dy^  und  versteht  man  unier  p 
die  von  dem  ersten  Punct  nach  dem  letzten  hin  fortlaufende  Bichiung, 
ferner  unter  dp  die  Entfernung  beider  Puncte  von  einander  (also 
eine  Grösse  y  die  stets  pos.  ist)^  so  wird  jederzeit 
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dx  ^=:  dp  .  cos  (p,  x) 
dy  =  dp  .  cos  (p,  y) 
sein. 

Wir  hätten  übrigens  zu  diesem  Resultat  auch  auf  kürzerem 
Wege  gelangen  können,  nämlich  durch  Anwendung  des  auf  Seite  51 
gefundenen  Satzes.  In  jenem  Satze  kann  nämlich  für  ü  irgend 
welche  Function  genommen  werden,  die  von  den  beiden  Argumeten 
j;  und  y  abhängt,  also  auch  eine  Function,  die  nur  von  einem  dieser 
beiden  Argumente  abhängig  ist.  So  können  wir  z.  B.  an  Stelle 
von  ü  auch  x  selber,  und  eben  so  gut  auch  y  nehmen.  Thun 
wir  dies,  so  erhalten  wir  aus  der  in  jenem  Satz  angegebenen 
Formel  sofort  folgende  Gleichungen: 

—  =  cos(p,ar), 

^  =  cos(p,y); 
Und  diese  sind  identisch  mit  denen  in  unserui  letzten  Satze. 


Dritter  Abschnitt.   Definition  der  Elementarfläohe.  Betrachtung 

einer  von  x  und  y  abhängenden  Function,  welche  innerhalb 

einer  gegebenen  Elementarflache  überall  eindeutig  und 

stetig  ist. 

Ein  auf  der  Horizontalebene  abgegrenztes  Flächenstück  kann 
sehr  verschiedene  Gestalten  besitzen. 

Es  kann  ein  solches  Flächenstück  eine  oder  mehrere  Rand- 
cunen  besitzen.  So  hat  z.  B.  eine  Kreisfläche  nur  eine  Randcurve, 
während  hingegen  das  ringförmige  Flächenstück,  welches  von  zwei 
coDcentrischen  Kreisen  begrenzt  wird,  zwei  Randcurven  besitzt. 

Andererseits  ist  zu  bemerken,  dass  ein  solches  Flächenstück 
in  der  Endlichkeit  liegen,  dass  ein  solches  Flächenstück 
sich  aber  auch  ins  unendlich  Ferne  hinerstrecken  kann.  So 
l^%t  z.  B.  die  von  einer  Ellipse, begrenzte  Fläche  in  der  End- 
Uchkeit,  während  sich  die  von  einer  Parabel  begrenzte  Fläche  in 
unendliche  Ferne  hin  erstreckt. 

Definition ;  Ein  auf  der  Horizontal  ebene  abgegrenztes  Flächen- 
*^W,  welches  nur  eine  Randcurve  besitzt^  und  welches  gleich- 
zeitig  keine  unendlich  fernen  Puncte  in  sich  enthält,  soll  in 
^^hunft  ein  ^^elementares  Flächenstück^^  oder  kurzweg  eine 
^)^lemeniarfläche^*^  genannt  werden. 
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Die  nachfolgenden  Betrachtungen  werden  sich  auf  die  Werthe 
beziehen,  welche  irgend  eine  Function  JJ ^=^  ü [x^  y)  innerhalb 
eines  solchen  elementaren  Flächenstückes  besitzt.  Es  wurde  leicht 
sein,  diese'Betrachtungen  in  allgemeinerer  Fassung,  nämlich  mit  Be- 
zug auf  Flächenstücke  von  weniger  beschränktem  Charakter  durch- 
zuführen. Trotzdem  wollen  wir  uns  dabei  innerhalb  der  genannten 
Grenzen  halten,  und  zwar  deswegen,  weil  eine  grössere  Allge- 
meinheit für  die  uns  vorliegenden  Zwecke  ohne  Nutzen  sein  würde. 

Schliesslich  noch  eine  Bemerkung  über  die  Bandcurve  irgend 
eines  auf  der  xy  Ebene  gegebenen  Flächenstückes.  Die  auf  einer 
solchen  Curve  errichtete  Normale  soll  nämlich,  je  nachdem  sie 
in  das  Innere  des  Flächenstückes,  oder  in  den  das  Flächenstück 
umgebenden  Raum  der  o:«/ Ebene  hineinläuft,  die  innere,  oder 
die  äussere  Normale  genannt  werden. 

Mit  Rücksicht  auf  das,  was  wir  früher  (Seite  44)  in  Bezug 
auf  eine  Function  l][x),  die  nur  von  einem  Argumente  abhängt, 
gefunden  haben,  ergiebt  sich  leicht,  dass  eine  von  zwei  Argu- 
menten x^  y  abhängende  Function  lJ[x^  y)  auf  einer  gegebenen 
El^mentarfläche  @  überall  stetig  sein  kann,   ohne  dass  ihre  Dif- 

Ott         7)  TT 

ferentialquotienten^,  k — desshalb  daselbst  ebenfalls  überall  stetig 

zu  sein  brauchen.  Denken  wir  uns  z.  B.  die  gegebene  Elementar- 
fläche 6  von  irgend  welchem  beliebig  gekrümmten  Flächenstück 
überdeckt,  welches  frei  von  Rissen  und  Sprüngen,  hingegen  mit 
irgend  welchen  Kanten  und  Ecken  behaftet  ist,  so  wird  die  durch 
dieses  Flächenstück  repräsentirte  Function  [/auf  (g  überall  stetig 

sein;    und   gleichwohl   werden  alsdann  die  Dilferentialquotienten 

du     dV   .      .,   .  ,    ,. 

^— ,  -TT-  daselbst  unstetig  sein. 

dx^    dy  ^ 

Gleiches  gilt  auch  in  Bezug  auf  die  Eindeutigkeit.    Sind 

z.  B.  a:=a,y  =  ft    die  Coordinaten  irgend   eines  Punctes,    der 

innerhalb   der  gegebenen  Elementarfläche  @  liegt,   und   versteht 

man  unter  U  den  positiven  Werth  von  y{x  —  a)'^+  [y — ^, 

so  wird  Z7  selber  eine  von  x^  y  abhängende  Function  sein,  welche 

auf®  überall  eindeutig  und  stetig  ist.    Und  trotzdem  werden 

die  Diff'erentialquotienten  dieser  Function 

du  x  —  a 

J±^  y^a:-a)^  +  {y'^^ 

du__  y-b      

dy         y(^o^%-+{^iyt 
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auf  @  nicht  mehr  nberalJ  eindeutig,  sondern  Functionen 
sein,  welche  im  Puncle  a:  =  «,  y  =  6  unendlich  viele  Werthe 
besitzen. 

Durch  die  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  einer  von  x  und  y  ab- 
hängenden Function  wird  also  noch  keineswegs  die  Eindeutigkeit 
und  Stetigkeit  ihrer  Differentialquotienten  mitbedingt. 

Wir  wollen  uns  eine  Function  ü  =  U{x^  y)  gegeben  denken, 

welche  —   mögen  nun    ihre  Differentialquotienten  -ö-»  o—    l>e- 

schaffen  sein,  wie  sie  wollen  —  auf  irgend  welcher  Elementar- 
fläche @  überall  eindeutig  und  stetig  ist. 

Es  ^t\  pq  irgend  eine  begrenzte,  der  o:  Achse  parallele 
gerade  Linie,  deren  einzelne  Puncte  sämmtlich  innerhalb 
der  gegebenen  Eiementarfläche  @  liegen.  Da  der  Voraussetzung 
zufolge  ü  innerhalb  (§  überall  eindeutig  und  stetig  ist,  so  wird 
gleiches  auch  von  denjenigen  Werthen  von  V  gehen,  welche  längs 
•jener  Linie  p  q  hin  auf  einander  folgen.  Bezeichnet  man  daher 
irgend  ein  Element  dieser  Linie  mit  dx,  und  bildet  man  das  über 
die  ganze  Linie  sich  hinerslreckende  Integral: 


ß 


p 

so  wird  der  Werth  dieses  Integrales  zu  Folge  eines  früher  bewie- 
senen Satzes  (Seite  45)  gleich 

sein;  falls  nämlich  üp  und  üq  die  Werthe  vorstellen,  welche  ü 
im  Anfangs-  und  im  Endpunct  der  Linie  pq  besitzt. 

Die  gegebene  Elementarfläche  @  mag  nun  durch  irgend  welche 
Linien  in  einzelne  Stücke  ai,  a2>  ^3  .  .  .  .  zerlegt  gedacht  wer- 
den, und  jedes  dieser  Stücke  sei  so  beschaffen,  dass  sein  Rand 
(wie  etwa  der  Rand  eines  Rechtecks  oder  der  einer  Ellipse)  von 
einer  geraden  Linie  immer  nur  in  zwei  Puncten  geschnitten  wer- 
<^en  kann.    Irgend  eines  dieser  Stücke  sei  a. 

Wir  zerlegen  a  durch  Linien,  welche  parallel  zur  x  Achse 
in  lauter  schmale  Streifen.  Irgend  einer  von  diesen  Strei- 
fen liege.  (Fig.  11)  zwischen  zwei  Linien,  von  welchen  die  eine 
■"■  sie  mag  p  q  genannt  werden  —  von  der  x  Achse  den  Abstand  y, 
^ie  andere  hingegen  den  Abstaud  y  +  dy  hat;  so  dass  dy  die 
Breite  des  Streifens  vorstellt.    Bezeichnet  man  irgend  ein  Element 
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der  Linie  pq  iiiil  dx^  bildet  man  .sodann   mit  Bezug  auf  dieses 

O   TJ 

Linieneleinent  den  Ausdruck  -^^dx,   und  integrirt  man   endlich 


doc 


Fig.  11. 


diesen  Ausdruck  über 
die  ganze  Linie  jG»^  hin, 
so  wird  man  ein  In- 
tegral erhalten,  dessen 
Werth  nach  der  zu- 
vor geraachten  Bemer- 
kung folgender  ist: 


—  U„ 


-->-» 


p 

Daraus  ergiebt  sich, 
wenn  man  auf  beiden 
Seiten  mit  dy,  d.  i.  mit 


Updy. 


der  Breite   des  Streifens  multiplicirt: 

q 

(1)  J§^docdy=U,dy 

P 

Bezeichnet  mau  diejenigen  beiden  Randelemente  von  a,  durch 
welche  der  betrachtete  Streifen  auf  beiden  Seiten  begrenzt  wird,  mit 
dsp  und  dsq,  so  kann  man  dy  als  die  rechtwinklige  Projection  von  dsp , 
oder  auch  als  die  von  dsq  auf  die  y  Achse  ansehen;  demnach  ist 

dy  =  dSp  .  cos  a  =  dSq  .  cos  /5, 
wo    unter  a  und  ß  (Fig.  11)   die  spitzen  Winkel  zu  verstehen 
sind,  unter  welchen  jene  beiden  Elemente  gegen  die  y  Achse-geneigt 
sind.     Stellen  rip  und  n^  die  auf  diesen  Linienelementen  errich- 
teten inneren  Normalen  vor,  so  ist  (Fig.  11)*): 

«  =  [np,  oc), 

/5  =  180«  -  (n,,  ^), 
wo  (n^,  x)  und»(ng,  x)  diejenigen  Winkel  bezeichnen,  welche  die 
Richtungen  von  Up  und  Uq  mit  der  Richtung  der  o;  Achse 
machen.     Somit  ergiebt  sich: 

dy  =  dSp  .  cos  (wp,  x)  z=i  —  dSq  .  cos  (n^,  x). 
Durch  Benutzung  dieser  beiden  Werthe  von  dy  verwandelt  sich 
unsere  Formel  (1)  in: 


*)  In  jener  Figur  sind  die  in  denPunctenp  ond^  errichteten  Normalen 
nicht  mit  Tip  und  rtqy  sondern  der  Kürze  willen  beide  nur  mit  n  bezeichnet. 
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(2)  j-^  dxdyt=i  —  üq  .cos  (n^,  x) .  dSq  —  Up  .  cos  (n^,  x)  .  dSp. 
p 

In  dieser  Formel  befindeD  sich  links  unter  dem  Integrale 
sammtliche  Flächenelemente  dx  dy^  aus  welchen  der  von  uns  be- 
trachtete Streifen  besteht,  während  sich  rechts  die  beiden  Linien- 
elemente dsp^  dSq  vorfinden,  von  welchen  der  Streifen  an  seinen 
beiden  Enden  begrenzt  wird.  Denkt  man  sich  daher  das  ganze 
FJächenstück  a  in  lauter  solche  Streifen  zerlegt,  und  die  Glei- 
chung (2)  successive  für  jeden  einzelnen  Streifen  aufgestellt;  so 
wird  die  Addition  aller  dieser  Gleichungen  eine  Formel  liefern, 
in  welcher  links  sammtliche  Elemente  dx  dy  vorkommen,  aus 
welchen  die  Fläche  a  besteht,  und  in  welcher  rechts  alle  Linien- 
elemente ds  vorkommen,  aus  welchen  der  Rand  von  a  zusam- 
mengesetzt ist.     Jene  Addition  vnrd  nämlich  die  Formel  liefern: 

(3)  I   I  ^—  dx  dy  =  —  I  U,cos  («,  x) .  ds, 

in  welcher  das  Doppelintegral  links  über  die  ganze  Fläche  von  a, 
das  einfache  Integral  rechts  über  den  ganzen  Rand  von  a  aus- 
gedehnt ist. 

Wir  hatten  die  ursprünglich  gegebene  ElementarOäche  @  durch 
irgend  welche  Linien  in  ein  gewisses  System  von  Flächenstücken 
zerlegt.  Auf  irgend  eines  unter  diesen  Flächenstücken  a  bezieht 
sieb  die  Gleichung  (3).  Wir  können  demnach  diese  Gleichung 
der  Reihe  nach  für  alle  jene  Flächenstücke  a  aufstellen,  und 
erballen  dann  eben  so  viele  solcher  Gleichungen,  als  Flächen- 
stäcke  a  vorhanden  sind.  Die  Addition  aller  dieser  Gleichungen 
wird  eine  Formel  liefern,  in  welcher  links  alle  Flächenelemente 
<^(^y  vorkommen,  aus  welchen  die  ganze  Elementarfläche  @  be- 
s^ebt,  und  in  welcher  rechts  einerseits  die  Linieneiemente  ds, 
3«8  welchen  der  Rand  von  @  besteht,  andererseits  aber  auch 
diejenigen  Linienelemente  ds  vorkommen,  aus  welchen  die  zur 
Zerlegung  von®  in  Anwendung  gebrachten  Linien  be- 
stehen. Von  den  erstgenannten  Elementen  ds  wurd  jedes  -  nur 
einmal,  von  den  letztgenannten  hingegen,  wie  man  leicht  er- 
kcönt,  jedes  zweimal  vorkommen.  Irgend  eines  von  diesen 
letztern  —  es  mag  da  heissen  —  wird  nämlich  immer  auf  der 
Frenze  von  zwei  Flächenstücken  a  liegen;  sie  mögen  a^  und  a2 
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genannt  werden.  Die  mit  ßezug  auf  aj  gebildete  Gleichung  (S) 
wird,  was  ihre  rechte  Seite  anbelangt,   ein  Glied  von  der  Form 

(4)  —  U .  cos  (v^,  x) .  c?<y, 

und  die  mit  Bezug  auf  (x^  gebildete  ein  Glied  von  der  Form 

(5)  —  U ,  cos  (vj  >,  x)  .d(S 

enthalten,  wo  V  den  Werth  der  gegebenen  Function  im  Elemente  da 
bezeichnet,  und  wo  v^  und  v^  beide  senkrecht  gegen  de  stehen. 
Vi  aber  die  innere  Normale  von  a^  und  v^  die  innere  Normale 
von  <X2  vorstellt.  Es  sind  demnach  v^  und  v^  von  entgegenge- 
setzter Richtung,  mithin 

cos  (vj,  x)  +  cos  (v2,  x)  =  0; 
also  auch  die  Summe  der  beiden  eben  genannten  Glieder  (4)  und 

(5)  gleich  Null.  Wenn  wir  demnach  die  den  einzelnen  Flächen- 
stucken a  zugehörigen  Gleichungen  (3)  addiren,  so  werden  sich 
dabei  auf  der  rechten  Seite  alle  diejenigen  Integrale  fortheben, 
welche  den  Elementen  da  entsprechen,  d  h.  alle  diejenigen,  welche 
sich  auf  die  zur  Zerlegung  von  (g  in  Anwendung  gebrachten  Linien 
beziehen.  Und  es  wird  demnach  jene  Addition  folgendes  Resul- 
tat liefern: 

(6)  I    I  -^  dx  dy  =  —  I  U  .cos  (n^  x) ,  ds;  - 

wo  sich  das  Doppelintegral  links  auf  die  Fläche,  und  das  ein- 
fache Integral  rer^hts  auf  den  Rand  von  (g  bezieht. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  wird  sich  offenbar  auch  nachweisen 
lassen,  dass 

(7)  fj^  dx  dy  =  ^Ju cos  {n,  y) .  ds 

ist. 

Diese  Formeln  (6)  und  (7)  lassen  sich  übrigens  noch  in  einer 
etwas  anderen  Gestalt  darstellen.  Es  sei  n  die  irgendwo  auf  dem 
Rande  von  6  errichtete  innere  Normale,  ferner  seien  x^  y  die 
Coordinaten  desjenigen  Punctes, '  in  welchem  diese  Normale  er- 
richtet ist,  und  dx^  dy  die  Zuwüchse,  welche  die  Coordinaten 
jenes  Punctes  erhalten  würden ,  falls  man  denselben  in  der  Rich- 
tung von  n  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  dn  fortrücket!  Hesse. 
Alsdann  ist  (vergl.  den  Satz  Seite  52): 

dx=:  dn.  cos  (n,  x),    dy  =  dn  .  cos  («,  y),. 
mithin 
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cos  (w,  x)  =  ~,       cos  (n,  y)  =  ^. 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Formela  (6)  und  (7) ,  so  ge- 
winnen dieselben  folgendes  Aussehen: 

(6a.)  ff^ä.äy  =  -fuf^äs, 

Pa.)  Jß^ä.äy  =  -Jü%äs. 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Satz: 

Ist  eine  Function  U=  V{x^  y)  auf  einer  beliebig  gegebenen 
Elementarfläche  @  überall  eindeutig  und  stetig  ^  so  können  die  beiden 
über  den  Flächeninhalt  von  (5  ausgedehnten  Integrale 


jpii^^y^  jyif'^^rfy 


immer  in  Integrale  umgewandelt  werden,  welche  sich  nicht  auf  die 
Fläche,  sondern  auf  den  Rand  von  6  beziehen.  Es  gelten  näm- 
lich alsdann  folgende  Formeln: 

ff^dxdy  =  —  /V  cos  (;i,  x).ds  =  —  Cv^  ds, 
ff^  dxdy=  -"  Cucos  («,  y).ds  =  -'  Cü  ^  ds, 

Bier  sind  die  einfachen  Integrale  über  alle  Linienelemente  ds,  aus 
welchen  die  Randcurve  von  @  besteht,  hinerstreckt  zu  denken; 
gleichzeitig  ist  unter  n  die  auf  ds  errichtete  innere  Normale  zu 
verstehen. 

Wir  wollen  nun  gegenwärtig  zwei  von  x,  y  abhängende 
Functionen  F=  V{x,y)  und  W=  W{x,y)  betrachten,  dies.- 
inal  aber  annehmen,  dass  innerhalb  der  gegebenen  Elementar- 
fläche 6  nicht  nur  jene  Functionen  selber,  sondern  ebenso  auch 

ihre  Differentialquotienten  X—,  ^— ,  -ö— ,  ^—  überall   eindeutig 


Wöd  stetig  sind. 

Gleiches  wird  dann  offenbar  auch  von  den  aus 

'^'    dx^    dy^ 

-^,  -ö—  zusammengesetzten  Ausdrücken; 

;.=;||:-^|r, 

"==^1?--^ 

Selten.   Demgemäss  werden  wir  die  in  dem  vorhergehenden  Satz 
aufgestellten  Formeln 
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auf  diese  Ausdrucke  U^ ,  U2  und  auf  die  gegebene  Eleinentarfläche 
(S  sofort  in  Anwendung  bringen  können.  Nehmen  wir  in  (1)  Z/j 
statt  U^  und  in  (2)  C/j  statt  U^  so  erhalten  wir: 

")  J'JW-  -©■"*=-/(^.^-  -g)  s  *. 

Die  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  liefert,  wenn  wir  zur 
Abkürzung 

^—  -4-  — ■   y/I^ 

setzen,  und  wenn  wir  ausserdem  beachten,  dass  ^ 

dV  dx    ,    dr  dy dV 

dx  dn  '  dy  dn  dn  ' 
dWdx^  dWdy  __  dfV 
dx    dn  dy  dn  dn 

ist,  folgende  Formel: 

fßvJW-  WJV)dxdy==-j\v'-^-  w'-^)äs. 

Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Sind  V  =  V  fx,  yj  und  fF  =  W  (x^  y)  innerhalb  einer 
beliebig  gegebenen  Elementarfläche  @  überall  eindeutig  und  stetig^ 
und  gilt  Gleiches  auch  von  ihren  ersten  partiellen  Ableitungen 

dV      dV      dfV       dW 
dx*     dy'      dx  *      dy  ' 

so  ist  jederzeit 

Unter  JF^  dW  sind  hier  folgende  Ausdrücke  zu  verstehen: 

Femer  soll  ds  irgend  ein  zum  Rande  von  @  gehöriges  Linienele- 
ment, und  n  die  auf  ds  errichtete  innere  Normale  vorstellen.   Was 
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endlich  die  Integrationen  anbelangt^  so  bezieht  sich  das  Doppel- 
Integrtd  links  auf  alle  zu  @  gehörigen  Flächenelemente  dxdy,  und 
das  einfache  Integral  rechts  auf  alle  zum  Rande  von  @  gehörigen 
Linienelemente  ds. 

Die  Voraussetzungen ,  welche  für  die  Gültigkeit  dieses  Satzes 
nothwendig  sind,  werden  nun  offenbar  erfüllt,  wenn  man  für  V 
irgend  eine  Constante  nimmt,  z.  B.  V  =  1  setzt.  Dadurch  er- 
giebt  sich  folgender  Zusatz: 

Ist    W  =    W  (x^  y)    eine    Function^    welche^    ebenso    tvie 

-^ —  und  -^,  innerhalb  einer  Elementarfläche  6  eindeutig  und 
stetig  ist^  so  wird  jederzeit 

sein^  wo  sich  das  Integral  links  auf  die  Fläche^  das  rechts  auf 
den  Rand  von  @  bezieht. 

Sind,  wie  \i1r  hier  vorausgesetzt  haben,  W^  -^,  -— -  inner- 
halb @  überall  eindeutig  und  stetig,  so  wird  Gleiches  auch  der 
Fall  sein  bei  den  Werthen  der  drei  Producte: 

W.W,      W.^,      W.^' 
ex  ^  dy 

dW     dW 
Oder  mit  andern  Worten :  sind   W,  -^— ,    -^—  innerhalb  ^  allent- 

ox  ^     dy 

halben   eindeutig  und  stetig,    so  wird  Gleiches  auch  stattflnden 

d(W*)      d(W^) 
bei    W^,  -^ — ^ ,    ~\ —  •    Die  in  unserm  letzten  Satz  aufgestellte 

Formel  whrd  daher  auch  dann  gelten,  wenn  man  daselbst  W^ 
stall   W  nimmt.     Nun  ist: 

mithin: 
ferner: 

dn  dn 

Demnach  ergiebt  sich  Folgendes: 
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Ist  W  =  W  (x^  y)  eine  Function^  welche^  ebenso  wie 
-ö—  und  -^,  innerhalb  einer  Elementarfläche  6  eindeutig  und 
stetig  ist^  so  gilt  die  Formel: 

wo   5ICÄ  das  Integral  links  auf  die  Fläche ,    das  rechts  auf  den 
Rand  von  (5  bezieht. 


Vierter  Abschnitt,    üeber  Integrale ,  welche  längs  einer  Corvo 
hinerstreckt  sind. 

Bezeichnet  U  =^  U  (x)  eine  Function ,  die  nur  von  einem 
einzigen  Argumente  x  abhängt,  so  versteht  man  bekanntlich  un- 
ter dem  Integral  /  Udx  eine  Summe  unendlich  kleiner  Glieder 
von  folgender  Form: 

(1)  /  Udx  =  {x^  —  x^)  ü(x^)  +  [x^  —  x^)  U[x^  + , 

wo  iCi,  ^^2,  0:3  . .  . .  eine  Reihe  von  Werthen  vorstellen,  welche 
hinsichtlich  ihrer  Grösse  dicht  auf  einander  folgen,  und  in  ihrer 
Gesammtheit  das  ganze  Intervall  erfüllen,  über  welches  die  Inte- 
gration ausgedehnt  werden  soll. 

Hat  'man  es  mit  einer  Function  U  =  ü  {x,  y)  zu  thun,  welche 
von  zwei  Argumenten  x  und  y  abhängt,   so  wird  das  Integral 

fudx,  je  nach  den  gerade  vorliegenden  näheren  Festsetzungen, 

verschiedene  Bedeutungen  besitzen  können. 

Soll  z.  B.  y  bei  Ausführung  jener  Integration  als  constant 
betrachtet  werden,  so  wird  dieses  Integral  eine  mit  (1)  analoge 
Bedeutung  haben;  d.  h.  es  wird  alsdann 

(2)  /  Udx  ==  [x^  —  x^) .  U  {x^,  y)  +  [x^  —  x^  .  U  {x^,  y).  + 

sein.  Die  hier  in  den  einzelnen  Gliedern  der  rechten  Seite  vor- 
kommenden Factoren  U  (x^,  y),  U  {x2,  y),  . . , .  werden  nämlich 
in  diesem  Falle  säramtlich  ein  und  dasselbe  y  enthalten ,  und  nur 
durch  verschiedene  Werthe  von  x  von  einander  verschieden  sein.. 
Soll  hingegen  y  bei  Ausführung  der  Integration  als  variabel 
betrachtet  werden,  so  werden  jene  Factoren  U'{xj  y)  sich  nicbl 
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allein  durch  verschiedene  Wertbe  des  Argumentes  x^  sondern 
gleichzeitig  auch  durch  verschiedene  Werthe  des  Argumentes  y 
von  einander  unterscheiden.  Die  Art  und  Weise,  in  welcher  y 
von  einem  Gliede  zum  andern  hin  variirt,  kann  sehr  verschieden 
sein;  und  es  wird  daher  das  Inlegral.  wenn  y  als  variabel  ange 
sehen  werden  soll,  nur  dann  einen  bestimmten  Sinn  haben,  wenn 
zwischen  y  und  x  irgend  eine  Relation  festgesetzt  ist,  aus  der 
man  erkennen  kann,  in  welcher  Weise  y  sich  ändern  soll,  wah- 
rend X  die  auf  einander  folgenden  Werthe  «Tj,  otj,  x.^  .... 
durchläuft. 

Nehmen  wir  an,  eine  solche  Relation  wäre  wirklich  festge- 
setzt —  sie  mag  mit  ^  (ar,  y)  =  0  bezeichnet  werden  — ,  und 
yi>  y^i-i  yz  ••••  ^äre  diejenige  Werlhreilie,  welche  dieser  Rela- 
tion zufolge  mit  der  Werthreihe  Xj,  x.^,  x.^  ....  correspondirt. 
Dann  wird  das  in  Rede  stehende  Integral  folgende  Redeutnng 
haben : 

(3)      /  Udx  =  {x2  —  Xi) .  üixi,  y,)  +  {x^  —  x.^)  .  U  {x^,  yj)  +  •  •  •  • 

Man  kann  sich  übrigens  von  den  verschiedenen  Redeulungen, 
welche  ein  solches  Integral  je  nach  der  gerade  zwischen  a-  und  y 
festgesetzten  Relation  besitzen  wird,  ein  anschauliches  Rild  ver- 
schaffen, wenn  man  gewisse  geometrische  Vorstellungen  zu  Hülfe 
nimmt. 

Denkt  man  sich  nämlich  x  und  y  als  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  eines  Punctes  in  der  llorizontalebene,  so  bezieht  sich 
—  kann  man  sagen  —  sowohl  die  Integration  in  (2),  als  auch 
die  in  (3)  auf  eine  gewisse  Reihe  von  Pnncten.  Dei  (2) 
besitzen  diese  Puncte  die  Coordinaten: 

^1,  y      ^1,  y      ^3»  y  — 

bei  (3)  hingegen  die  Coordinaten: 

^1 1  y\     ^2t  y'i     ^3 »  ^3  •  •  •  • 

'Während  also  bei  (2)  alle  Puncte  dasselbe  y  haben,  mithin  auf 
^^Der  zur  o:  Achse  parallelen  geraden  Linie  liegen;  befinden 
sich  die  bei  (3)  auftretenden  Puncte  auf  irgend  welcher  krum- 
löen  Linie,  auf  irgend  welcher  Curve.  Die  Gleichung  dieser 
^^Tt  lässt  sich  sofort  angeben.  Ist  nämlich,  wie  wir  bei  (3) 
voraussetzten,  (p  [x,  y)  =  0  die  zwischen  x  und  y  festgesetzte 
**elation,  so  wird  jedes  der  Werthenpaare  a:,,  y^ ;  X2^  ^2»  ^3^  ^3»  •  •  •  • 


64  Zweite  Vorlesung. 

dieser  Relation  Genüge  leisten';  mithin  wird  g>  (o:,  ^)  =  0  die 
Gleichung  derjenigen  Curve  sein,  auf  welcher  sich  die  bei  (3) 
auftretenden  Puncte  befinden. 

Diejenige    Curve,     welche    bei    Ausfährung    des    Integrales 

I  üdx  in  jedem  gegebenen  Fall  als  Richtschnur  dienen  soll,  mag 

die  Integrationscurve  oder  die  Bahn  des  Integrales  ge- 
nannt werden.  Die  Gleichung  dieser  Bahn  ist  bei  (2)  durch 
y  =  const.,  bei  (ä)  hingegen  durch  q)  (ar,  y)  =  0  dargestellt.  Dem- 
gemäss  werden  wir  sagen  können:  Das  Integral  in  (2)  ist  hin  er- 
streckt über  die  Curve  y  =  const.,  das  in  (3)  hingegen  hin- 
ers treckt  über  die  Curve  q)  (a:,  y)  =  0. 

Soll  also  (Fig.  12)  das  Integral  über  irgend  welche  gegebene 
Fiff  1^  Curve  AB  hinerstreckt  werden,  so  wird, 

B  wie  man  aus  (3)  erkennt,  der  Werth  des 
Integrales  folgender  sein: 

(4)     I  Udbc  =  {x2  —  oc^)  Ui  +  {x^  —  x^  TJ^ 

WO  1,  2,  3,  4 Puncte  sind,  welche 

auf  der  gegebenen  Curve,  von  A  bis  B  hin, 
auf  einander  folgen,  und  wo  ferner  x^^  x^,  x^,  Xj^  ....  und 
^n  ^2»  ^3'  ^4  ••••  diejenigen  Werthe  bezeichnen,  welche  x 
und  U  in  jenen  Puncten  besitzen. 

Eine    ganz   analoge    Bedeutung    wird    offenbar   das  Integral 

f  Udy  besitzen.  Wir  wollen  aber  sogleich  zu  einer  allgemei- 
neren   Betrachtung,    nämlich    zur    Betrachtung    des    Integrales 

I  UdV  übergehen,  wo  U==i  U  {x,  y)  und  F=  V  [x^  y)  irgend 
welche  von  x  und  y  abhängende  Functionen  sein  sollen.  Denkt 
man  sich  dieses  Integral  j  UdV  wiederum  (Fig.  12)  über  eine  be- 
liebig gegebene  Curve  AB  hinerstreckt,  so  wird  sein  Werth  dem 
in  (4)  angegebenem  völlig  analog  sein,  nämlich  dargestellt  werden 
durch  folgende  Formel: 

(5)  j  UdV^  (V,-  V,)  U,+  {V,^  F,)l/2+  (^4  -  V,)  U,  +  .... 
wo  U^,  [/j,   2/3,  ...  und   F^,    ^2,   F3  ...  die  Werthe  vorstellen, 
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welche  die  Funclionen    V  und   V  in  den   Piincten   1,  2,  3  ... 
besitzen. 

Das  erste  Glied  in  dieser  Formel  lautet: 
(Fj-  F.)  U, 
und  bezieht  sich  auf  das  erste  Element  der  gegebenen  Curve  AB^ 
nämlich  auf  das  Element  12.  Die  beiden  Puncte  1  und  2  liegen 
einander  unendlich  nahe,  das  Element  12  ist  also  unendlich  klein. 
Demnach  wird  es  gleichgültig  sein,  ob  man  in  diesem  Gllede 
denjenigen  Werth  von  ü  nimmt,  welchen  V  im  Puncte  1  besitzt, 
oder  ob  mau  statt  dessen  denjenigen  Werth  nimmt,  welchen  U 
in  irgend  welchem  andern  Puncte  des  Elementes  12  besitzt.  Be- 
zeichnet man  daher  einen  beliebigen  Punct  dieses  Elementes 
mit  ö,  und  den  Werth  von  U  in  diesem  Puncte  mit  Va,  so  kann 
man  das  erste  Glied  ersetzen  durch 

Aehnhches  gilt  für  alle  folgenden  Glieder.     Also  (Fig.  12): 
Sind  ü  =^  U  fx,  y)  und   V  =  V  (x^  y)  irgend  zwei  gegebene 
Functionen^    so   hat  das  über  irgend  eine  Curve  AB  hinerstreckte 

Integral  1  üdV  folgende  Bedeutung: 

Jüdv  =  (F,—  V,) Ua  +  (Tg-  F2)  ü,  +  iv,—  jg  r.  +  . . . . 

Hier  sind  1,  2,  3,  4....  Puncte,  welche  längs  der  gegebenen 
Curve,  von  A  nach  B  hin,  dicht  gedrängt  auf  einander  folgen ;  und 
«)  6,  c  . . .  .  Puncte,  von  welchen  der  erste  eine  beliebige  Lage 
^mchen  1  und  2,  der  zweite  eine  beliebige  Lage  zwischen  2  und 
^)  der  dritte  zwischen  3  und  4  hat,  u,  s.  w. 

Will  man  das  Integral  /  r/^  J r  über  dieselbe  Curve  AB, 

welche  wir  bis  jetzt  betrachtet  haben,  gegenwärtig  aber  in  der 
^ötgegengesetzten  Richtung,  nämlich  von  B  nach  A  hin 
fortführen,  so  werden  (Fig.  12)  die  mit  12,  23,  34  bezeichneten 
Curvenelemente,  d.  i.  diejenigen  Elemente,  welche  vorhin  die 
ersten  waren,  gegenwärtig  die  letzten  sein.  Demnach  ergiebt 
für  das  in  der  Richtung  von  B  nach  A  hinerstreckte  Integral 

'  ^dV  ein  Werth,  welcher,  falls  wir  niu*  seine  allerletzten  Glieder 
andeuten,  so  lautet: 

Neumann,  Abel'schc  Integrale.  5 


/« 
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also  ein  Werth,  welcher  dem  früheren  Werthe  gerade  entgegen- 
gesetzt isl.  Bezeichnen  wir  also  das  über  die  Curve  AB  hiner- 
streckte Integral  1  üd  F,  je  nachdem  dasselbe  von  A  nach  B  hin, 

oder  von  B  nach  A  hin  fortgeführt  werden  soll,  mit  1  UdV  oder 

mit  I  UdV,  so  haben  wir  folgenden  Satz: 

Sind  11^=  U  {x,  y)  und  f  =  V  {x,  y)  irgend  zwei  gegebene 
Functio7ien,  so  haben  die  über  irgend  eine  Curve  AB  hinerstreck- 
ten Integrale 

ß  ^ 

lUdV    und     jüdV 

immer  entgegengesetzte  Werthe,  nämlich  Werthe,  deren  Summe 
Null  ist.     Gleiches   gilt    also   auch   bei  Integralen   von    der   Form 

I  üdx    oder     j  Udy. 

Ganz  anders  verhält  es  sich  bei  Integralen  von   der  Form 

I  üds.     Soll  nämlich  ein  solches  Integral  über  alle  Elemente  ds 

einer  gegebenen  Curve  hinerstreckt  werden,  so  ist  wohl  zu  be- 
achten, dass  die  Elemente  ds  sämmtlich  positive  Bedeutungen 
besitzen,  denn  ds  ist  die  Entfernung  zweier  längs  der  Curve 
hin  auf  einander  folgender  Puncte,  also  eine  Grösse,  die  ihrer 
Bedeutung  nach  Jederzeit  positiv  ist.     Demnach  ist  es  auch 

für  den  Werth   des  hiiegrah  1  u^s  vollkommen  gleichgültig,   ob 

man  dasselbe  längs  einer  gegebenen  Curve  AB  von  A  nach  B 
hin,  oder  von  B  nach  A  liin  erstreckt.     Beide  Integrale,  sowohl 

i?  A 

das  Integral  I  Uds,   als  auch  das  Integral  /  üds   werden   ein   und 

A  .         Jf 

denselben  Werth  besitzen ,  nämlich  dargestellt  sein  durch  folgende 
Formel : 

^  i 

I  üds  =  iuds=  VadSa  +  UidSb  +  .  . .  Urds,., 
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wo  dsay  ds^^  ...  dsr  die  auf  einander  folgenden  Elemente  der 
Curve  AB  vorstellen,  und  wo  27^,  C/^,  ...  Ur  diejenigen  Werthe 
bezeichnen ,  welche  die  gegebene  Function  1/  =  U  {x,  y)  in  diesen 
Elementen  besitzt. 

Fänfter  Absehnitt.    Das  Integ^  eines  vollständigen  Differen- 
tials längs  einer  in  sich  zurücklaufenden  Cnrve  hin  wird  nicht 
immer,  sondern  nur  nnter  gewissen  Umstanden  gleich 
Null  sein. 

Es  sei  (S  eine  beliebig  gegebene  Elementarfläche,  also  eine 
Fläche,  welche  nur  eine  Randcurve  besitzt. 

Die  X  Achse  und  die  y  Achse  des  Coordinatensystems  können 
angesehen  werden  als  die  beiden  Schenkel  eines  rechtenWin- 
kels  [x^  y).    Wir  denken  uns  nun  auf  der  Horizontalebene  noch 
einen  zweiten,  und  zwar  beweglichen  rechten  Winkel  (sj  h). 
Dieser  mag  zu  Anfang  eine  Lage  haben,  bei  welcher  sich  seine 
Schenkel  mit  denen  des  festen  Winkels  {x^  y)  genau  decken.  Und 
zwar  mag  unter  s  derjenige  Schenkel  verstanden  werden,  welcher 
während  dieser  Anfangslage  mit  der  x  Achse,  und  unter  n  der- 
jenige,  welcher   während   jener  Lage   mit  der  y  Achse  zusam- 
menfällt 

Durch  Drehung  und  Verschiebung  auf  der  Horizontalebene 
bringen  wir  nun  den  beweglichen  Winkel  (5,  n)  in  eine  solche 
l'dge,  dass  sein  Scheitelpunct  auf  irgend  einen  im  Rande  der  ge- 
gebenen Fläche  6  liegenden  Punct  a  fällt,  und  dass  gleichzeitig 
8«in  Schenkel  n  mit  der  in  a  errichteten  inneren  Normale  jener 
Fläche  zusammenfällt;  sein  anderer  Schenkel  s  wird  alsdann  von 
selber  die  Richtung  der  in  a  an  den  Rand  von  6  gelegten  Tangente 
annehmen  (Fig.  13).  Lassen  wir  den  Scheitelpunct  des  Winkels  (5,  n) 
anf  dem  Rande  der  Fläche  weiter  und  weiter  fortrücken,  und 
lassen  wir,'  während  solches  geschieht,  den  Winkel  sich  der  Art 
"fehen,  dass  der  Schenkel  5  beständig  Tangente  bleibt,  so  wird 
gleichzeitig  der  andere  Schenkel  n  beständig  die  Richtung  der 
inneren  Normale  angeben. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Neigungen  näher  zu  unter- 
suchen, welche  die  Schenkel  s  und  w,  während  der  hier  ange- 
noannenen  Bewegung,  in  jedem  Augenblick  zur  x  und  y  Achse 
haben.    Bei    dieser   Untersuchung   wird    es    offenbar    vollständig 

5* 
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gleichgültig  sein,  ob  Wir  dabei  den  mit  seinem  Scheitelpunct  au 
dem  Rande  von  @  fortrückenden  rechten  Winkel  (5,  n)  selber 
in  Betracht  ziehen,  oder  ob  wir  dabei,  an  Stelle  jenes  Winkels, 
einen  andern  rechten  Winkel  (5,  N)  betrachten,  dessen  Scheitel- 
punct beständig  im  Anfangspunct  des  Coordinatensystems  bleibt, 
und  dessen  Schenkel  denen  des  Winkels  (5,  n)  beständig  parallel 
bleiben.  Was  nun  aber  den  rechten  Winkel  {S^  N)  anbelangt, 
so  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Neigung  von  S  gegen  x  beständig 
ebenso  gross  sein  wird,  als  die  von  N  gegen  y;  ferner,  wenn 
man  die  zu  x  entgegengesetzte  Richtung  mit  x'  bezeichnet,  dass 
die  Neigung  von  S  gegen  y  jederzeit  ebenso  gross  sein  wird,  als 
die  von  N  gegen  x\  Wir  haben  demnach  folgende  Gleichungen 
(Fig.  13): 

Fig.  13. 


x-< 


^^ 


{S,x)  =  (N,y), 
{S,  y)  =  (iV,  x'), 
oder  was  dasselbe  ist: 

{S,x)  =  {N,y), 
[S,  y)  =  180«  -  (iV,  x). 
Genau  dieselben  Relationen  werden  daher  auch  für  die  Schenkel 
des  Winkel  (5,  n)  stattfinden.    Somit  ergiebt  sich,  wenn  man  die 

Cosinus  bildet: 

{cos  (5,  x)  =  cos  (w,  ?/), 
cos  [s^  y)  :=  —  cos  (w,  x). 

Es  seien  nun  ü  =  U  [x^  y)  und  F  =  F  [x^  y)  zwei  beliebig 
gegebene,  von  x  und  y  abhängende  Functionen,  welche  innerhalb 
der  Elementarfläche  (S  allenthalben  eindeutig  und  stetig  sind. 
Es  soll  das  über  den  Rand  von  6  hinerstreckte  Integral 


(1) 


/< 


[Vdx  +   Vdy) 
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in  nähere  Untersuchung  gezogen  werden.  Sind  (Fig.  13)  a,  ß,  y,ö,e,,.. 
die  längs  jenes  Randes  auf  einander  folgenden  Puncle,  und 
^a,  ya,  üa,  Va\  oc^,  t/ß,  üß,  Vß\  ....  die  Werthc,  welche 
^»  y»  ^)  y  in  jenen  Puncten  besitzen,  so  werden  die  Bedeutungen 

der  Rand-Integrale  /  üdx  und  /  Vdy  dargestellt  sein  durch  fol- 
gende Summen: 


(2) 


!/  Vdx  =   Ua  [Xß  —  Xa)   +    Vß[Xy'-Xß)   + 
jvdy^  Vaiyß-ya)   +   Vß{y,--yß)  +  .... 


Bezeichnet  man   die  Entfernung  der  beiden  ersten  Puncte  a  und 
ß  von  einander  mit  ds^  so  ergiebt  sich  sofort: 

ix^ß  —  Xa  =  ds  .  cos  (5,  d?) , 
Vß—Va  =ds.  cos  (5,  y); 

also  mit  Rücksicht  auf  (1): 

.cos  (n,y), 


{OCß  —Xa-^ds.i 
yfi—ya  =  —  d 


(3) 

^" •'    —  —  ds  .cos  {n,  x}. 

Hieraus  aber  folgt,  dass  die  ersten  Glieder  der  in  (2)  angegebe- 
nen Summen  auch  so  dargestellt  werden  können: 

Ua  (Xß  —  Xa)  =  üa  .  dS  .  COS  (w,  y) , 

Va  [yß—  ya)  =  —    Va^dS.  COS  (w ,  x), 

wo  IIa  und  Va  diejenigen  Werthe  vorstellen,  welche  die  Func- 
tionen U  und  V  im  Puncte  or,  d.  i.  im  Anfangspuncte  des  Linien- 
elementes  ds  besitzen.  In  ganz  analoger  Weise  werden  sich  alle 
folgenden  Glieder  jener  beiden  Summen  umformen  lassen.  Somit 
ergiebt  sich  aus  (2) 


w 


il  Vdx  =  +    f  ü  cos  (n,  y) .  ds, 
I  Vdy  =  —  I  V  cos  (n,  x) .  ds. 


Die  hier  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Integrale  sind  über 
sämmtliche  zum  Rande  von  @  gehörigen  Linienelemente  ds  hin- 
erstreckt, und  lassen  sich,^  wenn  wir  beachten,  dass  U  und  F 
innerhalb  @  überall  eindeutig  und  stetig  sind,  durch  Anwen- 
dung eines  früher  (S.  59)  gefundenen  Satzes  leicht  in  gewisse 
Flächen  integrale  umwandeln.     Zufolge  jenes  Satzes  ist  nämlich 
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J  U  cos  (w,  y).dsz=:     jj  %  ^^^' 

I  V  cos  {n,  x)  ,ds  =  —  /  I  ^  dxdy^ 

wo  die  Doppelintegrale  über  alle  zu  (S  gehörigen  Flächenelemente 
dxdy  ausgedehnt  zu  denken  sind.     Somit  ergiebt  sich  aus  (4) 


(5) 


\j'ydy^+JJ%dxdy; 


und  hieraus  durch  Addition: 

(6)  ßüdx  +   Vdy)  =ff(^£  -  I)  ä.äy. 

Setzen  wir  nun  voraus,  dass 

Udx  +   Vdy 

ein  vollständiges  DifTerential  darstellt,  dass  mithin 

dl/  _dr 
dy  dx 

ist,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  schKessIich  in: 


(7) 


i[Vdx  +  Vdy)=0, 


Wir  gelangen  daher  zu  folgendem  Satz: 

Sind  ü  =  U  {x,  y)  und  V  =  V  {x^  y)  irgend  zwei  Functionen^ 
welche  innerhalb  einer  gegebenen  Elementarfläche  @  überall  ein- 
deutig und  stetig  sind,  und  ist  ferner  Udx  +  Vdy  ein  voll' 
ständiges  Differential,  so  ist  das  über  den  Rand  der  Fläche  @ 
hinerstreckte  Integral 


J{Udx+   Vdy) 
jederzeit  gleich  Null, 


ß' 


Dritte  Vorlesuug. 

Functionen  mit  einem  complexen  Argumente  in 
ihrer  Ausbreitung  auf  einer  Elementarlläche. 


Erster  Abschnitt    lieber  die  positive  XTmlaiifang  einer  Fläche 

oder  eines  Pnnctes,  und  über  die  Wahl  des  Coordinaten- 

systemes. 

Es  ist  nicht  ohne  Absicht  geschelien,  dass  wir  die  Ebene, 
über  welche  hin  die  Werthe  einer  gegebenen  Function  ausgebreitet 
wurden,  immer  als  horizontal  angesehen  haben.  Wir  können 
in  Folge  dessen  jetzt  unmittelbai' von  der  oberen  und  unteren 
Seite  dieser  Ebene  sprechen.  Und  die  Vortheile,  welche  hier- 
durch für  unsere  Ausdrucksweise  entspringen,  werden  schon  jetzt, 
namentlich  aber  später,  wenn  wir  zu  complicirteren  geometrischen 
Vorstellungen  übergehen,  nicht  ohne  Gewicht  sein. 

Es  sei  auf  der  Horizontalebene  irgend  ein  Flächenstück  % 
abgegrenzt.  Ein  Mensch,  welcher  auf  der  Horizontalebene  fort- 
schreitet, hat,  wenn  er  diese  Fläche  21  längs  ihres  Randes  hin 
umwandern  will,  die  Wahl  zwischen  zwei  einander  entgegenge- 
setzten Richtungen.  Je  nachdem  er  sich  für  die  eine  oder  die 
andere  entscheidet ,  wird  er  während  seiner  Wanderung  die  Fläche 
21  entweder  beständig  zu^  Linken,  oder  beständig  zur  Rechten 
haben.     Wir  setzen  Folgendes  fest: 

Definition.  Diejenige  Richtung^  in  welcher  man  am  Rande 
und  auf  der  oberen  Seite  einer  gegebenen  Fläche  fortgehen  mussy 
wenn  man  die  Fläche  selber  beständig  zur  Linken  haben  willy 
soll  die  positive  Richtung  ihres  Randes^  und  die  Wanderung, 
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welche   mau    alsdann   ausführt^    eine  positive  ümlaufung  der 
Fläche  genannt  werden. 

Ein  auf  der  Horizontalebene  befindlicher  Punct  kann  als  eine 
äusserst  kleine  Fläche,  z.  B.  als  eint*  sehr  kleine  Kreisfläche  an- 
gesehen werden.  Demgemäss  soll  unter  der  positiven  Üm- 
laufung eines  Punctes  diejenige  verstanden  werden,  bei  wel- 
cher jene  kleine  Fläche  in  positiver  Richtung  umlaufen  wird. 

Befindet  sich  ferner  auf  der  Horizontalebcne  eine  gerade 
Linie,  welche  mit  dem  einen  Endpuucte  auf  der  Ebene  befestigt 
ist,  und  welche,  auf  der  Ebene  fortgleitend,  um  jenen  festen 
Endpunct  rotirt,  so  soll  diese  Rotationsbewegung  eine  positive 
genannt  werden,  sobald  die  einzelnen  Puncte  der  Linie  um  jenen 
festen  Punct  in  positiver  Richtung  herumlaufen.  Hieran  schliesst 
sich  unmittelbar  eine  gewisse  Festsetzung,  die  wir  in  Betreff  des 
auf  der  Horizontalebene  anzunehmenden  Coordinatensystemes 
machen;  es  ist  folgende: 

Das  Coordinatensy Stern  soll  immer  der  Art  beschaffen  gedacht 
werden^  dass  die  x  Achse  einen  Winkel  von  90^  beschreiben  muss^ 
falls  sie  durch  eine  positive  Rotation  um  den  Anfangspunct  in  die 
Lage  der  y  Achse  gelangen  will. 

In  Fig.  14  z.  B.  sind  die  Linien  x^  y  zu  Coordinatenachsen 
zu  wählen,  denn  bei  diesen  beträgt  der  eben  genannte  Rotations- 
winkel in  der  That  90^.  Bei  den  Linien  x^  y  hingegen  betragt 
jener  Winkel  270^;  diese  letztern  dürfen  also  nicht  gewählt  werden- 
Wir  können  die  eben  gemachte  Festsetzung  übrigens  auch  so  aus- 
sprechen: 

Die  beiden  Achsen  des  Coorditiatensystemes  sollen  stets,  so.  zu 
einander  liegen^  dass  der  auf  der  oberen  Seite  der  Fläche 
Stehende  und  in  der  Richtung  der  x  Achse  Fortsehende  die  y  Achse 
zur  Linken  hat. 

Ganz  analog  ist  nun  auch  diejenige  Beziehung,  welche  -- 
zufolge  unserer  Definition  (Seite  71)  —  zwischen  der  positiven 
Randrichtung  einer,  gegebenen  Fläche  und  zwischen  der  auf  die- 
sem Rande  errichteten  inneren  Normale  stattfindet.  Denn  der 
auf  der  oberen  Seite  der  Fläche ,  an  ihrem  Rande  Stehende  und 
in  der  positiven  Richtung  dieses  Randes  Fortsehende  hat  ja 
ebenfalls  die  Fläche,   mithin  auch  die  im  Rande  errichtete  in- 
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Wir   liabeu  souiil  folgenden 


Fig.  U. 


y 


.-^x 


nere   Normale,  zur   linken    Hand. 
Satz  (Fig.  14): 

Stellt  bei  irgend  einer  Fläche  s 
die  positive  Richtung  des  Bandes^ 
und  n  die  auf  dem  Rande  errichtete 
innere  Normide  vor^  so  liegt  jeder- 
zeit s  zu  w,  wie  X  zu  y^  d.  h,  wie 
die  a:  Achse  zur  y  Achse, 

Die  in  Betreff  des  Coordinaten- 
systems  x^  y  gemachte  Festsetzung  0 
soll  sich  natürlich  auch  auf  jedes  an- 
dere Coordinatensystem  erstrecken, 
welches  etwa  gleichzeitig  neben  jenem 
in  der  Horizontalebene  angenommen 
wird.  Sind  z.  B.  zwei  Coordinaten- 
systeme  x^  y  und  J,  i;  vorhanden,  so  wird  J  zu  ry  stets  ebenso 
liegen  wie  x  zu  y, 

Haben  wir  es  also  in  der  llorizontalebene  gleichzeitig  mit 
zwei  Linien  ar,  y^  mit  zwei  Linien  |,  t]  und  mit  zwei  Linien  s^  n 
zu  Ihun,  so  werden  diese  drei  Linienpaare  als  drei  verschiedene 
Lagen  ein  und  desselben  auf  jener  Ebene  fortgleitenden  rechten 
Winkels  zu  betrachten  sein,  dessen  einer  Schenkel  während  jener 
drei  Lagen  der  Reihe  nach  mit  x,  |,  s,  und  dessen  anderer 
Schenkel  gleichzeitig  mit  y^  %  n  bezeichnet  ist. 

Ist  in  der  Horizontalebene  eine  Fläche  gegeben,  welche  meh- 
rere Randcurven  besitzt,  welche  z.  B.  (Fig.  15)  von  drei  Rand- 
curven,  einer  äusseren  und  zwei  inneren, 
begrenzt  ist,  so  wird  die  vollständige  Um- 
laufung  dieser  Fläche  darin  bestehen,  dass 
man  successive  die  erste,  dann  die  zweite, 
endlich  die  dritte  Curve  durchwandert. 
Was  die  positive  Umlaufung  der  Fläche 
anbelangt,  so  soll  die  vorhin  angegebene 
Definition  (S.  71)  auch  hier  in  Kraft  blei- 
ben. Die  Umlaufung  der  Fläche  (Fig.  15) 
wird  demnach  eine  positive  sein,  wenn  sie,  was  die  äussere 
Randcurve  anbelangt,  in  der  Richtung  a^  und  was  die  beiden 
Innern  anbelangt,  in  den  Richtungen  b  und  c  vor  sich  geht. 

Es  seien  ü  =  U  {x,  y)  und   F  =  V{x,  y)  u-gend  zwei  ge- 


Fig.  16. 
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gebene  Functionen,  ferner  sei  ?l  eine  beliebig  gegebene  Fläche 
(Fig.  15).  Die  im  Rande  von  ?l  liegenden  Puncte  mögen,  wie 
sie  in  der  positiven  Richtung  des  Randes  auf  einander  folgen, 
mit  1,  2,  3,  4,  .  .  .,  und  die  Werthe,  welche  U  und  Fin  diesen 
Puncten  besitzen,  mit  TJ^,  U^y  U^,  ^47  • .  •  und  V^  Fj,  F3,  F^,  .  . . 
bezeichnet  werden.  Das  über  den  ganzen  Rand  der  Fläche  3t 
hinerstreckte  Integral 


ß 


soll  alsdann  das  durch  positive  Umlaufung  der  Fläche  ^ 
resultirende  Integral  genannt,  und  kurzweg  mit 


/ 


üdF 


bezeichnet  werden.  Ist  die  Fläche  von  mehreren,  etwa  von 
n  Randcurven  begrenzt,  so  wird  dieses  Integral  aus  einer  Summe 
von  n  einzelnen  Integralen  bestehen.  So  wird  z.  R.  für  diejenige 
Fläche  31,  welche  durch  die  Fig.  15  dargestellt  ist,  dieses  Rand- 
Integral  folgenden  Werth  besitzen: 

jüdF  =  jüdV  +  j  üdV  +  I  üdV, 

^  a  b  c 

WO  die  drei  Integrale  rechts  über  die  drei  Randcurven  jener 
Fläche  hinerstreckt  sind,  und  zwar  hinerstreckt  sind  (Fig.  15)  in 
den  Richtungen  der  mit  a,  b,  c  bezeichneten  Pfeile. 

Ein  auf  der  Horizontalebene  gegebener  Punct  kann,  wie 
bereits  bemerkt,  angesehen  werden  als  eine  unendlich  kleine 
Fläche.     Demgemäss  soll  das  durch  positive  Umlaufung 

irgend  eines  Punctes  p  resultirende  Integral  j  üdF  iu 
Zukunft  kurzweg  mit 

fuäv 

p 
bezeichnet  werden. 

Man  wird  vielleicht  vermuthen,  ein  solches  Punct -Integral 
könne  an  und  für  sich  noch  keinen  bestimmten  Werth  haben, 
sondern  könne  eine  bestimmte  Redeutung  immer  erst  dann  erhal- 
ten, wenn  nicht  nur  der  Punct  selber,  sondern  auch  die  Curve, 
in  welcher  derselbe  umlaufen  werden  soll,  genau  angegeben  ist. 
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Jedoch  existiren,  wie  wir  im  Folgenden  sehen  werden,  viele  Fälle, 
in  welchen  der  Werth  eines  derartigen  Integrales,  auch  ohne 
nähere  Angabe  seiner  Integrationscurve,  bereits  voll- 
ständig bestimmt  ist. 


Zweiter  Abschnitt   Allgemeine  Eigenschaften  einer  jeden»  nicht 

von  X  und  y^  sondern  nur  von  dem  einen  Argomente  x  +  iy 

abhängenden  Function. 


Es  sei  t  =  j(/—  1,  und  f  w^  f  [x  +  iy)  irgend  eine  von 
X  +  iy  abhängende  Function,  —  völlig  gleichgültig,  ob  t  allein 
in  dem  Argumente  x  +  iy^  oder  ob  i  gleichzeitig  auch  noch 
in  den  in  f  vorkommenden  Constanten  enthalten  ist.  Eine 
solche  Function  f  wird  sich  durch  Sonderung  des  Reellen  und 
Imaginären  jederzeit  auf  die  Form 

f^ü+iV 
bringen  lassen,  wo  ü  und   V  reelle  Grössen  sind.     So  z.  ß.  ist 
die  Function 

{x  +  iyy 
'  2  +  3i 

gleich : 

4  +  9 

d.  i.   gleich: 

2  (a?«  -  y«)  +  6 j?y  4.xy  —  Z  (x«  -- y«) 

13  "*■  13 

in  diesem  Falle  also: 

y,  _  2  (5«  -  y«)  +  6j?y  _  4j?y  -  3  (a;«  — y«) 

^  —  13  »       '^    —  13 

Ferner  ist,  um  ein  anderes  Beispiel  anzuführen,  die  Function 

f=^m(x  +  iy) 
gleich: 

sin  X  .  cos  iy  +'  cos  x  .  sin  iy , 
d.  i.  gleich: 

sm  a: .  — -r —  +  1 .  cos  a; .  — , 

in  diesem  Falle  also: 

t;  c=5  sm  a:  .  — ^^ ,       r  =  cos  a: . 

Ist  demnach  irgend  eine  Function  /*  (a:  +  iy)  auf  die  Form 
U  ^  iV  gebracht,  so  werden  17  =  ü  (a:,  y)  und   F=  F  (a:,  y) 
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zwei  Fuiictionen  sein,  die  auf  irgend  welche  Weise  von  ^  und^ 
ahliangon,  und  deren  Wertlio  reell  sind.  Man  wird  daher,  ^as 
die  Werthe  einer  dieser  beiden  Functionen,  z.  B.  die  Werthe  von 
U  anbelangt,  die  frfdier  angegebene  Methode  in  Anwendung  brin- 
gen, diese  Werthe  nämlich  ausbreiten  können  auf  der  Hori- 
/ontalebene;  und  ebenso  andererseits  auch  die  von  F.  Denkt 
man  sich  gleichzeitig  beide  Functionen  auf  der  Horizonlalebene 
ausgebreitet,  so  werden  in  jedem  Puncte  x,  y  zwei  Perpendikel 
zu  denken  sein,  von  denen  das  eine  den  zugehörigen  Werth  von 
ü^  das  andere  den  von  r  reprasentirt.  Die  ursprunglich 
gegebene  Function  f  [x  +  iy)  wird  demnach,  was  ihren 
Werth  in  einem  einzelnen  Puncte  der  Horizonlalebene 
anbelangt,  dargestellt  sein  durch  ein  in  dem  Puncte 
errichtetes  Perpendikel-Paar,  und,  was  die  Gesammt- 
heil  ihrer  Werthe  anbelangt,  dargestellt  sein  durch 
ein  die  llorizontalebene  überdeckendes  Flachen-Paar. 

Soll  f[x  +  iy)  eindeutig  sein,  so  wird  dazu  offenbar  er- 
forderlich und  hinreichend  sein,  dass  V  und  V  eindeutige  Func- 
tionen sind.  Und  ebenso  wii'd  es  sich  auch  mit  der  Stetigkeit 
verhalten.  Soll  f  [x  +  iy)  stelig  sein,  so  ist  dazu  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  die  beiden  Functionen  t/und  V  stetig  sind. 

Es  ist,  was  die  von  dem  Argument  x  -f  iy  abhängenden 
Functionen  anbelangt,  wichtig,  auf  einige  sehr  einfache  Beziehungen 
aufmerksam  zu  machen,  die  jederzeit  zwischen  den  Dilferential- 
quolienten  einer  solchen  Function  statlHnden. 

Differeuzirl  man  die  Function  f  [x  -{-  iy)  nach  x  und  y,  so- 
dann nach  j\r  und  yy,  so  erhält  man: 


und  ferner 

2' 

\Z  =  r(-  +  'y^ 

l9^=-ri-+'«y 

Ans    l;  folg«: 

;;v 

^A  +i'l  =  0; 

<\r           ry 

und  aus  ,2  : 

i4) 
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Von  diesen  beiden  Formeln  (3)  und  (4)  ist  die  erstere  noch 
einer  wichtigen  Verallgemeinerung  fähig.  Wir  betrachten  zu  die- 
sem Zweck  irgend  welchen  Punct  p  auf  der  Horizontalebene,  des- 
sen Coordinaten  x  und  y  sein  mögen,  und  lassen  von  diesem 
Punct  zwei  Linien  s  und  n  in  vorläufig  ganz  beliebigen  Rich- 
tungen auslaufen.  Für  die  DifTerentlalquotienten  von  /'nach  die- 
sen beiden  Richtungen  ergeben  sich  alsdann  —  zufolge  eines 
früher  (S.  51)  gefundenen  Satzes  —  folgende  Werthe: 

df       df         t       \    xdf         ,      . 
_  =  _cos(a-,.)+^^-cos(y,.v), 

df         df  t        f         \     x     df  I         ^ 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  dass  die  beiden  Richtungen 
s  und  n  auf  einander  senkrecht 
stehen,  und  dass  (Flg.  16)  ^  zu  ;? 
ebenso  liegt  wie  die  Richtung  der 
a:  Achse  zu  der  der  y  Achse.  Als- 
dann   nehmen    die   für  4-  und  ^ 

d8  dn 

gefundenen  Werthe,  falls  wii*  den 
zwischen  s  und  x  liegenden  Winkel 
mit  OL  bezeichnen,  folgende  Gestalt  an : 


y 


Fig.  16. 


■V 


-^^ 


df         df                    ,     df             {n 
-j-  =  /-..  cos  a  +  T  .  cos  (  ^  ^ 
ds        dx                  '     dy            \^2 

-.), 

df        df            /'f     ,       \    .    df 
Tn'=dx''''K^+'')+dy' 

cos  a, 

d.  i. 

df                 df                ,    (f    . 

-,==          5^  cos  a  +  ,;    sin  er, 

d^                 dx              ^  ()y 

df                df     ,           .df 

-i^  =  —    /    sin  «  +  o    cos  a. 
dn         '      dx                '    dy 

Und   hieraus  ergiebt  sich  für  das  Aggregat 

ds    ^      dn 

sofort  folgender  Werth: 

d.  i. 

df   .    .df        {df    ,    .df\  , 

-v^)""". 

—  ?  sin  et); 

also  mit  Rackblirk  auf  (3): 

(■^)                         ^^  +  '.«  =  0. 
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Bezeichnen  wir  den  Wertli  der  Function  /",  wie  er  sich  durch 
Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären  ergiebl,  mit  ü  +  iV, 
und  selzen  wir  diesen  Werth  in  die  Formeln  (3),  (4),  (5)  ein,  so 
erhalten  wir: 

d{u+iV)  ,  .d(u+iv) _ ^ 

d(U+iV)    .       d([l+iV)  _  r. 
ds         '^  dn 

Und  hieraus  ergeben  sich  durch  Sonderung  des  Reellen  und  Ima- 
ginären sofort  folgende  Relationen: 

(^  \  ai^  _  aF     a^  ,  ^^  _  A 

^^^•^  dx  —  dy'     W  ^  ^^  ~    ' 

,.     ,  rf^  rfF        du     ,     dV         ^ 

(^«•)  ^  =  rf^'     d^T  +  d7-  =  ^- 

Wir  können  uns  in  Betreff  der  hier  erhaltenen  Formeln  (3), 
(4),  (5)  und  (3a.),  (4a.),  (5a.)  folgenderraassen  ausdrücken: 

Versieht  man  unier  f-=.f[x  +  iy)  irgend  welche  nicht  von 
X  und  y,  sondern  nur  von  dem  einen  Argumente  a;  +  ty  abhän- 
gende Function^  und  bezeichnet  man  den  Werth  dieser  Function^ 
wie  er  sich  durch  Sonderung  des  Beeilen  und  Imaginären  ergiebig 
mit  ^  +  t  F,  so  finden  jederzeit  folgende  Relationen  statt : 

(^  +  1^  =  0 

(I)  r^         ^^ 

\dx         dy  '      dy  dx  ' 

und  ebenso  auch  folgende: 

1^  +  ^  =  0 

)^  JL^—  C^       ?Zj.^_A 

Gleichzeitig  sind  die  Relationen  (LJ  einer  Verallgemeinerung 
fähig.  Versteht  man  nämlich  unter  s  und  n  irgend  zwei  von  einem 
beliebigen  Puncte  ausgehende^  auf  einander  senkrechte  Richtungen^ 
und  zwar  zwei  Richtungen  ^  von  welchen  s  zu  n  ebenso  liegt  ^  wie 
die  X  Achse  zur  y  Achse  ^  so  finden  jederzeit  folgende  mit  jenen 
Relationen  (IJ  völlig  analoge  Relationen  statt: 


ds   ^      dn 

=  0, 

dU          dV 
ds   ~     dn' 

dU 
dn 
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(10) 

^       '  \  j/r  jtT-  ATI  ffy 

'      ds 

Biese  Formeln  (IIL)  werden  z,B,  Jederzeit  dann  gelten,  wenn 
man  unter  s  die  positive  Randrichtung  einer  beliebig  gegebenen 
Fläche,  und  unter  n  die  auf  diesem  Rande  errichtete  innere  Nor- 
male versteht. 


Britter  Abschnitt.  Untersnchiing  einer  von  x  +  iy  abhängenden 

Function»   die   auf  einer   beliebig   gegebenen  Elementarfläohe 

überall    eindeutig   und    stetig   ist     Eeihenentwickelnog    einer 

solchen  Function  innerhalb  irgend  eines  auf  jener  Fläche 

abgegrenzten  Kreises. 

Es  sei  @  eine  beliebig  gegebene  Elementarfläche,  und 
f  =  f  (x  +  iy)  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function ,  welche 
auf  dieser  Fläche  (S  überall  eindeutig  und  stetig  ist.  Wir 
wollen  das  in  positiver  Richtung  um  den  Rand  von  @  herum  er- 
streckte Integral 

(1)  /=   lf{oi:  +  iy).d{x  +  iy) 


=/' 


untersuchen.  Bezeichnen  wir  den  Wertli  der  Function  f(x  +  iy), 
wie  er  bei  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären  sich  heraus- 
stellt, mit  U  +  iV,  so  können  wir  dieses  Integral  auch  so 
schreiben : 

(2)  /=   f(ü  +  iV).d{x  +  iy), 
oder,  was  dasselbe  ist,  auch  so: 

(3)  /  =  I {üdx  —  Vdy)  +  i  j {Vdx  +  üdy). 

Nun  ist  zufolge  des  letztbewiesenen  Satzes: 

du _^J^       dj^  _dU 

dy  dx  *      dy         dx 

Daraus  folgt,  dass  die  in  (3)  auftretenden  Ausdrucke 

Udx  —  Vdy     und      Vdx  +  Udy 
vollständige  Differentiale  sind.     Beachtet  man  dies,   und  be- 
achtet man  ausserdem,   dass  /*,  mithin  auch    U  und   V  —  der 
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gemachten  Voraussetzung  zufolge  —  innerhalb  der  Fläche  6  überall 
eindeutig  und  stetig  sind;  so  ergiebt  sich  durch  Anwendung 
eines  früher  (S.  70)  gefundenen  Satzes  sofort,  dass  die  in  (3)  auf- 
tretenden Integrale  beide  Null  sind.  Somit  erhalten  wir  schliesslich: 
(4)  /  =  0, 

mithin  folgenden  Satz: 

Ist  eine  Function  f  {x  +  iy)  auf  einer  gegebenen 
Elementarfläche  @  überall  eindeutig  und  stetig,  so 
ist  das  über  den  Rand  von '6  in  positiver  Richtung 
hinerstreckte  Integral 


ß 


^f{x  +  iy),d[x  +  iy) 

jederzeit  gleich  Null. 

Von  dem  in  negativer  Richtung  über  jenen  Rand 
hinerstrecklen  Integrale  gilt  natürlich  dasselbe;  denn 
da  das  Integral  bei  Voraussetzung  der  einen  Richtung 
Null  ist,  so  wird  es  bei  Annahme  der  enijigegengesetzten 
Richtung  ebenfalls  Null  sein. 

Es  sei  6  eine  Elementarfläche,  innerhalb  welcher  die  Func- 
tion/* (o;  +  iy)  den  Bedingungen  der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit 
nicht  Genüge  leistet.     In  diesem  Falle  wird  das  Rand-Integral 


=/n- 


+  iy)  .d[x  +  iy) 


keineswegs  Null  sein,  sondern  im  Allgemeinen  irgend  welchen 
andern  Werth  besitzen.  Wir  wollen  annehmen  (Fig.  17),  die  be- 
trachtete Elementarfläche  @  vermehre  sich,  durch 
eine  Erweiterung  ihrer  Randcurve,  um  irgend  wel- 
ches Flächenstück  ab  cd.  Diese  erweiterte  Ele- 
mentarfläche mag  mit  6',  und  das  über  ihren 
Rand  hinerstreckte  Integral  mit 


r  ^ffi. 


+  iy)  'd{x  +  iy) 

bezeichnet  werden. 

Unsere  Aufgabe  mag  nun  darin  bestehen,  diese  beiden  Inte- 
grale J  und  y'  mit  einander  zu  vergleichen;  dabei  aber  mag 
angenommen  werden,  dass  die  Function  f  (x  +  iy)  in- 
nerhalb des  Flächentheil  es  ((S'  —  (5),   d.  i.  innerhalb  des 
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neu  hinzugetreteneD   Flächentheiles  abcd,   überall  eindeutig 
und  stetig  ist. 

Die  Integrale  /  und  /'  sind,  wie  wir  voraussetzen,  über  den 
Rand  von  @  und  über  den  von  @'  in  positiver  Richtung  hin- 
erstreckt.    Durch  Subtraction  ergiebt  sich  daher: 
(1)  /'  —  /=:  [arfc]  —  [aftc], 

wo  für  den  Augenblick  unter   [adfc]  und   [abc]  zwei  über  die 
Currenstücke  ade  und  abc  hinerstreckle  Integrale 


ß 


}f{x  +  iy).d(x  +  iy) 

verstanden  werden  sollen.  Da  der  Werth  eines  solchen  Integrales, 
sobald  die  Richtung  der  Integration  gewechselt  wird,  in  sein 
Ge gentheil  umschlagt  (vgl.  S.  66),  mithin 

[abc]  =  —  [cba] 
ist,  so  können  wir  die  für  J'  —  J  erhaltene  Formel  auch  so  dar- 
stellen: 

(2)  jr'— jr=  [ade]  +  [cba]. 

Die  hier  vorhandene  rechte  Seile  ist  aber  nichts  anderes,  als 
das  über  den  Rand  von  (€'  —  (S)  hinerstreckte  Integral 


fr 


'/"(«  +  «y)  '  d(x  +  iy), 

und  ist  daher  zufolge  der  über  ((&'  —  6)  gemachten  Annahme, 
und  zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  gleich  Null.  Somit  er- 
giebt sich  schliesslich:  /'  —  /  s=  0,  oder 

(3)  r=/. 

Das  Integral 

f/(a:  +  iy)  .d{x  +  iy) 


ß 


besitzt  also,  mag  es  nun  über  den  Rand  von  (S,  oder  mag  es 
über  den  von  (S'  hinerstreckt  sein,  immer  ein  und  denselben 
Werth.  Lassen  wir  die  iu*sprünglich  gegebene  Fläche  @  nicht 
um  einen,  sondern  um  mehrere  Flächentheile  zunehmen,  oder 
auch  gleichzeitig  um  einige  Flächentheile  zunehmen,  und  um 
andere  abnehmen,  und  setzen  wir  voraus,  dass  die  Function 
f  {a:  +  iy)  innerhalb  jedes  solchen  Flächentheiles  eindeutig  und 
stetig  ist,  so  gelangen  vrir  zu  einem  allgemeineren  Ergebniss, 
welches,  wie  leicht  zu  übersehen,  folgendermassen  lautet: 

Zässt  man  eine  gegebene  Elementarfläche  ©  um  beliebige  Flächen- 

Neamann,  Abersche  Integrale.  @ 
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iheile  zu-  oder  abnehmen^  und  versteht  man  unier  f  {x  +  iy)  eine 
Function^  welche  innerhalb  der  hinzukommenden  oder  austretenden 
FlächentheUe  eindeutig  und  stetig  ist,  so  wird  das  Integral 


ß 


/'(^+  ^y)  '  d{x  +  iy), 

mag  man  es  nun  in  positiver  Richtung  über  den  ursprünglichen^ 
öder  mag  man  es,  ebenfalls  in  positiver  Richtung,  über  den  neuen 
Rand  der  Fläche  hinerstrecken,  immer  ein  und  denselben  Werth 
besitzen^ 

Es  sei  (S  eine  beliebig  gegebene  Elementarfläche.  Ferner 
seien  a,  ß  die  Coordinaten  eines  innerhalb  (S  liegenden  festen 
Punctes,  und  x,  y  die  Coordinaten  eines  ebenfalls  innerhalb  @: 
befindlichen  beweglichen  Punctes;  der  erstere  Punct  mag  kurz- 
weg mit  a  -\-  iß,  der  letztere  mit  x  +  iy  bezeichnet  werden. 

Der  Bruch 

(^)  (x  +  iy)-{a  +  if) 

besitzt  alsdann  einen  Werth,  welcher  unendlich  gross  wird,  so- 
bald der  bewegliche  Punct  x  +  iy  in  den  festen  Punct  a  +  iß 
hineinfallt,  welcher  aber  für  alle  anderen  Lagen  des  Punctes 
X  +  iy  endlich  und  stetig  bleibt. 

Es  sei  nun  f(x  +  iy)  irgend  welche  Function,  die  innerhalb 
der  gegebenen  Fläche  (S  überall  eindeutig  und  stetig  ist. 
Der  Bruch 
fo\  fi^  +  iy) 

^  ^  {oo  +  iy)  -  (a  +  iß) 

wird  dann  —  ebenso  wie  der  Bruch  (1)  —  innerhalb  6,  mit 
alleiniger  Ausnahme  des  Punctes  a  +  iß,  allenthalben  eindeutig 
und  stelig  sein.  Sondern  wir  daher  von  der  Fläche  (£  eine  kleine 
um  den  Punct  a  +  iß  beschriebene  Kreisfläche  f  ab,  so  wird  der 
Bruch  (2)  als  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  zu  bezeichnen 
sein,  welche  innerhalb  des  äbrig  bleibenden  Flächen- 
theiles(©  —  t)  durchweg  eindeutig  und  stetig  ist. 

Betrachten  wir  demnach  die  gegebene  Fläche  (£  als  eine  Er- 
weiterung der  Kreisfläche  {,  so  können  wir  auf  die  Function  (2) 
unmittelbar  den  vorhergehenden  Satz  in  Anwendung  bringen,  und 
gelangen  alsdann  zu  dem  Ergebniss,  dass  das  Integral 

n^  +  iy) 


I 


{x  +  iy)-(tt  +  iß) 


.d{a:  +  iy). 
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mag  es  nun  um  den  Rand  von  f,  oder  mag  es  um  den  von  Q 
10  positiver  Richtung  herumerstreckt  werden,  immer  ein  und 
denselben  Werth  besitzt.     Somit  erhalten  wir: 

fo)  rr{oo  +  iy)'d(x+iy)  _     rn^  +  iy)'  d{x  +  iy) 

^^  J     (^  +  ty)-Ca  +  «P)    ~J     {x  +  iy)^(a  +  iß)   ' 

t  e 

oder,  wenn  wir  zur  Unterscheidung  die  zum  Rande  von  (£  ge- 
hörigen Puncte  mit  x  +  iy,  die  zum  Rande  von  l  gehörigen  hin- 
gegen mit  l  +  tri  bezeichnen : 

^^         J    (£+li2) -(«  +  «<>)   ~J    (^  +  fy)-(«  +  ««  ' 

f  CP 

die  Integrationen  laufen  hier  um   den  Rand  von  !  und  um  den 
von  @  in  positiver  Richtung  herum. 

Bezeichnen  wir  den  vom  Puncte  a  -f  iß  nach  dem  Puncte 
^  +  tri  hinlaufenden  Kreisradius  mit  g,  und  den  Winkel,  unter 
welchem  dieser  Radius  gegen  die  x  Achse  geneigt  ist,  mit  d 
(Fig.  18),  so  wird: 

I  —  a  =i  Q  cos  ^ , 
ly  —  ß  =5  Q  sin  -^ , 
mithin: 

folglich: 

d(^+iv)  =  i9e^d^, 
und: 

^Lll+i5) =  id^, 

(l  +  ti?) -(«  +  '?) 
Das   in    (4)    auf   der   linken  Seite 
siebende   Integral    verwandelt   sieb 
demnach  in: 


■jh 


+  in)  ■  d». 


oder,  was  dasselbe  ist,  in: 


d.  i.  in: 

(4a) 


2n 
a 


'- 1'^ 


f{k+iri)'Qd» 
2«9 


+  in)  •  ^^. 


6* 
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wo  <s  =  2nQ  den  Umfang  des  Kreises  !,  und  d(S  =  gdd^  ein  Ele- 
ment dieses  Umfanges  darstellt.  Setzen  wir  nun  den  Werth  (4a) 
in  die  Formel  (4)  ein,  so  erhalten  wir: 

(5)  ^  J  27rt    J     {x  +  iy)  -  (« +  iß) 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  stehende  Bruch  stellt,  wie  leicht 
zu  erkennen  ist,  nichts  Anderes  vor,  als  das  arithmetische 
Mittel  aller  derjenigen  Werthe,  welche  die  Function  f  auf  der 
Linie  tf,   d.  i.  auf  der  Peripherie   des  Kreises  f  besitzt.*)     Be- 


,  *)  Ist  der  Werth  von  /*  (|  +  tiy) ,  wie  sich  derselbe  bei  Sonderang 
des  Reellen  und  Imaginären  heransjstellt,  gleich  u  -|-  to,  und  denkt  man 
sich  die  Kreislinie  <r,  ohne  die  in  ihr  vorhandenen  Werthe  von  u  und  v 
zu  ändern,  in  irgend  einem  Puncte  durchschnitten,  und  horizontal 
hingestreckt;    so   wird    das    über  diese  Linie   hinlaufende  Integral 

udc  ein  gewisses  Flächenstück  darstellen,  welches  unten  von  der 

Linie  a,  und  oben  von  derjenigen  Curve  begrenzt  ist,  deren  Ordinaten 
durch  die  Werthe  von  u  ausgedrückt  sind.  Construirt  man  nun  über 
der  Linie  a  ein  Rechteck,  welches  mit  dem  eben  genannten  Flächen- 
stück gleichen  Inhalt  besitzt,  so  wird  die  Höhe  dieses  Rechtecks  das 
arithmetische  Mittel  der  auf  «r  stehenden  Ordinaten  u  vorstellen. 
Die  Höhe  des  Rechtecks  —  sie  mag  U  heissen  —  wird  aber  bestimmt 
durch  die  Formel 


^U  t=    lüde. 


und  besitzt  also  folgenden  Werth: 

jida. 


.=!/«. 


In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich,  falls  man  das  arithmetische  Mittel 
der  auf  6  vorhandenen  Werthe  von  v  mit  V  bezeichnet: 


"=7/- 


'  vd6. 
Somit  folgt: 

ü+iV^—    j(u  +  w)dG. 

Nun  ist  M  +  lü  =  /"  (J  +  ti?);  ferner  U '\- iV  das  arithmetische 
Mittel  aller  derjenigen  Werthe,  welche  die  Function  u  -f-  t»  oder 
/'(l  +  tij)  auf  der  Linie  c  besitzt.  Die  vorstehende  Formel  zeigt  dem- 
nach die  Richtigkeit  der  oben  ausgesprochenen  Behauptung. 
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zeichnen  wir  also  dieses  arithmetische  Mittel  für  den  Augen- 
blick mit  jP,  so  erhalten  wir: 


ra\  F  —  -L      rn^  +  iy)  -  d(x  +  iy) 

^""^  '   —  2ni    J      (X  +  «V)  -  («  +  iß 


iß) 


Die  um  den  Punct  a  +  iß  beschriebene  Kreisfläche  (  war 
beliebig  klein  angenommen.  Unbeschadet  der  Gültigkeit  unse- 
rer Formel  (6),  können  wir  daher  jene  Kreisfläche  sich  enger 
und  enger  um  ihren  Mittelpunct  herum  zusammenziehen  lassen; 
wir  beobachten  die  ümwandelung,  welche  in  unserer  Formel  als- 
dann vor  sich  geht. 

Die  rechte  Seite  der  Formel  wird  offenbar  von  diesem  Pro- 
cess  gar  nicht  berührt.  Denn  das  rechts  stehende  Integral  steht 
zu  jenem  Kreise  in  gar  keiner  Beziehung;  es  ist  hinerstreckt  über 
den  Rand  der  gegebenen  Fläche  (S,  und  behält  also,  mag  nun 
jener  Kreis  gross  oder  klein  sein,  immer  denselben  Werth. 

Anders  verhält  es  sich  mit  der  linken  Seite.  Die  links 
befindliche  Grösse  F  stellt  das  arithmetische  Mittel  aller 
Werthe  vor,  welche  die  Function  f  auf  der  um  a  +  iß  beschrie- 
benen Kreislinie  besitzt.  Während  sich  daher  jene  Kreislinie 
Schritt  für  Schritt  enger  und  enger  um  den  Punct  «  +  ip  herum 
zusammenzieht,  wird  gleichzeitig  die  Bedeutung  der  Grösse  ^ 
ebenfalls  Schritt  für  Schritt  eine  andere  werden.  Lassen  wir  die 
Zusammenziehung  so  lange  fortdauern,  bis  sich  die  Kreislinie 
schliesslich  in  den  Punct  a  +  iß  verwandelt,  so  wird  der  Mittel- 
werth  F  schliesslich  übergehen  in  denjenigen  Werth,  welchen  die 
Function  f  im  Puncte  a  +  iß  besitzt,  also  übergehen  in  /"(«  +  iß); 
wie  sich  solches  mit  voller  Strenge  ergiebt,  wenn  man  beachtet, 
dass  die  Function  /*,  der  Voraussetzung  zufolge,  innerhalb  €*,  also 
auch  in  der  Nähe  des  Punctes  a  +  iß  überall  eindeutig  und 
stetig,  ist. 

Es  verwandelt  sich  demnach  unsere  Formel  (6),  wenn  wir 
den  Radius  der  um  a  +  iß  beschriebenen  Kreislinie  bis  zu  Null 
abnehmen  lassen,  in  folgende: 

(7)  /•  («  +  *Pf-^-2TiJ-(x  +  iyT-Xcc  +  iß) 

Für  die  Folge  wird  es  zweckmässig  sein,  die  Bezeichmiugen  ai  +  iy 
und  a  +  tjS  mit  einander  zu  vertauschen,   nämlich  den  im  In- 
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nern  von  (S  gelegenen  Punct  mit  x  +  iy,  und  den  am  Rande 
von  @  befindlichen  mit  a  +  iß  zu  bezeichnen.  Unsere  Formel 
verwandelt  sich  dann  in 

(8)  ^        fix  +  ,y)   =   -^       I      (^^.pj_(^^.y)    • 

Wir  haben  demnach  folgenden  Satz: 

Ist  eine  Function  f[x  -{•  iy)  innerhalb  einer  gegebenen  Me- 
mentarfläche  @  überall  eindeutig  und  stetig^  so  lassen  sich  die 
Werthe,  welche  die  Function  im' Innern  von  @  besitzt,  jederzeit 
ausdrücken  durch  ein  gewisses  über  den  Rand  von  @  hinerstreck- 
tes  Integral. 

Stellt  nämlich  x  +  iy  irgend  einen  Punct  im  Innern,  und 
a  +  i|3  irgend  einen  Punct  am  Rande  vor,  so  ist  stets: 

w^    .    ,.„N__L     rncc  +  iP).d{a+iß) 
r[oo  -t  ^y)—2nij   {a  +  iß)  -  (x  +iyy 

wo  die  Integration  in  positiver  Richtung  um  den  Rand  von  @  herum- 
läuft. 

Es  sei  g>{x  +  iy)  eine  Function,  welche  im  Innern  der 
gegebenen  Elementarfläche  (S  überall  eindeutig  und  stetig 
ist,  und  welche  gleichzeitig  am  Rande  von  (S  einen  überall  con- 
stanten  Werth,  etwa  den  Werth  IC  besitzt.  Für  diesen  Fall 
verwandelt  sich  die  so  eben  gefundene  allgemeine  Formel  in: 
H\  i       X     '  \         -^       C      ^'d{a  +  iß) 

Andrerseits  ist  zu  beachten,  dass  jene  allgemeine  Formel  gültig 
sein  wird,  wenn  man  an  Stelle  der  daselbst  beflndlichen  Function 
f{x  4-  iy)  eine  Con staute,  z.  B.  die  Constante  1  nimmt;  denn 
eine  Grösse,  die  in  allen  Puncten  der  Fläche  @  den  Werth  1 
besitzt,  wird  offenbar  eine  Grösse  sein,  die  innerhalb  @  überall 
eindeutig  und  stetig  ist,  also  diejenigen  Bedingungen  erfüllen» 
welche  an  die  Function  f{x  +  iy)  gestellt  wurden.  Nehmen  wir 
aber  statt  jener  Function  die  Constante  1,  so  verwandelt  sich 
unsere  allgemeine  Formel  in: 

^2^  t^    1      r         d(a  +  iß) 

^^^  ^       ^^ij  {^  +  iß)'-(x  +  iyy 

Durch  Vergleicbung  von  (1)  und  (2)  folgt  nun  sofort: 

(3)  (p{x  +  iy)  =  K. 
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Somit  haben  wir.  folgenden  Satz: 

Ist  eine  von  x  +  «y  abhängende  Function  auf  einer  gegebenen 
Elmentarfläche  @  überall  eindeutig  und  stetig^  und  ist  der  Werth 
dieser  Function  am  Rande  von  @  constani,  so  ist  ihr  Werth 
auch  im  Innern  von  (S  allenthalben  constant. 

Wir  gehen  nun  über  zu  einer  andern  sehr  wichtigen  An- 
wendung unserer  aligemeinen  Formel. 

Es  sei  a  +  ib  ein  auf  der  Horizontalebene  beliebig 'gegebener 
Punct,  und  ^  eine  um  diesen  Punct  beschriebene  Kreisfläche  von 
beliebiger  Grösse.  Ferner  sei  f{x'\-  iy)  eine  Function,  die  in- 
nerhalb ^  überall  eindeutig  und  stetig  ist.  In  jedem 
innerhalb  &  liegenden  Punct  x  +  iy  wird  diese  Function  alsdann 
einen  Werth  besitzen,  welcher  —  gemäss  unserer  allgemeinen 
Formel  —  in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden  kann: 

m  fu  +  i^)  =  ±   rn^  +  iß).d(a  +  iß) 

W  f(^^'^^  —  2ni'J   ^a  +  iß)-(x  +  iy)    ' 

a  +  iß  stellt  hier  einen  am  Rande  von  ß  liegenden  Punct  vor, 
und  die  Integration  läuft  um  den  Rand  von  ^  in  positiver  Rich- 
tung herum. 

Vom  Kreismittelpuncte  a  +  ib  aus  ziehen  wir  zwei  Linien, 
eine  nach  dem  im  Innern  von  S  liegenden  Punct  x  +  iy,  die 
andere  nach  dem  am  Rande  beflndlichen  Punct  a  +  iß,  bezeich- 
nen die  Längen  dieser  Linien  mit  r  und  R,  und  ferner  die  Win- 
kel, unter  welchen  sie  gegen  die  x  Achse  geneigt  sind,  mit  /  und 
T.     Dann  wird 


a:  -:-  a  =  r  cos 

(, 

a  —  «  =  Ä  cos  r, 

y  —  6  =  r  sin  /, 

|3  —  t  =  Ä  siu  T, 

mitbin: 

{:^  +  iy)-{a  +  ib)  =  re'\ 

(«  +  ./5)-(«  +  .-*)  =  Ä.c'^, 

oder  wenn  wir  zur  Abkürzung 

x  + 

iy  =  «, 

(2) 

a  + 

ib  =  c, 

«  + 

iß=Y 

setzen: 

(3)                    z  —  c^re'', 

Y  —  c  =  R.  e'^; 

vergl.  die  Fig.  19. 
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Fig.  19.  Der    Bruch   ^-^Tr    *^^^ 

sich,  weil  R  grösser  als  r  ist, 
in  folgender  Weise  entwickeln: 

(4)  '     =1-^- 

R 


und  ebenso  erhält  man  auch, 

"^  wenn    man    Re     ,  re        an 

Stelle  von  R,  r  nimmt: 

ir^\  ^  —  -J_  A   -I.  I£Ü  -I-    ^^**'    -L  \ 

Diese  Reiherientwickelung  ist,  ebenso  wie  die  vorhergehende, 
jederzeit  convergent  und  gültig,  sobald  j?  grösser  als  r  ist,  d.  h. 
sobald  der  Punct  x  +  ^y  oder  2;  im  Innern  der  Kreisfläche  bleibt, 
und  nicht  etwa  gerade  am  Rande  derselben  sich  befindet. 

Substituirt  man  in  (5)  für  Re'     und  re"    die  in  (3)   ange- 
gebenen Werthe  y — c  und  z — c,  so  erhält  man: 

(«    ^.=,-^,(>+j-^:+|5|+....> 

Die  vorhin  aufgestellte  Formel  (1)  verwandelt  sich  nun  durch  Ein- 
führung der  in  (2)  angegebenen  Abkürzungen  in: 

folglich  durch  Benutzung  von  (6)  in: 

Zerlegt  man  nun  dieses  Integral  in  seine  einzelnen  Bestandtheile 
und  lässt  man  in  jedem  einzelnen  Theile  die  von  der  Integrations- 
Variablen  y  unabhängigen  Factoren  vor  das  Integrations-Zeichen 
treten,  so  erhält  man  schliesslich: 

(9)  f{z)  =  A  +  {z  —  c)..B  +  (z-c)2.C+'.. 

wo  ^,  j5,  C,  .  .  .  folgende  Bedeutungen  haben: 
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(lO) 


^—  2ni'J    {y--c)^ 
St 

r—  A.     rßyhJL. 


Die  Werthe  dieser  Grössen  A,  B,  C,  .  .  .  lassen  sich  noch 
in  anderer  Weise  darstellen.  Differentiirt  man  nämlich  die  For- 
mel (7)  zu  wiederholten  Malen  nach  z,  so  erhält  man: 


(11) 


l  ''   ^^f  2nuJ    (y-2)«   ' 

««  '  J  (y  — *)• 


172  •^'W  =  -.« 


Durch  Vergleichung  von  (10)  und  (11)  erkennt  man  nunmehr  so- 
fort, dass  die  Grössen  Ay  B,  C,  .  .  .  nichts  Anderes  sind,  als 
diejenigen  Werthe,  welche 

rw,   [rw,  riTW 

für  z  =  c  annehmen.     Somit  erhält  man: 

'^=/-(c), 

^  =  n2^'W' 


(12) 


Wir  gelangen  demnach  mit  Rucksicht  auf  (9)  und  (12)  zu  folgen- 
dem Satz: 

Die  Taylor' sehe  Reihe.  Eine  Function  f{x  +  iy)^  die 
innerhalb  einer  Kreisfläche  überall  eindeutig  und  stetig  ist,  lässt 
sichy  was  ihre  Werthe  im  Innern  dieses  Kreises  anbelangt^  jeder- 
zeit durch  eine  gewisse  Reihenentwicklung  darstellen. 

Versteht  man  unter  x  +  iy  einen  beliebigen  Punct  im  Innern 
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des  Kreises,  und  unter  a  +  ib  oder  c  den  Miitelqunct  des  Kreises^ 
so  lautet  diese  Entwicklung  folgendennassen: 


fix  +  iy)  =  m  +  £+^^Zlf  f^c) 


+ 


(a;  +  iy  —  c)' 
1.2 


nc)+- 


sie  bleibt  convergent  und  gültig,  so  lange  der  Punci  x  +  iy 
im  Innern  der  Kreisfläche  bleibt,  und  nickt  etwa  hart  an  den 
Rand  derselben  rückt. 

Diese  Entwickelung  ist  als  ein  unmittelbarer  Ausfluss  der  von 
uns  (auf  Seite  86)  gefundenen  allgemeinen  Formel 

anzusehen.  Wir  gehen  über  zu  anderen  Folgerungen,  die  aus 
dieser  Formel  sich  ergeben. 

Die  Formel  bezieht  sich  auf  eine  beliebig  gegebene  Elemen- 
tarfläche @,  und  ist  gültig,  wenn  f  eine  Function  vorstellt,  welche 
innerhalb  (S  überall  eindeutig  und  stetig  ist,  und  wenn  gleich- 
zeitig X  -{-  iy  irgend  einen  innerhalb  (S  befindlichen  Punct  be- 
deutet.    Setzt  man  zur  Abkürzung 


(2) 


SO  lautet  die  Formel 

(3)  m  =  ^ 


ix  +  iy  =  z, 
\«  +  iß  =  y,      • 

27ci    I      y  —  z 


Hieraus  ergiebt  sich  durch  wiederholte  Differentiation  nach  z: 

'  ^^^         2ni    J    {y  —  zY  ' 
/-'M_l-2       rny)  .  dy 


W 


z)» 


riz) 


1.2. 


.2.3       rny)  .  dy 
2ni       J    (y-z)* 


Ist  n  irgend  eine  ganze  Zahl,  und  bedeutet  ferner,  wie  solches 
hier  der  Fall  ist,  z  eignen  im  Innern  und  y  einen  am  Rande 
von  @  gelegenen  Punct,  so  wird 

1 


(ö) 


(y  -  2^)" 
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ein  Ausdruck  sein,  welcher  sich  bei  jedweder  Bewegung  des 
Punctes  z  auf  stetige  Weise  ändert;  vorausgesetzt  dass  dieser 
Puoct  während  seiner  Bewegung  in  den  am  Rande  liegenden  Punct 
y  niemals  hineinfällt.  Gleiches  wird,  wenn  y\,  y^^  -  -  -yx  be- 
liebig fiele  am  Rande  von  (S  liegende  Puncte,  und  r^,  Tj,  .  .  .  F^ 
irgend  welche  Constanten  vorstellen,  auch  von  der  Summe 

(yi  -  z)«  ^   (y,  -  z)n  -r 1-  ^y^  _  ^j, 

gelten;  diese  Summe  wird  nämlich  ebenfalls  ein  Ausdruck  sein, 
der  sich  bei  jeder  Bewegung  des  Punctes  z  auf  stetige  Weise 
ändert,  vorausgesetzt,  dass  der  Punct  während  seiner  Bewegung 
beständig  im  Innern  der  Fläche  @  bleibt,  und  niemals  hart  an 
den  Rand  derselben  ruckt.  Gleiches  wird  demnach  auch  von 
dem  über  den  Rand  von  @  hinerstreckten  Integral: 

(7)  r/W^ 

gelten;  denn  zwischen  diesem  Integral  und  zwischen  der  vorhin 
genannten  Summe  findet  nur  ein  ganz  unwesentlicher  Unterschied 
statt,  welcher  darin  besteht,  dass  die  Summe  nur  auf  einzelne 
Randpuncte,  das  Integral  hingegen  auf  sämmtliche  Randpuncte 
sich  bezieht. 

Die  Ausdrücke  (5),  (6)  und  (7)  sind  also  Functionen,  die  von 
z  oder  o:  +  iy  abhängen,  und  die  innerhalb  der  gegebenen 
Fläche  6  überall  eindeutig  und  stetig  bleiben. 

Daraus  folgt,  dass  die  in  (4)  angegebenen  Functionen 

rw,        rw,        rw,  — 

oder 

r(x  +  iy),    r[x  +  iy),    rix  +  ly), 

dieselben  Eigenschaften  besitzen.  Wir  gelangen  demnach  zu  fol- 
gendem Satz: 

Ist  eine  Function  f(x  +  iy)  innerhalb  einer  gegebenen  Ele- 
tnentarfläche  überall  eindeutig  und  stetig,  so  sind  innerhalb  dieser 
Fläche  sämmtliche  Differentialquotienten: 

r(x  +  iy).    nx  +  iy).    n^  +  iy). 

ebenfalls  eindeutig  und  stetig. 

Sind  g>  und  '^  irgend  zwei  von  ä?  +  iy  abhängende  Functionen, 
so  ist  das  Differential 
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(1)  (p  .dilß 
gleich 

(2)  (p  .'tp'.dix  +  iy). 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  dass  die  Functionen  g>  und  ^f  inner- 
halb einer  gegebenen  Elementarfläche  @  überall  eindeutig  und 
stetig  sind.  Zufolge  des  eben  gefundenen  Satzes  gilt  dann  Glei- 
ches auch  von  den  Differentialquotienten  g>\  tp\  .  .  . ,  if;',  t^'\  .  .  .  . ; 
mithin  Gleiches  auch  von  dem  in  (2)  vorhandenen  Product: 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  dass  wir  auf  das  Differential  (2),  oder 
was  dasselbe  ist,  auf  das  Differential  (1)  sofort  einen  fräher  (Seite  80) 
gefundenen  Satz  in  Anwendung  bringen  können.  Thun  wir  das, 
so  gelangen  wir  zu  folgendem  wichtigen  Resultat: 

Sind  (p  und  i\>  zwei  von  x  +  iy  abhängende  Functionen^  welche 
auf  einer  gegebenen  Elemeniarfläche  (S  überall  eindeutig  und  stetig 
sind,  so  ist  das  über  den  Rand  von  6  hinerstreckte  Integral 

}(pdilf 


f 


jederzeit  gleich  Null. 


Vierter  Abschnitt,     üeber   die  Vnstetigkeits-   und  Nnllpuncte 

einer  Fimction.    Die  ünstetigkeitspnncte  werden  eingefheilt 

in  solche,   die  polarer,  und  jLn  solche ^  die  nicht  polarer 

Natur  sind;  die  ersteren  werden  Pole  genannt. 

Gegeben  sei  im  Räume  irgend  welche  Fläche,  gleicligültig, 
ob  eben  oder  krumm;  und  auf  dieser  Fläche  irgend  ein  Punct  c. 
Um  c  herum  denke  man  sich  auf  jener  Fläche  irgend  ein  kleines 
Flächenstück  abgegrenzt;  c  selber  mag  gewissermassen  als  der' 
Mittelpunct  dieses  Flächenstuck  es  angesehen  werden ;  und  dem- 
gemäss  mögen  die  von  c  nach  dem  Rande  des  Flächenstucks  hin- 
laufenden kürzesten  Linien  als  die  Radii  vectores  des  Fidchen- 
stücks  betrachtet  werden. 

Definition:  Ein  solches  um  den  gegebenen  Punct  c  herum  ab- 
gegrenztes Flächenstück  soll  in  Zukunft  für  den  Fall,  dass  seine 
Radii  vectores  hinreichend  klein,  dabei  aber  sämmtlich  von 
Null  verschieden  sind,  niit'einem  besonderen  Namen  hezetcknei^ 
nämlich  das  Bereich  des  Punctes  c  genannt  werden. 
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V^as  dabei  in  jedem  einzelnen  Fall  unter  hinreichend  klein 
jti  1^^ ^stehen  ist,  wird  abhängen  von  den  jedesmaligen  näheren  um- 
siancf^n*), 

liiegt  der  Punct  c   auf  einer  Elementar  fläche,    so  wird 
sein     fiereich  dargestellt  sein  durch  eine  kleine  ebene  Fläche  von 
beliebiger  Form.     Denken  wir  uns  z.  B.  auf  der  gegebenen  £le- 
meaiarfläche  ein  kleines  Quadrat  gezeichnet»  dessen  Mittelpunct 
ine    liegt,   so  wird  dieses  Quadrat,  falls  seine  Seitenlänge  hin- 
reichend klein,  dabei  aber  von  Null  verschieden  ist,  als 
das  Bereich  jenes  Punctes  c  angesehen  werden  können.    Ebenso 
gtti  würde   dazu  aber  auch  eine    kleine   kreisförmige,    oder 
ellipsenförmige,  oder  irgend  welche  andere  kleine  Fläche 
verwendet  werden  können. 

Auf  einer  Eleroentarfläche  (S  befinde  sich  ein  beweglicher 
Puuet  X  +  iy  oder  z,  und  ausserdem  irgend  welche  feste  Puncte 
PitPj,  . .  -  Pm  und  q\',  P21  '  •  -  9n'  Ebenso  wie  z  zur  Abkürzung 
gesetzt  ist  für  das  veränderliche  Binom  x  +  iy,  ebenso  sol- 
len die  p  und  q  zur  Abkürzung  gesetzt  sein  für  irgend  welche 
gegebene  Binome  von  der  Form  a  +  ib. 
Wir  bilden  nun  den  Ausdruck: 

(1)  p(^\ (3^  —  yi)  (3^  —  y>)  —  (g— y») 

^  ^  ^~  (2-P,)(z-pJ  ...  (2-Pm)* 

Dieser  Ausdruck  wird  eine  von  z  abhängende  Function  sein,  welche 

in  den  Puncten  pi ,  p^i  •  *  *  Pm  unendlich  gross^,  folglich  (vergl. 

*)  Man  könnte  die  Herbeiziehnng  eines  nenen  Wortes  hier  vielleicht 
^überflüssig  halten.  Befindet  sich  irgend  Etwas — so  l^önnte  man  sagen 
""in  dem  Bereich  des  gegebenen  Punctes  c,  so  heisst  das  doch  nichts 
öderes,  als  dass  jenes  Etwas  sich  in  der  Nähe  des  Punctes  c  befin- 
^st.  Dem  entgegen  würde  Folgendes  einzuwenden  sein:  Ist  von  den- 
jenigen Puncten  etwa  die  Rede,  welche  sich  in  der  Nähe  von  c  be- 
^en,  80  bleibt  dabei  zweifelhaft,  ob  darunter  die  mit  c  benachbarten 
^cte  inclusive  c  oder  exclusive  c  verstanden  werden  sollen.  Ist  hin- 
i^eii  von  denjenigen  Puncten  die  Rede,  welche  im  Bereich  von  c 
'^^^Q,  80  wird,  zufolge  der  von  uns  aufgestellten  Definition,  nicht  der 
S^nngste  Zweifel  obwalten  können,  dass  damit  die  zu  c  benachbarten 
^nete  inclusive  c  gemeint  sind.  Doch  liegt  hierin  nicht  der  ein- 
^^^  Grand y  wesshalb  die  Einführung  jenes  Wortes  wünschenswerth 
^^schemt.  In  der  That  wird  man  aus  dem  Folgenden  erkennen,  dass 
^  Aosdrucksweise  bei  Einführung  jenes  Wortes  in  vielen  Fällen  an 
^^i^  und  Genauigkeit  gewinnt. 
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den  Satz  Seite  46)  unstetig,  und  in  den  Puncten  q^,  q^i  *  -  qn 
null  wird. 

Umgekehrt  verhält  es  sich  mit  der  Function 

diese  nämlich  wird  in  den  Puncten  Pit  p^y  •  »  » Pm  gleich  Null, 
und  in  den  Puncten  q^^  q^^  .  .  qn  unstetig. 

Wir  können  sämmtlicbe  Puncte,  welche  sich  auf  der  ge- 
gebenen Elementarfläche  @  überhaupt  Torflnden,  mit  Bezug  auf 
die  beiden  Functionen  (1)  und  (2)  in  drei  Classen  theilen, 
indem  wir  zur  ersten  Classe  alle  diejenigen  Puncte  zählen,  in 
deren  Bereich  beide  Functionen  stetig  sind,  zur  zweiten  Classe 
alle  diejenigen,  in  deren  Bereich  nur  die  Function  (1)  stetig 
ist,  endlich  zur  dritten  Classe  alle  diejenigen,  in  deren  Bereich 
nur  die  Function  (2)  stetig  ist.  Zur  ersten  Classe  gehören 
dann  alle  diejenigen  Puncte  der  Fläche  @,  welche  mit  keinem  der 
Puncte  p,  q  zusammenfallen,  zur  zweiten  die  Puncte  q,  und  zur 
dritten  die  Puncte  p. 

Die  genannten  drei  Classen  umfassen  sämmtlicbe  auf  der 
Fläche  @  vorhandenen  Puncte;  denn  es  existirt  daselbst  kein  ein- 
ziger Punct,  in  dessen  Bereich  von  den  beiden  Functionen  (1) 
und  (2)  nicht  wenigstens  eine  stetig  ist 

Was  wir  bei  der  Function  F[z)  und  bei  dem  reciprocen  Werthc 
derselben,   nämlich   bei  -yj-.  beobachtet  haben,    wird   sich    nun 

wiederholen  bei  sämmtlichen  Functionen,  mit  welchen  wir  es  in 
der  Folge  zu  thun  haben.  Jede  von  diesen  Functionen  wird  näm- 
lich, falls  sie  im  Bereich  irgend  eines  Punctes  unstetig  ist,  da- 
selbst doch  immer  nur  der  Art  unstetig  sein,  dass  wenigstens  ihr 
reciprocer  Werth  in  jenem  Bereich  stetig  bleibt.  Für  Unste- 
tigkeitspuncte  solcher  Art  bedarf  es  eines  besonderen  Namens; 
wir  setzen  Folgendes  fest: 

Definition :  Ist  eine  Function  f  im  Bereich  irgend  eines  Punctes 
c  unstetig,  jedoch  der  Art  unstetig,  dass  ihr  reciprocer   Werih 

j  in  jenem  Bereich  stetig  bleibt,  so  soll  der  Punct  c  ein  Pol  der 

Function  /*,  und  die  unstetig keit ,  mit  welcher  die  Function  in 
jenem  Puncte  behaftet  ist,  eine  polare  ünsteiigkeit  genannt 
werden. 
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Es  sind  (man  vergl.  Seite  47)  sehr  verschiedene  Arten  von 
Unstetigkeitspuneten  denkbar.  Wie  nun  aber  die  Unstetigkeit, 
welche  eine  Function  f  in  irgend  einem  Puncte  c  besitzt,  auch 
immer  beschaffen  sein  möge,  jederzeit  wird  dieselbe  entweder 
darin  ihren  Grund  haben,  dass  der  Werth  von  /'bei  c  ßinen  end- 
lichen  Sprung  macht,  oder  darin,  dass  jener  Werth  bei  c  ins 
Unendliche  aufspringt.  Gehört  die  bei  c  vorhandene  önstetig- 
keit  zur  ersten  Kategorie,  so  wird  sie  nicht  nur  bei  der  Function 
selber,  sond^n,  wie  man  augenblicklich  übersieht,  auch  bei 
ihrem  reciprocen  Werth  bemerkbar,  folglich  keine  polare 
Dnstetigkeit  sein.  Innerhalb  der  ersten  Kategorie  kann  sich  dem- 
nach kein  polarer  Unstetigkeitspunct  befinden.  Daraus  folgt  mit 
Nothwendigkeit,  dass  sämmtliche  polare  Unstetigkeitspuncte  zur 
zweiten  Kategorie  gehören,  d.  h.  in  einem  Aufspringen  dei 
Functionswerthes  ins  Unendliche  ihren  Grund  haben.  Somit  er*' 
giebt  sich  folgender  Satz: 

Ist  der  Punct  c  ein  Pol  der  Function  /",  so  wird  der  Werth 
von  f  in  c  jederzeit  unendlich  gross  sein, 

Oder  mit  andern  Worten:  Ist  der  Punct  c  ein  Pol  für  die 
Function  /",  so  wird  er  jederzeit  ein  Nullpunct  für  die  Function 
7-  setn*). 


*)  Wenn  wir  unsere  Schlussfolge  recapitnliren ,  so  haben  wir  zu- 
nächst alle  überhaupt  vorhandenen  Unstetigkeitspuncte,  welcher  Art  sie 
auch  immer  sein  mögen,  in  zwei  Kategorien  gebracht;  nitmlich 

I.  in  die  Kategorie  derjenigen,  welche  durch  einen  end- 
lichen Sprung  des  Functionswerthes  veranlasst^  werden,  -^ 
und 

IL  in  die  Kategorie  derjenigen,  welche  ifi  einem  Auf- 
springen des  Functionswerthes  ins  IJnendliollA  ihren  Grund 
haben. 

Sodann  untersuchten  wir  die  I.  Kategorie,  und  überzeugten  uns  da- 
von, dass  in  dieser  kein  polarer  Unstetigkeitspunct  enthalten  sein 
könne. 

Daraus  folgte  mit  Nothwendigkeit,  dass  sämmtliche  polaren  Un- 
stetigkeitspuncte zur  II.  Kategorie  gehören.  Möglicherweise  sind  nun 
in  dieser  U.  Kategorie  ausser  den  polaren  Unstetigkeitspuneten  noch 
andere  Arten  von  Unstetigkeitspuneten  enthalten.  Dass  das  in  der 
That  der  Fall  ist,  lässt  sich  leicht  durch  ein  Beispiel  darthun. 

1  J_ 

Betrachten  wir  die  Function  e^"^*^  oder  «*.  Diese  Function  wird 
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Wenn  wir  es  auf  einer  Fläche  mit  mehreren  Puncten  zu  thun 
haben,  so  können  dies  entweder  einzelne  Puncte,  oder  auch 
zusammenhängende  Puncte  sein.  Ersteres  wird  der  Fall  sein» 
sobald  jeder  Punct  Ton  allen  übrigen  durch  irgend  welche  Zwi- 
schenräume —  dieselben  mögen  nun  so  klein  sein,  wie  sie  wollen  — 
getrennt  ist;  letzteres,  sobald  die  Puncte  in  ihrer  Gesammtheit 
entweder   ein  Linienstuck  oder  ein  Flächenstuck  stetig  erfüllen. 

Wir  können  uns  eine  Function  denken,  welche  lauter  ein- 
zelne Pole  besitzt;  und  eben  so  gut  können  wir  uns  andererseits 
auch  eine  Function  denken,  deren  Pole  zusammenhängend 
sind,  deren  Pole  etwa  zusammengenommen  irgend  welche  Linie 
stetig  erfüllen.  Im  Folgenden  werden  wir  es  aber  immer  nur  mit 
dem  ersteren  Fall,  nämlich  immer  nur  mit  einzelnen  Polen  zu 
thun  haben. 

Es  sei  6  eine  gegebene  Elementarfläche.  Ferner  sei  f[x  +  iy) 
pder /(z)  eine  Function,  welche  auf@  überall  eindeutig 
und  stetig  ist;  zugleich  befinde  sich  im  Innern  von  ^ 


für  z  =  0  unendlich,  und  hat  also  bei  z  =  0  einen  Unstetigkeitspanct, 
welcher  zur  IL  Kategorie  gehört.  Trotzdem  ist  dieser  Unstetigkeits- 
punct  kein  polarer;  denn  der  reciproce  Werth  der  Function,  nämlich 
J_. 

der  Werth  von  e  ^  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  im  Bereich  det 
Punctes  z  =  0  keineswegs  stetig,  wie  solches  doch  der  Fall  sein  müsste, 
wenn  jener  Punct  ein  polarer  wäre.    Somit  ergiebt  sich  Folgendes: 

In  der  I.  Kategorie  befindet  sich  kein  polarer  Unstetig- 
keitspunct. 

In  der  II.  Kategorie  befinden  sich: 
cl)  Bämmtliclie  polare  Unstetigkeitspuncte,  und 
ß)  noch    andere  Arten    von  Unstetigkeitspuncten,    wie 

2.  B.  derjenige,  welchen  die  Function  c*  bei  z=0  be- 
sitzt. 

Hätte  es  sich  darum  gehandelt,  die  ganze  II.  Kategorie  durch 
einen  Namen  zu  bezeichnen,  so  würde  der  Name  Unendlichkeits- 
punct  zweckmässig  gewesen  sein.  Da  es  nun  aber,  was  eine  genaue 
Fassung  der  nachfolgenden  Untersuchungen  anbelangt,  gerade  wesent- 
lich ist,  die  beiden  Theile  a  und  (5,  aus  welchen  jene  II.  Kategorie 
besteht,  scharf  auseinander  zu  halten,  so  schien  die  Einführung 
eines  besonderen  Namens  durchaus  nothwendig;  und  hierzu  schienen 
die  Worte  Pol  und  polar  durch  ihre  Kürze  und  auch  durch  andere  Um- 
stände besonders  geeignet. 
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ein    leliebig   Idemes  Linien-  oder  Fläclienstuck   X,   auf 
^el ehern  die  Function  einen  constanten  Wertb  K  besitzt. 
Sind  c  und  Cj  irgend  zwei  zu  X  gehörige  Puncte  *) ,  so  wird 
r(c)  =  K,  ebenso  /*(c J  =  K,  mithin 

nci)-f{c) 

gleich  Null  sein;  demnach  wird  der  Quotient 

C|  —  c 

ebenfalls  Null  sein.  Dieser  Quotient  ist  aber,  falls  wir  die  Puncte 
^  und  C|  einander  unendlich  nahe  denken,  nichts  Anderes  als 
r  (c) ,  nämlich  nichts  Anderes  als  derjenige  Wertb,  weichen  der 
öifferentialquotient  der  Function  f  im  Puncte  c  besitzt.  Somit 
^'^giebt  sich,  dass  f'ic)  gleich  Null  ist.  Der  Punct  c  war 
^i*^  auf  dem  Linien-  oder  Flächenstuck  l  beliebig  gewählter. 
Ebenso  wie  also  die  Function  f  in  allen  zu  l  gehörigen  Puncten 
^«n  Constanten  Wertb  K  besitzt,  ebenso  wird  ihr  DifTerential- 
^taotient  f'  in  all*  jenen  Puncten  den  Consta nten  Wertb  P  haben. 
Hieraus  folgt  nun  in  gleicher  Weise,  dass  der  zweite  Diflerentiai- 
^^olient  f"  in  all*  jenen  Puncten  ebenfalls  einen  constanten 
^^^rth,  und  zwar  wiederum  den  Wertb  0  besitzt  u.  s.  w. 

Ist  demnach  c  ein  beliebiger  Punct  des  Linien-  oder  Flächen- 
sttxckes  l,  so  ist: 

(1)  /•W  =  Ar, 

(2)  ^(,)=^"(,)  =  ^"(,)== =  0. 

Wir  beschreiben  um   den  Punct  c  als  Mittelpunct  eine  be- 

'iebig  grosse,  jedoch  vollständig  innerhalb  (S  liegende  Kreisfläche  t 

"^c    Function  f  ist  nach  unserer  Voraussetzung  auf  der  Fläche  6 

überall  eindeutig  und  stetig;  sie  wird  demnach  diese  Eigenschaften 

^^ch  innerhalb  l  besitzen,  folglich  innerhalb  I  nach  der  Taylor*- 

^^en  Reihe  entwickelbar  sein  (vergl.  den  Satz  Seite  89).    Ist  daher 

*  ^gend  ein  zur  Kreisfläche  t  gehöriger  Punct,  so  wii'd  jederzeit 

[^    m=f{c)  +  '-^f{c)  -H  ^£)!rw  + 

5**0  mit  Rückblick  auf  (1)  und  (2) 


*)  Unter  c  und  Cy  sind  also  zwei  Grössen  von  der  Form  a  +  ib  zu 
verstehen. 

^«umann,  AbM'sche  Integ^rale.  7 
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(4)  ,  f(z)  =  K 
sein. 

Daraus  folgt,  dass  die' Function  f  im  Innern  der  Fläche  I 
allenthalben  conslant,  nämlich  allenthalben  gleich  K  ist,  dass 
mithin  die  Differentialquotienten  f\  f\  /*'",  .  .  .  innerhalb  dieser 
Fläche  allenthalben  gleich  Null  sind.  Ist  demnach  q  irgend  ein 
beliebiger  zur  Kreisfläche  I, gehöriger  Punct,  so  wird: 

(5)  f[c,)  =  K, 
und 

(6)  /•'('^,)=r(q)=r(c,)  =  -...=o 

sein. 

ßcschreiben  wir  nun  um  c^  als  Mittelpunct  eine  zweite  Kreis- 
fläche fj,  die  wiederum  vollständig  innerhalb  der  gegebenen  Ele- 
mentarfläche (S  liegt,  und  verstehen  wir  unter  z  irgend  einen  zu 
ti  gehörigen  Punct,  so  wird,  äbnlicb  wie  vorhin 

(7)     f{z)  =  f(c,)  +  ^  fic,)  +  ^1^  f"{c,)  + 

folglich  wit  Rücksicht  auf  (5)  und  (6) 

(8)  m  =  K 

sein. 

Daraus  folgt,  dass  die  Function  f  innerhalb  der  Fläche  f| 
ebenfalls  überall  gleich  K  ist. 

In  solcher  Art  können  wir  eine  Kreisfläche  nach  der  andern 
beschreiben,  und  nachweisen,  dass  die  Function /'innerhalb 
der  gegebenen  Elementarfläche  .@  allenthalben  den 
Constanten  Werth  K  besitzen  muss. 

Wir  geben  über  zur  Betrachtung  eines  weniger  einfachen 
Falles.  Es  sei  p  ein  auf  der  Fläche  @  gegebener  Punct,  und  es 
sei  bekannt,  dass  die  Function  f{x  +  iy)  oder  f{z)  auf  der 
Fläcbe  (S  mit  Ausnahme  eines  in  p  liegenden  Poles 
überall  stetig  ist.  Im  Uebrigen  seien  die  Vorausset- 
zungen dieselben  wie  vorhin. 

Wir  bezeichnen  das  Bereich  des  Punctes  p,  d.  h.  ein  um 
diesen  Punct  herum  abgegrenztes  hinreichend  kleines  Flächenstück 
mit  )),  und  denjenigen  Theil  der  Fläche  6,  welcher  nach  Ab- 
sonderung von  )p  noch  übrig  bleibt,  mit  (@  —  )p).  Auf  (die  Fläche 
(®  —  !p)  kann  die  vorbin  angegebene  Methode  unmittelbar  in  An- 
wendung gebracht  werden;  demnach  wird  sich  nachweisen  lassen, 
dass  die  Function  f  auf  dieser  Fläche  (6  —  )p)  allenthalben  con- 
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stant,  nämlich  gleich  K  ist.   Daraus  folgt,  dass  f  am  Rande  des 
kleinen  Flächenstückes  ))  den  constanten  Werth  Ky  und  dass  also 

j  an  jenem  Rande  den  constanten  Werth  ^  hesitzt. 

'Das  Flächenstöck  ^)  ist  das  Bereich  des  Punctes  p,  und  p 
ist  nach  unserer  Voraussetzung  ein  Pol  der  Function  /*.  Zufolge 
der  für  einen  Pol  gegebenen  Definition  (S.  94)  wird  daher  ~  in- 
nerhalb !p  überall  stetig  sein.  Nach  unserer  Voraussetzung  ist 
nun  ferner  f  auf  der  gegebenen  Fläche  @,  mithin  auch  auf  dem 
zu  @  gehörigen  Flächenstück  ))  überall  eindeutig;  Gleiches  wird 
demnach  auch  von  der  Function  -  gelten. 

Somit  ergiebt  sich,  wenn  wir  Alles  zusammenfassen,  dass  die 
Function  -j  auf  dem  Flächenstück  ^)  überall  eindeutig  und  stetig- 
ist, und  dass  sie  ausserdem  am  Rande  dieses  Flächenstückes  den 
constanten  Werth  —  besitzt.     Daraus  aber  folgt,   mit  Anwendung 

eines  früher  gefundenen  Satzes  (S.  87),  dass  die  Function  -  auf 
dem  Flächenstück  ))  allenthalben  gleich  ^,   dass  mithin  /*  selber 

auf/ jenem  Flächenstück  allenthalben  gleich  K  ist. 

Wir  gelangen  daher  bei  Betrachtung  dieses  zweiten  Falles  zu 
demselben  Resultat,  wie  vorhin,  nämlich  zu  dem  Resultat,  dass 
die  Function  f  auf  der' gegebenen  Fläche  (S  überall 
den  constanten  Werth  K  besitzen  muss. 

Setzen  wir  an  Stelle  eines  einzigen  Poles  mehrere  Pole, 
aber  lauter  einzeln  liegende  Pole  voraus,  so  werden  wir,  wie 
leicht  zu  übersehen  ist,  wieder  zu  demselben  Resultat  gelangen. 
Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Ist  eine  Function  f  (x  -\-  iy)  auf  einer  gegebenen  Elementar- 
fläche (S  überall  eindeutig^  und  ist  sie  daselbst  nirgends^  oder  dock 
nur  in  einzelnen  Polen  unstetig ,  so  kann  innerhalb  (S  kein  auch 
noch  so  kleines  Linien-  oder  Flächen  stück  vorhanden  sein^ 
auf  welchem  die  Function  constant  ist;  es  sei  denn,  dass  sie  in- 
nerhalb (S  allenthalben  constant  wäre. 

Es  kann  kein  Linien-  oder  Fläcbenslück  vorhanden  sein,  auf 
welchem  die  Function  constant  ist;  es  kann  demnach  auch  kein 
Linien-  oder  Flächenstück  Vorhandensein,  auf  welchem  sie  Null 
ist.     Somit  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  folgender  Zusatz: 

7* 
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Ist  eine  Function  f  (x  •\-  iy)  auf  einer  gegebenen  Elementar- 
flache  @  überall  eindeutig^  und  ist  sie  daselbst  nirgends  oder  doch 
nur  in  einzelnen  Polen  unstetig^  so  kann  sie  innerhalb  6  auch 
nur  in  einzelnen  Punctefi  Ntdl  werden;  es  sei  denn^  dass  sie 
auf  der  Fläche  (S  allenthalben  Null  wäre. 

Es  sei  f=f{oc  +  iy)  eine  Function,  die  auf  einer  gegebe- 
nen Elementarfläche  (S  überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig  ist,  also  eine  Func- 
tion, welche  —  zufolge  des  eben  hingestellten  Satzes  — -  auf 
jener  Fläche  (S  auch  nur  in  einzelnen  Puncten  Null  werden 
kann.  Sind  />i,  P2»  Ps»  •  •  •  ^^®  Pole,  und  <?i,  ^2»  0^31  •  •  «^^  Null- 
puncte  der  Function,  so  werden  also  je  zwei  Puncte  p,  und 
ebenso  auch  je  zwei  Puncte  q  immer  durch  einen  gewissen  Zwi- 
schenraum von  einander  getrennt  sein.  »Gleiches  gilt  aber  auch 
von  je  einem  Puncte  p  und  je  einem  Puncte  g;  wie  sich  aus 
der  für  einen  Pol  gegebenen  Definition  (S.  94)  leicht  erkennen 
lässt. 

Da  nämlich  der  Punct  p  ein  Pol  der  Fmiction  f  sein  soll, 
so  wird  die  Function  ^   (zufolge  jener  Definition)  im  Bereich  des 

Punctes  p  stetig,  mithin  innerhalb  jenes  Bereiches  nu^gends  un- 
endlich gross  sein.  Daraus  aber  folgt,  dass  f  selber  innerhalb 
jenes  Bereiches  nirgends  Null  wird,  oder  mit  andern  Worten, 
dass  im  Bereich  des  Punctes  p  kein  Nullpunct  der  Function  f 
vorhanden  sein  kann.  Demnach  wird  der  Punct  p  von  sämmt- 
lichen  NuUpuncten,  welche  die  Function  f  besitzt,  d.  h.  von 
sämmtlichen  Puncten  q  durch  irgend  welche  Zwischenräume  ge- 
trennt sein. 

Die  Puncte />,  q  werden  also  sämmtlich  durch  irgend  welche 
Zwischenräume  von  einander  getrennt  sein;  und  wir  werden  da- 
her um  jeden  dieser  Puncte  herum  ein  Flächenstück  abgrenzen 
können,  welches  so  klein  ist,  dass  alle  übrigen  Puncte  /?,  q 
ausserhalb  desselben  liegen. 

Wir  wollen  nun  der  Beihe  nach  zuerst  irgend  einen  der 
Puncte  /?,  dann  emen  der  Puncte  q,  und  endlich  einen  Punct  g 
betrachten,  welcher  auf  der  Fläche  6  eine  beliebige  Lage  be- 
sitzt, jedoch  mit  keinem  der  Puncte  p,  q  zusammenfällt.  Es  wird 
uns  dabei  hauptsächlich  um  die  Werthe  zu  thun  sein,  welche 
y   im  Bereiche  eines  jeden  dieser  drei  Puncte  besitzt. 


/ 
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Im  Puncte  p  besitzt  die  Function  f  einen  Pol;  demnach  ist 

/*  in  diesem  Puncte  unstetig,  jedoch  der  Art  unstetig,  dass  ^  im 

Bereich  des  Punctes  stetig  bleibt.  Wir  wissen,  dass  ein  Pol 
jederzeit  durch  ein  Aufspringen  des  Functionswerthes  ins  Un- 
endliche bedingt  wird.    (Vergl.  den  Satz  S.  95.)    Demnach  wird 

/■  im   Puncte  p  unendlich  gross,   mithin  -j  daselbst  gleich  Null 

söiim.    —  Die  Function  y  ist  also  im  Bereich  des  Punctes  p  stetig, 

t»i:i<i    besitzt  in  p  selber  einen  Nullpunct. 

Im  Puncte  q  ist  f  gleich  Null.     Demnach  \^ird  y  daselbst 

***^ tödlich  gross,  mithin  unstetig  sein.  Wir  grenzen  um  den  Puncl 
^  lierwm  ein  Flächenstück  ab,  welches  so  klein  ist,  dass  sämmt- 
**^^Iie  Puncte  p  ausserhalb  desselben  liegen;  ein  solches  Flächen- 
st-Cke^lc  kann  kurzweg  als  ein  um  den  Punct  q  herum  abgegrenztes, 
"  ^  *^  reichend  kleines  Flächenstuck  bezeichnet,  folglich  das  Be- 
^  ^  *  <i  h  des  Punctes  q  genannt  werden.   Innerhalb  dieses  Bereiches 

*^^     die  Function  f  überall  stetig.  —  Die  Function  -j  ist  also  im 

^^'^'^cte  q  unstetig,  jedoch  der  Art  unstetig,  dass  ihr  reciprocer 
^^^**th  f  im  Bereiche  dieses  Punctes  stetig  bleibt;  es  besitzt  dem- 

^^b    die  Function  y  im  Puncte  q  einen  Pol. 

Um  den  Punct  g  herum  wird  sich,  weil  derselbe  mit  keinem 
^ir  Pyncte  p,  q  zusammenfallen  soll ,  ein  Flächenstück  abgrenzen 
^^Sen,  welches  so  klein  ist,  dass  sämmtliche  Puncte  p,  5'ausser- 
^  1  b  dieses  Flächenstückes  liegen ;  ein  solches  Flächenstück  kann 
\^    das  Bereich  des  Punctes  g  bezeichnet  werden.     Innerhalb 
^^ses  Bereiches  wird  dann  die  Function  f  überall  stetig,  und 
^^^ichzeitig  auch  überall  von  Null  verschieden  sein.  —  Die  Func- 

^^*^  —  wird  demnach  im  Bereich  von  g  überall  stetig  sein. 
Wir  ^ehen  somit,  dass  die  Function  y  in  den  Puncten  p,  g 

stetig ^  in  den  Puncten  q  hingegen  unstetig  ist,  ferner,  dass  ihre 
^^rthe  in  den  Puncten  p  gleich  Null,  und  dass  ihre  Unstetig- 
*^^Uen  in  den  Puncten  q  polarer  Natur  sind.    Es  wird  demnach 

"f    eine  Function  sein,  welche  auf  der  gegebenen  Fläche 

^  mit  Ausnahme  einzelner  in  den  Puncten^  liegender 
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Pole  überall  stetig  ist,  und  deren  NuUpuncte  durch 
die  Puncte  p  dargestellt  sind.  Wir  gelangen  mithin  zu 
folgendem  Resultat: 

Ist  eine  Function  f  =  f  (x  +  iy)  auf  einer  gegebenen  Ele- 
mentarfläche  überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole 
daselbst  auch  überall  stetig,  so  gilt  Gleiches  auch  von  der  Func- 
tion  y. 

Sind  jt?!,  P21  Pzy  •  •  •  ^^^  P^^^  wwc?  g^, ,  q^i  q^^  ...  die  Null- 
puncte  von  /",  so  werden  diese  Puncte  p,  q  sämmtlich  durch 
irgend  welche  Zwischenräume  von  einander  getrennt  sein. 

Geht  man  von  der  Function  f  zur  Betrachtung  der  Function 

-j  über^   so    wechseln  die  Puncte  p  und  q  ihre  Rollen,  während 

andererseits  diejenigen  Puncte  der  gegebenen  Elementarfläche,  welche 
mit  keinem  der  Puncte  p,  q  zusammenfallen,  auch  bei  der  Func- 
tion  -j  weder  einen  Pol  noch  einen  Nullpunct  darstellen.*) 

Wir  fugen  noch  eine  Bemerkung  hinzu,  die  sich  nicht  nur 
auf  Elementarflächen,  sondern  auf  ganz  beliebige  Flächen  bezieht; 
es  ist  folgende: 

Ist  E  eine  von  x  +  iy  abhängende,  oder  auch  irgend  welche 
andere  Function,  die  auf  einer  gegebenen  Fläche  überall  eindeu- 
tig, stetig  und  nullfrei  ist,  so  gilt  Gleiches  auf  jener  Fläche 

auch  von  der  Function  -=,  • 
hl 

Dabei   ist  unter  einer  null  freien  Function  eine  Function 

zu  verstehen,  die  auf  der  gegebenen  Fläche  nirgends  Null  wird» 

also  eine  Function,  die  auf  der  Fläche  frei  von  NuIIpunc- 

ten  ist. 


*)  Eine  Function  /*,  welche  die  genannten  Bedingungen  erfüllt, 
zeigt  also  in  BetrefiF  der  hier  betrachteten  Umstände  ganz  dasselbe 
Verhalten,  wie  die  früher  (S.  93)  erwähnte  rationale  Function: 
(x  +  iy  —  qi)  (x  +  iy  —  g>)   ■  »  .  (a?  +  iy  —  Qm) 
(x  +  iy  —  Pi)  (x  +  iy  —  p,)  ...  (x  +  iy -- pn)' 
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Fünfter  Abschnitt    üntersachnng  einer  von  x  +  iy  abhängen- 
den Function,  welche  anf  einer  Elementarflache  überall  eindeutig, 
und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig 
ist    üeber  die  Ordnungszahlen  einer  solchen  Function. 

Es  sei  @  eine  Elementarfläche;  ferner  sei  f{x  +  iy)  oder 
f  [z)  eine  Function,  welche  auf  @  überall  eindeutig  und 
stetig  ist,  und  welche  daselbst  nur  einen  einzigen  bei  a  +  ih 
oder  c  liegenden  Nullpunct  besitzt.  Verstehen  wir  unter 
M  irgend  welche  positive  ganze  Zahl,  so  wird  der  Bruch 

auf  der  Fläche  @,  mit  alieiniger  Ausnahme  des  Punc- 
tes  c,  überall  eindeutig,  stetig  und  nullfrei  sein.  Wie  es  sich 
aber  mit  diesej»  Bruch  im  Puncte  c  verhalten  wird,  ist  zweifel- 
haft, und  jedenfalls  abhängig  von  der  Grösse  der  ganzen  Zahl  M, 
Ist  ilf  klein,  so  kann  der  Bruch  im  Puncte  c  möglicherweise, 
ebenso  wie  sein  Zähler,  den  Werth  0  besitzen;  ist  hingegen  M 
eine  sehr  grosse  ganze  Zahl,  so  wird  der  Bruch  in  jenem  Punct 
unendlich  gross  sein. 

Wir  beschreiben  um  den  Punct  c  eine  beliebig  grosse,  jedoch 
völlig  innerhalb  (S  liegende  Kreisfläche  f.  Die  auf  dieser  Kreis- 
fläche befindlichen  Werthe  der  Function  f  werden  sich  alsdann, 
weil  die  Function  auf*  @,  und  also  auch  auf  l  überall  eindeutig 
und  stetig  ist,  nach  der  Taylor 'sehen  Reihe  entwickeln  lassen 
(Satz,  S.  89).  Ist  demnach  z  irgend  ein  innerhalb  t  liegender  Punct, 
so  wird 
(2)  f{z)  =  /'(c)  +  i^-V  (c)  +  ^-^  f"  (c)  +  . . . . 

sein.  Was  die  in  dieser  Entwickelung  auftretenden  constanten 
Coefficienten 

f(c).  f(c).  r{c). .... 

anbelangt,  so  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  der  erste  dersel- 
ben, nämlich  f(c).  Null  ist,  weil  die  Function  f  nach  unserer 
Voraussetzung  im  Puncte  c  verschwindet.  Es  wäre  möglich ,  dass 
ausser  dem  ersten  noch  irgend  welche  andere  Coefficienten 
Null  sind.  Ja  man  könnte  vielleicht  vermuthen,  dass  unter  Um- 
standen air  jene  Coefficienten  ins  Unendliche  hin  Null 
sein  können.   Solches  ist  aber  nicht  möglich;  wären  nämlich  all* 
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jene  Coefficienten  Null,  so  würde  die  Function  /*,  zufolge  der 
Gleichung  {2),  in  sänuntlichen  Puncten  der  Kreisfläche  (  den 
Werth  Null  besitzen;  nach  unserer  Voraussetzung  soll  sie  aber 
auf  der  gegebenen  Fläche  ©  nur  in  einem  Puncte,  nur  in  c 
Null  werden. 

Es  sind  demnach  nui*  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  ver- 
schwindet der  erste  Qoefficient  allein;  dann  verwandelt  sich  die 
Entwickelung  (2)  in 

(3)  f{z)  =  '^  .|/-(e)  +  £:Z.V(e)  +  ....}. 

Oder  es  verschwindet  ausser  dem  ersten  Coefficienten  auch  noch 
irgend  welche  Anzahl  der  nachfolgenden  Coefficienten;  in  die- 
sem Falle  verwandelt  sich  unsere  Entwickelung,  wenn  wir  den 
ersten  nicht  verschwindenden  Coefficienten  mit  /*("*^(c)  bezeich- 
nen, in: 

(*)   /"W  =  riiS  •  {f'^'^^  +  Si  ^'"""''^'^  +  ••••}• 

Der  erste  Fall  ist  im  Grunde  nichts  Anderes  als  ein  Specialfall 
des  zweiten.  Denn  die  Formel  (3)  ergiebt  sich  aus  der  Formel 
(4),  sobald  man  in  der  letztern  m  =  1  setzt. 

Die  Werthe,  welche  unsere  Function  f  innerhalb  der  Kreis- 
fläche t  besitzt,  lassen  sich  also  jederzeit  darstellen  durch: 

fiz)  =  (z-c)-  ,{A+  B  {z  —  c)  +  C  (^  - c)2  -f  .  . .  .}, 
oder,  was  dasselbe  ist,  durch: 

Hier  ist  m  eine  gewisse  endlicheZahl  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  4, . . .; 
ferner  stellen  hier  A,  B,  C,  , , ,  gewisse  constante  Coefficienten 
vor,  von  welchen  der  erste,  nämlich  A,  von  Null  verschie- 
den ist. 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  stehende  Bruch 

kann  oflenbar  auf  der  Kreisfläche  I  nur  in  denjenigen  Puncten 
verschwinden,  in  welchen  sein  Zähler  verschwindet,  kann  also 
auf  jener  Kreisfläche  nur  im  Puncte  c  verschwinden.  Die  Glei- 
chung (5)  zeigt  aber,  dass  derselbe  in  c  von  Null  verschieden, 
nämlich  gleich  A  ist;  zeigt  also,  dass  der  Bruch  auf  der  Kreis- 
fläche  {   nirgends    verschwindet.    Ausserdem    wird    dieser 
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Bruch,  wie  gleichfalls  aus  (5)  hervorgehl,  auf  jener  Fläche  t 
überall  eindeutig  und  stetig  sein. 

Nun  hatten  wir  bereits  zu  Anfang  einen  Bruch  von  der  Form 

betrachtet,  und  gefunden,  dass  ein  solcher  Bruch,  vorausgesetzt, 
dass  M  irgend  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  vorstellt,  in- 
nerhalb der  gegebenen  Elementarfläche  (S,  mit  Ausnahme  des 
Punctes  6,  überall  eindeutig,  stetig  und  nullfrei  sein 
muss.  Eben  dasselbe  wird  demnach  auch  von  dem  hier  betrach- 
teten Bruche  (6)  gelten.  Und  zugleich  geht  aus  unserer  in  Bezug 
auf  die  Kreisfläche  t  angestellten  Untersuchung  hervor,  dass  bei 
diesem  Bruche  (6)  in  Bezug  auf  die  genannten  drei  Eigenschaften 
im  Puncte  c  keinerlei  Ausnahme  stattflndet.  Somit  ergiebt  sich, 
dass  der  Bruch  (6)  auf  der  ganzen  Fläche  (g  überall  ein- 
deutig, stetig  und  nullfrei  ist.  Wir  haben  also  folgenden 
Satz: 

Ist  fz=if(x  +  iy)  eine  Function ,  welche  auf  einer  gegebenen 
Elementarfläche  ®  überall  eindeutig  und  stetig  ist^  und  welche  da- 
selbst nur  in  einem  einzigen  Puncte  a  +  ib  oder  c  verschwindet: 
und  bezeichnet  man  ferner  unter  den  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferentialquotienten  f^  f\  f"\  ....  den  ersten^  welcher  in  jenem 
Puncte  a  +  ift  oder  c  nicht  verschwindet^  mit  f^^\  so  wird  der 
Bruch 

r(^  +  <y)     ^   ,,er   L_^ 

((^  +  «y)-(«  +  ib)r  ix  +  iy  -  er 

eine  Function  sein,  welche  auf  der  Fläche  ®  allenthalben 
eindeutig,  stetig  und  nullfrei  ist. 

Wir  können  übrigens  diesen  Satz  auch  so  aussprechen: 
Ist  f=:ffx  •\-  iy)  eine  Function,  welche  auf  einer  gegebenen 
Elementarfläche  fö  überall  eindeutig  und  stetig  ist,  und  welche  da- 
selbst nur  in  einem  einzigen  Puncte  x  +  iy  =  c  verschwindet,  so 
werden  sich  die  Werthe  dieser  Function  innerhalb  der  Fläche  (5 
jederzeit  in  folgender   Weise  darstellen  lassen: 

f=  (X  +  iy  ^  er,  E, 

Hier  bedeutet  m  eine  endliche  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  4,  . . ., 
und  E  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function,  welche  auf  der 
Fläche  (5  Überdll  eindeutig,  stetig  und  nullfrei  ist. 
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Wir  wollen  nun  ferner  eine  Function  g>  =»  g)  {x  +  iy)  be- 
Irachlen,  welche  auf  einer  gegebenen  Elementarfläche  @  überall 
ei nd eulig,  überall  null  frei,  und  mil  Ausnahme  eines  einzigen 
m  X  +  iy  =^  c  liegenden  Poles  daselbsl  auch  überall  stetig 
ist.  Zufolge  eines  früheren  Salzes  (S.  102)  verlauschen  die  Pole 
und  Nullpuncle  einer  Function  jedesmal  ihre  Rollen,  sobald  man  . 
von  der  Function  selber  zur  Betrachtung  ihres  reciprocen  Werthes 

übergeht.   Jenem  Salze  zufolge  wird  daher  —  eine  Function  sein, 

welche  auf  der  Fläche  @  überall  eindeutig,  überall  stetig, 
und  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Punctes  c  überall  null  fr  ei  ist, 
also  eine  Function  sein  von  genau  derselben  Beschaffenheit,  wie 
die  zuvor  belrachlele  Function  f.  Somit  ergiebt  sich  durch  An- 
wendung des  vorhergehenden  Satzes,   dass  die  Werthe,  welche 

—  innerhalb  der  Fläche  (S  besitzt,  darstellbar  sind  durch  eine  Formel  ' 
~  =  (a:  +  ly  —  c)«.  E, 

in  welcher  m  eine  endliche  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  4 

und  in  welcher  E  eine  Function  vorstellt,  die  auf  @  überall 
eindeutig,  stelig  und  nullfrei  ist.  Wir  können  dieser  For- 
mel folgende  Gestalt  geben: 

9?  =  (a:  +  ly  —  c)~"*  •  -g, 
oder,  wenn  wir  -=  mit  H  bezeichnen,  auch  folgende: 
(p  =z  [x  +  iy  —  cf"".  H. 

Die  hier  auftretende  Function  H  ist  (man  vgl.  den  Satz  S.  102), 
ebenso  wie  E  selber,  auf  der  Fläche  (S  überall  eindeutig« 
stetig  und  null  frei.     Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Sind  die  Werthe  einer  Function  g>  z=  g)  fx  +  iy)  auf  einer 
Elementarfläche  (S  überall  eindeutig^  überall  nüllfrei^  und  mit  Aus- 
nahme eines  bei  x  +  iy  =  c  liegenden  Poles  daselbst  auch  überail 
stetig^  so  lassen  sich  diese  Werthe  jederzeit  in  folgender  Weise 
darstellen : 

(p=  (x  +  iy  —  cf^.  .  H 
Hier  stellt  m  eine  endliche  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  4,  ..., 
und  H  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  vor,  welche  auf  der 
gegebenen  Fläche  (S  überall  eindeutig^  stetig  und  null  frei  ist. 

Den  hier  betrachteten  Functionen  fnnd  g>  könnten  wir  eod- 
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lieh  noch  eine  ^dritte  Function  t/;  =  tf;  (o?  +  w)  zur  Seite  stellen, 
welche' auf  der  gegebenen  Elementarfläche  6  allenthalben  ein- 
deutig, stetig  und  nullfrei  ist,  welche  also  in  dem  inner- 
halb @  liegenden  Puncte  a;  +  ly  =  c  weder  einen  Pol  noch  auch 
einen  NuUpunct  besitzt  Für  eine  solche  Function  tf;  wurde  sich 
eine  Formel  'aufstellen  lassen,  welche  mit  der  für  f  und  9  ge- 
fundenen analog  ist.     Diese  Formel  wurde  so  lauten 

i^  =  (a:  +  f-y  —  cf.E=E, 
wo  E  wiederum  einfe  Function  vorstellt  die  iimerhalb*  der  Fläche 
(S  überall  eindeutig,  stetig  und  nullfrei  ist.   Während  also 
der  Exponent  von 

X  +  iy  —  c 
bei  /*  positiv,  und  bei  9  negativ  war,  wird  er  bei  der  Func- 
tion tf;  Null  sein. 

Wir  können  nun,  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  die  für  diese 
drei  Functionen  erhaltenen  Ergebnisse  zusammenfassen  zu  einem 
^  einzigen  allgemeinen  Satz ,  der  so  lautet : 

Sind  die  Werthe  einer  Function  /*  =  /*  ^or  +  iy)  auf  irgend 
welcher  Elementarfläche  @  Überall  eindeutig^  und  mit  etwaiger  Aus- 
nahme eines  bei  x  +  iy  =  c  liegenden  Poles  oder  Nullpunctes  da- 
selbst auch  überall  stetig  und  nullfrei^  so  lassen  sich  dieselben 
Jederzeit  in  folgender  Weise  darstellen: 

f  =  (x+  iy  "  cY .  E. 
Hier  bedeutet  fi  eine  endliche  Zahl  aus  der  Reihe 

....  -3,  -2,  -1,  0,  1,  2,  3,  ...., 
und  zwar  eine  Zahl^  welche  positiv,  negativ  oder  Null  ist, 
je  nachdem  c  ein  NuUpunct  der  Function  f  ein  Pol  derselben, 
oder  keines  von  Beiden  ist;  femer  E  eine  von  x  +  iy  abhän- 
gende Function,  welche  auf  der  Fläche  @  überall  eindeutig, 
stetig  und  nullfrei  ist*) 

Der  hier  aufü*etende  Exponent  fi  ist  eine  ganze  Zahl ,  deren 
Werth  sich  in  eigenthümlicher  Weise  durch  ein  gewisses  über 
den  Rand  der  Fläche  @  hinerstrecktes  Integral  darstellen  iässt; 
wie  sogleich  gezeigt  werden  soll. 


*)  Die  Zahl  (i  ist,  wie  wir  später  fS.  112)  sehen  werden,  die  im 
Pnncte  c  Torfaandene  Ordnungszahl  von  f.  In  allen  übrigen  Puucten 
der  Fläche  (£  iit  die  Ordnungszahl  von  f  gleich  Null, 
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Da  die  in  der  vorstehenden  Formel 

(1)  f=  [x  +  iy  —  cy.E 
oder 

(2)  f^{z-cy.E 

vorhandene  Function  E  auf  der  gegebenen  Elementarfläche  @ 
überall  eindeutig,  stetig  und  nullfrei  ist,  so  gilt  (vergl.  d. 

Satz  S.  102)  Gleiches  auch  von  der  Function  ■^.  Auf  die  beiden 
Functionen 

E    und    ^ 

lässt  sich  daher  sofort  ein  früherer  Satz  (S.  92)  in  Anwendung 
bringen.  Diesem  Satze  zufolge  ist  das  über  den  Rand  von  @ 
in  positiver  Richtung  hinerstreckte  Integral 

(3)  /  J  rf^  =  0. 

Und  hieraus  folgt,  wenn  man  für  E  den  aus  (2)  hervorgehenden 
Werth 

einsetzt: 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(g  «  ' 

Das  hier  auf  der  rechten  Seite  befindliche  Integral  ist,  me  wir 
bei  einer  früheren  Gelegenheit  gefunden  haben,*)  gleich  2nu 
Somit  erhalten  wir: 


*)  Das  in  Rede  stehende  Integral  lautet,  wenn  wir  für  den  Augen- 
blick die  Coordinaten  des  an»  Rande  von  @  liegenden  Punctes  z  mit 
a,  ß,  und  die  Coordinaten  des  im  Innern  von  @  befindlichen  Punctes 
c  mit  ö,  h  bezeichnen,  also  z  =^  a  -^  i^  und  c  =  «  +  tft  setzen,  fol- 
gendermassen 

Zufolge  der  Formel  (2)  anf  S.  86  ist  dieses  Integral  aber  gleich  8««. 
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(6)  /f  =  . 


2ni; 


und  gelangen  daher' zu  folgendem  Resultat: 

Für  die  in  dem  vorhergehenden  Satz  auftretende  ganze  Zahl 
gA  gilt  jederzeit  folgende  Formel: 

**  =  h  /t' 

wo  die  Integration  in  positiver  Richtung  über  den  Rand  der  gege- 
benen Elementarfläche  @  hinerstreckt  ist. 

Wir  wenden  uns  zu  einer  allgemeinem  Untersuchung.  Es 
sei  f  =  f{oc  +  iy)  eine  Function,  welche  auf  einer  gegebenen 
Elementarfläche  @  überall  eindeutig,  und  mit  etwaiger 
Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig 
ist  Die  Pole  dieser  Function  mögen  mit  p^,  p^^  ...  und  ihre 
NoUpuncte  mit  q^^  q^^  ...  bezeichnet  werden. 

Da  air  diese  Puncte  Pj,  P2»  •  •  •»  fi'i»  fi'2>  •  •  •  vereinzelt 
fiegen  (vgl.  den  Satz  S.  102),  so  wird  sich  um  jeden  derselben 
herum  ein  Flächenstück  abgrenzen  lassen,  welches  so  klein  ist, 
dass  alle  übrigen  ausserhalb  dieses  Flächenstücks  liegen.  Solche 
Flachenstücke  wollen  wir  uns  wirklich  construirt  denken;  sie 
nögen,  jenen  Puncten  entsprechend,  mit  ))i,  ))2>  ...»  C)i>  C|2,  .  .  • 
bezeichnet  werden. 

Auf  jedes  dieser  Flächenstücke  können  wir  nun  den  so  eben 
aufgestellten  Satz  (S.  107)  in  Anwendung  bringen,  und  erhalten 
alsdann  für  die  in  jedem  derselben  befindlichen  Werthe  von  f 
folgende  Darstellungen: 

in  qi  :      /"=  [x  +  iy  -  q^f' .  E^, 
in  qj  :      /"=  (a:  +  iy  -  q^f^ .  E^, 

\n)f,i      f={x  +  iy^p,r''^.H,, 
in^)^:      f=(x  +  iy-'p.,r'^.H^, 


(1) 


Hier  sind  m^,  iitj,  ...  und  nj,  nj,  ...  irgend  welche  endliche 
Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  4,  ... ;  ferner  stellen  hier  Ä,,  i^j»  •  •  • 
und  Äj,  JSTj»  •  •  •  Functionen  vor,  die  innerhalb  der  ihnen  ange- 
wiesenen Flächenstücke  q^,  q2>  -  .  .  und  p^,  ))2i  .  •  .  eindeutig, 
stetig  und  nullfrei  sind. 
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Der  Symmetrie  willen  mag  diesen  Formeln  schliesslich  nocfad 
eine  letzte  Formel  angereihet  werden,  welche  sich  auf  keinen  de  t3 
Puncte  p,   q^  sondern  im  Gegentheil  auf  alle  übrigen  Puncto ^ 
der  Fläche  (S  beziehen  soll.     Es  sei  g  irgend  ein  Punct,  welcher 
mit  keinem  der  Puncte  p,  q  zusammenfallt.     Um  g  herum  Ynrd 
sich  alsdann  ein  Flächenstück  abgrenzen  lassen,  welches  so  klein 
ist,  dass  jene  Puncte  i?,  q  sämmtlich  ausserhalb  desselben  liegen; 
dieses  Flächenstück  mag  g  heissen.    Für  die  innerhalb  g  befind- 
lichen Werthe  von  f  ergiebt  sich  alsdann,  wiederum  zufolge  des   ^ 
vorhergehenden  Satzes  (Seite  107),  folgende  Darstellung:  1 

(2)  in  g:       f=,[x  +  iy--g)KE,  | 

wo  i?  eine'Function  vorstellt,  die  innerhalb  g  eindeutig,  stetig 
und  nullfrei  ist. 

Für  die  in  den  Formeln  (1)  und  (2)  enthaltenen  Exponenten 
M, ,  mj,  .  .  .  .,  —  w, ,  — «2,  .  .  .  .  und  0  erhalten  wir  (vergl.  den 
Satz  Seite  109)  folgende  Formeln: 


(3) 


m. 


L  rii 

«I 
-ini    J 


1      rdf 
1     rd/ 


Die  Flächenstücke  q,  )),  g  können  charakterisirt  werden  ab.  i 
hinreichend  kleine  Flächenstücke,  die  um  die  Puncte  q,  p^  g  ' 
herum  abgegrenzt  sind,  und  können  demnach  kurzweg  die  Be-. 
reiche  jener  Puncte  genannt  werden. 

In  den  Formeln 

fr^(x  +  iy~q^f'.E^, 
f={x  +  fy^q,f'.E^, 


sind  E^^  E^j  . .  .  Functionen,  die  innerhalb  der  Bereiche  q^,  <|j,  •  • . 
eindeutig,  stetig  und  nullfrei  sind,  mithin  Functionen,  die 
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innerhalb  dieser  kleinen  Fiächenstücke  nahezu  constant  sein 
werden.  Jene  Formeln  zeigen  demnach,  dass  die  Function  f  im  Be- 
reich des  Punctes^i  nahezu  proportional  mit  (ar+ty — q^  \  im 

Bereich  des Punctes ^2  nahezu  proportional  mit  (a:-f  iy — q^  *, 
ist,  u.  s.  w.     Die  Exponenten  mj,  m,,  .  .  .  werden  demnach  im 
Allgemeinen  die    grössere  oder   geringere  Intensität  ausdrucken, 
^it  welcher  das  Nullwerden  der  Function  f  in  den  einzelnen  Punc- 
ten  ^(,  ^2»  •  •  •  •  ^01*  sich  geht;   die  Function  f  wird  nämlich  in 
jedem  dieser  Puncte  gewissermassen  um  so  intensiver  Null  wer- 
den, je  grösser  der  ihm  zugehörige  Exponent  ist.     Wir  können 
demnach  verschiedene  Äxten  von  NuUpuncten  unterscheiden,   in- 
dem wir  jeden  solchen  Punct,  je   nachdem   der  ihm  zugehörige 
Exponent  gleich  1,2,  3,  .  .  .  ist,  einen  Nullpunct  erster,  zwei- 
ter, dritter,  u.  s.  w.  Ordnung  nennen. 

In  gleicher  Weise  könnten  wir  die  bei  den  Polen  Pp  i'2)  -  -  * 
auftretenden  Exponenten  —  W|,  — «2,  .  .  .  .  benutzen,  um  auch 
die  Pole  in  verschiedene  Ordnungen  einzutheilen. 

Zweckmässiger  aber  erscheint  es,  sämmtliche  Puncte  der 
ganzen  gegebenen  Elementarfläche  @  nach  einem  gemeinsamen 
Princip  mit  gewissen  Ordnungszahlen  zu  versehen.  Die  For- 
meln (1)  und  (2)  zeigen  nämlich,  dass  die  Function  /*  im  Bereich 
eines  jeden  zur  Fläche  @  gehörigen  Punctes  a  -f-  ib  immer 
nahezu  proportional  ist  mit  einer  gewissen  ganzen  Potenz  von 

[x  +  iy)  —  (a  +  ih). 
Der  Exponent  dieser  Potenz  ist  es,  welchen  wir  unmittelbar  als 
die  Ordnungszahl  des  Punctes  ansehen  können.  Denn  dieser 
Exponent  giebt,  falls  er  von  Null  verschieden  ist,  durch  sein 
Vorzeichen  zu  erkennen,  ob  der  gerade  betrachtete  Punct  ein 
NuUpanct  oder  ein  Pol  ist,  zugleich  aber  auch  durch  seinen  nu- 
merischen Werth  zu  erkennen,  ob  jener  Nullpunct  oder  Pol 
von  niederer  oder  höherer  Ordnung  ist.  Ferner  giebt  dieser  Ex- 
ponent, falls  er  gerade  gleich  Null  ist,  hierdurch  zu  erkennen,  dass 
der  betrachtete. Punct  weder  ein  Nullpunct  noch  auch  ein  Polist. 

Wir  können  die  in  den  Formeln  (1),  (2),  (3)  enthaltenen  Er- 
gebnisse und  die  damit  zusammenhängende  Defmition  der  Ord- 
nungszahlen in  folgender  Weise  zusammenfassen: 

Ist    eine  Funclicm  f:=^f[x  +  iy)    auf  einer  gegebenen   Ele- 
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meniarfläche  überall  eindeutig  und  mit  etwaiger  Ausnahme  einzeln 
Pole  daselbst  auch  überall  stetig,  so  lassen  sich  die  Werthe^  welcß 
die  Function   auf  jener  Fläche  im  Bereich   eines  beliebig^ 
P  und  es  x  +  iy  =  c  besitzt  —  gleichgültig,  ob  derselbe  ein  Ni 
punct  der  Function,  oder  ein  Pol  derselben,  oder  keines  von  beid^^^ 
ist  —  immer  in  folgender   Weise  darstellen: 

f=(x  +  iy^cf  ,E. 
Hier  bedeutet  (i  irgend  welche  endliche  Zahl  aus  der  Reihe 

-3,-2,-1,0,1,2,3, , 

und  E  eine  von  x  +  ^y  abhängende  Function^  welche  im  Bereic^^ 
des  Punctes  c  eindeutig^  stetig  und  nullfrei  ist. 

Diese  Zahl  ft  soll  in  Zukunft  die  Ordnungszahl  des  Pünc   — 
tes  Cy  oder  genauer  ausgedrückt  die  Ordnungszahl  der  Fune  - 
tion  f  im  Puncte  c  genannt  werden.     Jedweder  Punct  der  ge- 
gebenen Elementarfläche   wird  alsdann  in  Bezug  auf  die  betrach-   - 
tete  Function  f  eine  gewisse  ihm  zugehörige  Ordnungszahl  besitzen, 
AIV  diese  Ordnungszahlen  werden   endliche  ganze  Zahlen  sein; 
sie  werden  positiv  sein  in  den  Nullpuncten  der  Function ^  nega- 
tiv in   den  Polen  derselben,   und  Null  in  allen  übrigen  Puneten 
der  gegebenen  Fläche. 

Gleichzeitig  wird  für  die  in  jedwedem  Puncte  c  vorhandene 
Ordnungszahl  (i  folgende  Formel  gelten: 


1     rdf 


wo  die  Integration  in  positiver  Richtung  um  das  Bereich  des  Punc- 
tes c  herumläuft. 

Sechster  Abschnitt,     üeber    die  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit 

von  Functionen,  welche  ans  anderen  Fnnctione^  auf  rationale 

Weise  zasanimengesetzt  sind. 

Wir  wollen  uns  auf  einer  gegebenen  Elementarflache  @  zwei 
Functionen  f  =  f[x  +  iy)  und  f^  =  f^  [x  +  iy)  ausgebreitet  den- 
ken; beide  seien  daselbst  überall  ^eindeutig,  und  beide  mit 
etwaiger  Ausnahme  eiazelner  Pole  daselbst  auch  über- 
all stetig.  Es  sollen  die  aus  fnndf^  zusammengesetzten  Func- 
tionen 


/ 
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untersucht  werden,  vorausgesetzt,  dass  K  und  K^  irgend  welche 
CoDstanten  sind. 

Zunächst  ist  klar,  dass  diese  drei  neuen  Functionen,  ebenso 
^-i«  f  und  /i  selber,  auf  der  Fläche  6  überall  eindeutig  sein 
w'^rden. 

Fraglich  aber  ist,  wie  es  sich  mit  ihrer  Stetigkeit  oder  Un- 
stc^-tigkeit  verhält.  In  Bezug  hierauf  ist  zunächst  zu  bemerken, 
ds^ss  die  beiden  ersten  nur  in  denjenigen  Puncten  unstetig  sein 
k^Änen,  wo  f  und  /",  unstetig  sind,  und  dass  andererseits  die 
^  Ä^  itte  nur  in  denjenigen  Puncten  unstetig  sein  kann,  wo  f  und 

j^        unstetig  sind;  dass  also  all*  jene  drei  Functionen,  ebenso  wie 

f  "^nd  /\  selber,  auf  der  Fläche  6  immer  nur  in  einzelnen 
^"^^ncten  unstetig  sein  können.  Zn  untersuchen  bleibt  nun  aber, 
^'^ sicher  Art  diese  Untstetigkeiten  sind,  ob  dieselben  polarer,  oder 
^^t^  sie  irgend  welcher  anderer  Natur  sind. 

Zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  sind  die  Ordnungszahlen 
^^r  Functionen  f  und  f^  in  jedem  Punct   der  Fläche  ©  durch 
^^gend  welche  endliche  ganze  Zahlen  dargestellt.    Ist  x  -^  iy  =  c 
^Xn  beliebiger  Punct  auf  jener  Fläche ,  und  sind  fA  und  jn^  die  in 
diesem  Puncte  vorhandenen  Ordnungszahlen  von  f  und  /i ,  so  wer- 
ben sich  die  Werthe,  welche  /"und  f^  im  Bereich  des  Punctes 
c  besitzen,  jederzeit  in  folgender  Weise  darstellen  lassen: 

Vi  =  (^  +  iy  -  cf'  .  ^1 ; 
wo  unter  E  und  E^  zwei  von  x  +  iy  abhängende  Functionen 
zu  verstehen  sind,  welche  innerhalb  des  genannten  Bereiches  ein- 
deutig, stetig  und  nullfrei  sind. 

Wir   betrachten  nun  zuvörderst  die  erste  von  unsern  drei 
Functionen  (1);  sie  mag  F  genannt  werden: 
(3)  F=K.f+K,.f,. 

Zufolge  (2)  werden  sich  die  Werthe,   welche  diese  Function  im 
Bereich  des  Punctes  c  besitzt,  darstellen  lassen  durch: 

Neumani»,  Abel'scho  Inlegrale.  3 
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(4)  F=£:.{x  +  iy  -  cf.  E    +     K,.{x  +  iy  -  c)  '*'.  £,. 

Multipiicirt  man  diese  Formel  auf  beulen  Seiten  mit  (x  +  iy  —  c)  , 
so  efgiebt  sich: 

(5)  {x  +  iy-c)^  .F  = 

=    X.ix  +  iy-c)''+f'.E    +    J^,.(x  +  iy-cf  +  ''\E,. 
Wir  wollen  uns  hier  unter  iJ/  eine  endliche  ganze  Zahl  den- 
ken, und  zwar  eine  Zahl,  welche  so  gross  ist,  dass  die  Exponen- 
ten TJf  +  /it  und  M  +  (l^  beide  positiv  sind*).     Alsdann  werden 
nicht  allein 

E  und  E^, 
sondern  auch 

(^  +  iy  _  0)^+"  und  (X  +  iy  -  cf+>" 
Functionen  sein,  die  im  Bereich  des  Punctes  c  eindeutig  und 
stetig  sind.    Gleiches  wird  demnach,  zufolge  (5j,  auch  von  dem 
Froduct: 

(6)  .    (x  +  iy^cf  ,F 
gelten. 

Dieses  Product  wird  daher,  wie  sich  aus  dem  vorhergehen- 
den Satz  ergiebt,  eine  Function  sein,  deren  Werthe  im  Bereich 
des  Punctes  c  in  folgender  Weise  dargestellt  werden  können: 

(7)  (^  +  iy  —  c)^,jr^(a:  +  iy  —  cf  .  H: 

hier  bedeutet  v  eine  endliche  ganze  Zahl,  nämlich  die  Ord- 
nungszahl des  in  Rede  stehenden  Productes  im  Puncte  c,  und  H 
•eine  Function,  welche  im  Bereich  des  Punctes  c  eindeutig,  stetig 
und  nullfrei  ist.     Aus  (7)  folgt  unmittelbar: 

F  =  [x  +  ty  —  c)  .  H, 

(8)  1  ,      ,    .  .M—v      1 
-  =  (o:  +  ly  -  c)  ,jj 

Beachtet  man  nun,  dass  ^,  ebenso  wie  -ff  selber,  im  Bereich  von 

c  eindeutig,  stetig  und  nullfrei  ist,  so  ergiebt  sich  aus  diesen  bei- 
den Formeln  (8)  sofort,  dass  innerhalb  jenes  Bereiches  entweder 


*)  Eine  derartige  Zahl  M  wird  jederzeit  vorhanden  sein;   denn  (t 
u,  sind,  und  ihrer  Beduetung  zafolge,  endliche  ganze  Zahlen. 
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^  oder  Ti  stetig  sein  muss,  dass  nämlich  ersteres  der  Fall  sein 

^d,   wenn  v  —  M,    letzteres,    wenn   M  —  v   einen    positiven 
^erth  hat. 

Die  Function  F  wird  demnach  im  Bereich   eines  jeden  be- 
liebigen, zur  Fläche  @  gehörigen  Punctes  c  entweder  stetig,  oder 
doch  nur  der  Art  unstetig  sein,  dass  wenigstens  ihr  reciprocer 
Werth  daselbst  stetig  bleibt.    Oder  mit  andern  Worten:  Die  Func- 
tion F  wird  auf  der  gegebenen  Fläche  (^  mit  etwaiger  Ausnahme 
einzelner  Pole  überall  stetig  sein. 

Noch  leichter  ist  die  Untersuchung  der  beiden  andern  in  (1) 
angegebenen  Functionen : 

Aus  (2)  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die  Werthe  dieser  beiden  Func- 
tionen innerhalb  des  Bereiches  von  c  dargestellt  werden  können 
durch : 

[0,  =  (a;  + ty  -  c)'*      '*' .  ^, 

E 
dass  dieselben  also,  falls  man  E,  E^  mit  H,  und   ,,    mit  ^^  be- 

zeichnet,  innerhalb  jenes  Bereiches  dargestellt  werden  können 
durch: 

(11)  [O  =^{x  +  iy^cT  +  ^^,H, 

Da  E  und  E^  im  Bereiche  von  c  eindeutig,  stetig  und  nnllfrei 
sind ,  so  gilt  Gleiches  auch  von  -^  und  ^r  >  mithin  Gleiches  auch 

von  den  Functionen  fZ,  -ff^,  -^,  -^. 

Zufolge  (11)  haben  yAr  nun,  was  die  Werthe  von  O  im  Be- 
reich des  Punctes  c  anbelangt,  folgende  Formeln: 

O^^x  +  iy-cf-^^'.H, 

j=(-  +  a.-c)-(^+^')4,. 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  innerhalb  jenes  Bereiches  jederzeit 
entweder  O  oder  ^  stetig  sein  muss,  dass  nämlich  ersteres  der 

8* 
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Fall  sein  wird,  wenn  fi  +  (ii,  letzteres,  wenn  —  (f*  +  fi^)  positiv 
ist.     Ferner  ist  zufolge  (11)) 

-  =  (a:  +  iy  — c)  '^  ^''h;'^ 
und  hieraus  ergiebt  sich  in  gleicher  Weise,  dass  im  Bereich  des 
Punctes  c  jederzeit  entweder  0^  oder  .- stetig  sein  muss.  Dem- 
nach werden  O  und  (Z>^  zwei  Functionen  sein,  welche  auf  der 
gegebenen  Fläche  @  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  über- 
all stetig  sind. 

Wir  werfen  schliesslich  noch  einen  Blick  auf  die  Formeln  (11): 

0  ={x  +  iy  —  cf  +  ^'.H, 

0,  =  (x  +  iy  —  cf^^',H,, 
Die  hier  auftretenden  Functionen  H  und  71^  sind ,  wie  bereits  be- 
merkt, im  Bereich  des  Punctes  c  eindeutig,  stetig  und  nullfrei. 
Mit  Rücksicht  auf  den  vorhergehenden  Satz  ergiebt  sich  daher, 
dass  die  in  diesen  Formeln  enthaltenen  Exponenten  (i  +  (i^  und 
(i  —  |Ltj  die  Ordnungszahlen  sind,  welche  die  Functionen  0 
und  0y  im  Puncte  c  besitzen.  Nun  sind  aber  (i,  (i^  selber  die 
Ordnungszahlen  der  ursprünglich  gegebenen  Functionen  /,  /i,  aus 
welchen  0  und  0^  durch  Multiplication  und  Division  entstanden 
sind.  Sind  demnach  die  Ordnungszahlen  der  Funtjonen  /*,  f^  in 
irgend  einem  Puncte  c  bekannt,   so  wird  man  die  Ordnungszahl 

des  Productes  0  z=r.f  ,f^   oder  die  des  Quotienten    0^^=  y  m 

diesem  Puncte  c  dadurch  erhalten,  dass  man  jene  beiden  erstge- 
nannten Zahlen  entweder  addirt  oder  subtrahirt. 

Der  Ausgangspunct  unserer  ganzen  Untersuchung  liegt,  wenn 
wir  auf  den  Gang  derselben  zurückblicken,  in  den  Formeln  (2): 

f={x  +  iy  —  cf.E, 

also  in  denjenigen  beiden  Formeln ,  durch  welche  die  Werthe  der  ' 
gegebenen  Functionen  /;  f^  im  Bereich  eines  jeden  beliebigen,  zur 
Fläche  @  gehörigen  Punctes  c  dargestellt  werden  können.     Diese 
beiden  Formeln  bilden  das  Fundament,  von  welchem  unsere  ganze 
Untersuchung  getragen  wird. 
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Besitzt  eine  der  beiden  Functionen ,  z.  B.  /"  auf  der  FJäche  (S, 
einen  allenthalben  constanten,  von  Null  sowohl,  als  auch  von 
Unendlich  verschiedenen  Werth,  etwa  den  Werth  1,  so  wird  die 
erstere  von  jenen  beiden  Fundamentalforweln  zu  ersetzen  sein 
durch : 

oder,  was  dasselbe  ist,  durch: 

f=(x  +  iy  —  cy^.l, 
iu  welcher  der  Exponent  fi  durch  0  vertreten  wird,  und  in  wel- 
cher die  Function  E  durch  1,   also   durch  eine  Grösse  verti-eten 
wird,  die,  ebenso  wie  früher  E,  im  Bereich  des  Punctes  c  ein- 
deutig, stetig  und  nullfrei  ist. 

Wir  haben  demnach,  wenn  wir  den  Fall  betrachten,  dass  f 
den  constanten  Werth  1  besitzt,  dieselben  Fundamentalformeüi 
wie  früher,  nur  mit  der  unwesentlichen  Abänderung,  dass  die 
eine  derselben  alsdann  ein  mehr  spccielles  Gepräge  als  früher 
besitzt.  Daraus  folgt,  dass  unsere  ganze  Untersuchung  auch  für 
jenen  Fall  Schritt  für  Schritt  gültig  bleibt.  Die  von  uns  erhal- 
tenen Resultate  werden  daher  auf  jenen  Fall,  wie  auf  einen  Spe- 
cial fall,  unmittelbar  in  Anwendung  gebracht  werden  können; 
man  wird,  um  von  dem  allgemeinen  Fall  zu  jenem  Specialfall 
überzugehen,  das  mit  1  identisch  gewordene /*  nur  als  eine  Func- 
tion anzusehen  haben,    deren  Ordnungszahl   überall  gleich  0  ist. 

Analoges  würde  natürlich  auch  für  den  Fall  zu  bemerken 
sein,  dass  die  Functionen  /'und  f^  beide  mit  1  identisch  werden. 

Fassen  wir  daher  schliesslich  die  bisher  erhaltenen  Ergeb- 
nisse zusammen,  so  können  wir  uns  darüber  folgendermassen  aus- 
drücken : 

Sind  f  =  f[x  +  iy)  und  f^  =  /"j  (o:  +  iy)  zwei  Functionen, 
die  auf  einer  gegebenen  Elementarfläche  überall  eindeutig  und  mit 
etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  überall  stetig  sind,  so  wird  Glei- 
ches auch  von  den  Functionen 

f.fu 

f 

fx 
gelten y  vorausgesetzt,   dass  man  unter  K,  K^  irgend  welche  Con- 
stanten versteht. 

Sindj  was  die  beiden  letzten  Functionen  anbelangt  y   (i  und  (i^ 
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die  beiden  Ordnungszahlen ,  weiche  f  und  f^  in  irgend  einem  Punct 
der  gegebenen  Fläche  besitzen  ^  so  werdet!  ^  +  ^i  und  ^  —  fL^  die- 
jenigen Ordnungszafden  sein ,    mit   welchen  das  Product  f  •  f\  und 

der  Quotient  ^  in  jenem  Punct  behaftet  sind. 

Zu  den  Functionen  f  und  f^ ,  auf  welche  diese  Sätze  anwend- 
bar sind^  gehört  unter  Ander m  auch  diejenige^  deren  IVerih  über- 
a//  ==  1 ,   und  deren  Ordnungszahl  überall  =  0  ist. 

Von  den  Ausdrücken 

K.f+lL^.f,, 

i 
h 
ist  der  erste  aus  den  beiden  gegebenen  Functionen  durch  Addi- 
tion oder  Subtraction,  der  z\\eite  durch  Multiplication,  der  dritte 
durch  Division  entstanden.  Demnach  können  wir  die  erhalteneu 
Resultate  sofort  ausdehnen  auf  jedweden  Ausdruck»  der  aus  /'und  f^ 
auf  rationale  Weise  zusammengesetzt  ist;  denn  jeder  solcher 
Ausdruck  entsteht  aus  fxxw^f^  dadurch»  dass  man  die  genannten 
Operationen  der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  DiYisiou 
mehrmals  hintereinander  und  in  irgend  welcher  Reihenfolge  in 
Anwendung  bringt. 

Wir  können  aber  die  erhaltenen  Resultate  noch  weiter  aus- 
dehnen, nämlich,  wie  man  leicht  übersieht,  auch  auf  diejenigen 
Ausdrücke  ausdehnen,  welche  nicht  aus  zwei  Functionen  /* und  f^^ 
sondern  aus  beliebig  vielen  Functionen  auf  rationale  Weise 
zusammengesetzt  sind.  Thun  mr  dies,  so  gewinnen  jene  Resul- 
tate eine  Allgemeinheit,  in  welcher  sie  so  lauten: 

Sind  fi,  f2^  '  -  '  •  fa  irgend  welche  von  x  +  iy  abhängende 
Functionen^  welche  auf  einer  gegebenen  El emetitar fläche  überall 
eindeutig  und  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  überall  stetig 
sind^  so  gut  Gleiches  auf  jener  Fläche  auch  von  jedem  Ausdruck 

^  M»  /i»  •  •  •  /  «)> 
der  aus  den  genannten  Functionen   auf  rationale  Weise  zusam- 
mengesetzt ist. 

Sind  demnach  /\ ,  /i,  •  •  .  /*a  und  f^^,  f^\  .  .  .  fß^  von  x  +  iy 
abhängende  Functionen ,  welche  auf  einer  gegebenen  Elementarfläche 
überall  ertideutig  und  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  überall 
stetig  sind,  so  wird  Gleiches  auch  von  dem  Quotienten 
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gelten.  Und  zwar  wird  sich  in  diesem  Fall  die  Ordnungszahl^ 
welche  der  Quotient  in  irgend  einem  Puncte  jener  Fläche  besitzt^ 
dadurch  ergehen^  dass  man  zuerst  die  in  dem  Puncte  vorhandenen 
Ordnungszahlen  von  f^,  f^^  .  .  .  /*«  addirt^  und  sodann  von  der 
erhaltenen  Summe  diejenigen  Ordnungszahlen^  welche  f^^^  /'2^  •  •  fß^^ 
in  dem  Puncte  besitzen^  subtrahirt. 

Zu  den  Functionen  /*,  auf  welche  diese  Sätze  anwendbar  sind^ 
gehört  unter  Anderm  auch  diejenige^  deren  Werth  =  1,  und  deren 
Ordnungszahl  =  0  ist. 

Siebenter  Abschnitt.    Reihen -Entwickelang  einer  von  x  +  ig 

abhängenden  Function;  welche  auf  einer  Kreisfläche  überall 

eindeutig  und  mit  Ansnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch 

überall  stetig  ist. 

Auf  einer  Elementarfläche  (S  seien  irgend  welche  Puncte 
^1  +  iß\y  «2  +  ^/^2'  •  •  •  •»  ^x  +  ißx  gegeben;  der  Kürze  wegen  mag 

«1  +  ißt  =  yi,  «2  +  »/^2  =  72^ «^  +  ^ß^  =  y^ 

gesetzt  werden.  Ferner  seien  TJf ^ ,  iJf 2 ,  .  .  .  M^  beliebig  gewählte 
positive  ganze  Zahlen;  endlich  sei  F  folgende  von  x  +  iy 
abhängende  Function; 

(1)  F=  [x  +  iy-y,)^'  .  [x-i^iy  -  nf'  ....  [x  +  iy-y.f". 
Offenbar  wird  diese  Function  auf  der  Fläche  6  überall  ein- 
deutig und  stetig  sein,  und  mit  Ausnahme  der  Puncte  y  da- 
selbst nirgends  verschwinden;  sie  wird  also  auP  jener  Fläche  von 
Polen  völlig  frei  sein,  hingegen  x  einzelne  Nullpuncte  besitzen, 
die  in  den  gegebenen  Puncten  y  liegen. 

Nun  wissen  wir  (Satz,  Seite  112),  dass  die  Ordnungszahl  einer 
Function  positiv  ist  in  ihren  NuUpuncten,  dass  sie  negativ 
in  ihren  Polen,  und  dass  sie  Null  ist  in  jedwedem  andern  Puncte. 
Die  Ordnungszahl  der  hier  betrachteten  Function  F  wird  dem- 
nach in  den  Puncten  y  positiv,  und  in  allen  übrigen  zur  Fläche  @ 
gehörigen  Puncten  Null  sein. 

Wir  bezeichnen  den  für  die  Function  F  gegebenen  Aus- 
druck (Ij  für  den  Augenblick  mit 

(2)  F={x  +  iy-y,)^'.E; 
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E  wird  dann  ein  Product  vorstellen,  welches  nur  k  —  1  Factoren 
enthält,  und  welches  demgemäss  auf  der  gegebenen  Fläche  @ 
auch  nicht  in  allen  Puncten  y,  sondern  nur  in  yj»  Yz^  •  •  •  y« 
verschwindet,  im  Puncte  y^  hingegen  von  Null  verschieden  ist. 
Daneben  ist  klar,  dass  dieses  Product  E  auf  der  gegebenen 
Fläche  6  allenthalben  eindeutig  und  stetig  bleibt.  Demnach  vdrd 
^  eine  Function  sein,  welche  im  Bereich  des  Punctes  y^  ein- 
deutig, stetig  und  nullfrei  ist. 

Beachten  wir  dies,  so  erkennen  wir  aus  der  Gleichung  (2) 
sofort,  dass  die  Zahl  iü/^  nichts  Anderes  ist,  als  die  Ordnungs- 
zahl der  gegebenen  Function  F  im  Puncte  y^  (Vergl.  die 
Definition  Seite  112.)  Ebenso  werden  natürlich  M^-,  .  .  .  Mx  die  in 
den  Puncten  ^2»  •  •  •  ^j«  vorhandenen  Ordnungszahlen  darstellen. 
Die  Ordnungszahl  von  F  ist  demnach  in  den  Puncten 
,y\f  72>  '  '  '  y*  gleich  M^y  M^,  .  .  .  M^,  in  allen  übrigen  zur 
Fläche  (S  gehörigen  Puncten  hingegen  gleich  Null. 

Es  sei  nun  f=:f{x  +  iy)  irgend  eine  Function,  welche  auf 
der  gegebenen  Fläche  6  überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme  von 
X  einzelnen  Polen  überall  stetig  ist.  Es  sei  bekannt,  dass  diese 
K  Pole  in  den  Puncten  y\*  y^,  -  -  -  yx  Hegen;  im  üebrigen  aber 
sei  die  Function  f  völUg  unbekannt. 

Die  Puncte  y\»yiy  -  -  -  7n  werden  also  Pole  der  Function  f 
sein,  und  alle  übrigen  zur  Fläche  6  gehörigen  Puncte  werden 
theils  NuUpuncte  dieser  Function,  theils  neutrale  Puncte  sein; 
falls  wir  mit  diesem  Namen  einen  Punct  bezeichnen,  in  welchem 
die  Function  weder  einen  Pol  hat,  noch  Null  wird.  Demgemäss 
vard  die  Ordnungszahl  von  f  in  den  Puncten  /i,  ^2»  •  •  •  y^  durch 
irgend  welche  negative  ganze  Zahlen  —n^,  n^,  .  .  .  — n«,  in 
allen  übrigen  Puncten  der  Fläche  (g  hingegen  durch  Zahlen  dar- 
gestellt sein,  die  theils  positiv,  theils  Null  sind. 

Wir  betrachten  endlich    das  aus  den   beiden  Functionen  F 
und  f  gebildete  Product; 
(3)  0  =  F.f. 

Da  F  und  f  auf  der  Fläche  (g  überall  eindeutig,  und  mit  Aus- 
nahme einzelner  Pole  daselbst  überall  stetig  sind,  so  gilt  Gleiches 
auch  von  O ;  wie  sich  aus  einem  kürzlich  gefundenen  Satze  (Seite  117) 
unmittelbar  ergiebt  Zugleich  folgt  aus  jenem  Satz,  dass  die  Ord- 
nungszahlen von  O  dadurch  erhalten  werden  können,  dass  man 
die    von    F   und    f  addirt.     Bezeichnen    wir    nun    die   Puncte 
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^i'^2»-*  -/»iii   ihrer  Gesammtheit  mit  /,  und  alle  übrigen  zur 
^iache  @  gehörigen  Puncte  mit  g,  so  sind: 

in  diesen  Poncten         y  nnd  g 

die  Ordnungszahlen  von  F  gleich       M  und  0, 

femer  die  von  f  gleich    —  n  und  0  od.  pos. ; 
foiglich: 

<2ie  Ordnungszahlen  von  ^  gleich  M—  n  und  0    od.  pos. 

Nehmen  v/ir  die  vorhin  wUlkührlich  gewählten  ganzen  Zahlen 
-M  p    nämlich  die  in  der  Function 

-^  =  (x  +  ly  —  yi)    ' .  (a:  +  ly  —  yj)    ' (^  +  ^y  —  yx)     ' 

enthaltenen  Exponenten  der  Art  an,   dass  sie  mit  den  Zahlen  n 
Sleich  gross  sind,  so  wird  die  Ordnungszahl  des  Productes 

0  =  F.f 
^uf  der  Fläche  (S  allenthalben  Null  oder  positiv  sein. 
Jenes  Product  wird  also  dann  eine  Function  sein ,  welche  auf  der 
^^läche  @  mit  keinerlei  Polen  behaftet  ist,  folglich  eine  Function, 
^'velche  auf  dieser  Fläche  allenthalben  stetig  ist.  Wir  ge- 
langen daher  zu  folgendem  Satz: 

Eine  Function  f  =  f[x  +  iy) ,  welche  auf  einer  gegebenen 
^ietnentar fläche  über  all  eindeutig^  und  mit  Ausnahme  einzel- 
^er*  Pole  überall  stetig  ist^  kann  von  diesen  Polen  jederzeit  be- 
freit werden  durch  Multiplication  mit  einer  gewissen  ganzen  ratio- 
**«/e«  Function  von  x  +  iy. 

Sind  nämlich  a:  +  i y  =  yj ,  o:  +  ly  =  yj'  •  •  •  • '  ^  +  '^  =  y»f 
^»ö  JPo/e,  mit  welchen  die  Function  f  auf  der  gegebenen  Elementarfläche 
behaftet  ist^  und  sind  — n^,  —  Wj»  •  •  •  •  "~^x  ^'^  ^^  diesen  Polen 
vorhandenen  Ordnungszahlen,  so  wird  das  Product  von  f  und  von 

{x  +  iy  —  yi)'*'  {x  +  iy  —  y^f^ {a:  +  iy  —  yx)*"! 

^ne  Function  sein,  welche  auf  jener  Fläche  allenthalben  ein- 
deutig und  stetig  ist. 

Wir  bringen  diesen  Satz  auf  den  Fall  in  Anwendung,  dass 
<Ue  gegebene  Elementarfläche  eine  Kreisfläche  ist.  Lassen  wir 
iin  Uebrigen  alles  ungeändert,  so  wird  also 

(1)  0  =  {x  +  iy-  y,)«'  {x  +  iy-y^"*.:..  (x+  iy-f,)"".  f 
eine  Function  sein,  welche  auf  der  Kreisfläche  allenthalben  ein- 
«eutig  und  stetig  ist,  folglich  eine  Function  sein,  welche,  was 
^nre  lYerthe  auf  dieser  Kreisfläche  anbelangt,  nach  der  Taylor'schen 
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Reihe  entwickelt  werden  kann  (Satz,  S.  89).  Wir  erhalten  dem- 
nach ,  wenn  wir  den  Mittelpunct  der  Kreisfläche  mit  a  +  ih  oder 
c,  und  irgend  welchen  andern  Punct  derselben  mit  x  +  iy  be- 
zeichnen, für  den  in  diesem  letztern  Puncte  vorhandenen  Werth 
von  O  folgende  Darstellung: 

(2)      ^  =  0[c)  +  ^^^^0'(c)  +  ^^±f^O"{c)+.  . 

Bezeichnet  man  die  hier  auftretenden  constanten  Coefßcienten 


^{c).    ia.'(c),  ^jLa>"(c), 


kurzweg  mit  A^  B,  C,  .  .  .,  und  substituirt  man  sodann  diesen 
Werth  von  O  in  die  Formel  (1),  so  ergiebt  sich: 

(3)      f  =         A  +  B(x  +  iy-  c)  +  C{x  +  iy-cy+  ....        . 
{x  +  W  —  Y\)^i  '  (x  +  iy  —  y-i)^  .  .  ,  .  {x  +  iy  —  yx)^^ 
und  diese  Formel  wird,   ebenso  wie  (2),    gültig  sein  an  allen 
Stellen  der  gegebenen  Kreisfläche..    Wir  gelangen  somit  zu  fol- 
gendem Satz: 

Ist  eine  Function  f  z=  f  (x  +  iy)  innerhalb  einer  gegebenen 
Kreisfläche  überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  da- 
selbst auch  überall  stetig^  so  lassen  sich  die  Werthe,  welche  die 
Function  innerhalb  der  Kreisfläche  besitzt,  jederzeit  in  folgender 
Weise  darstellen: 

J  +  B{x  +  ty~c)  +  C{x  +  iy-cy+.... 
(x  +  iy  —  y,)«i  .  {x  +  iy  —  yo)^2  .  ,  ,  ,  (x  +  iy  —  yx)«« 
Hier  stellt  c  den  Mittelpunct  der  Kreisfläche  vor.  Ferner  sind 
unter  yj,  yj»  •  •  •  y»«  ^'^  ^^^^  ^^  verstehen,  mit  welchen  die  Func- 
tion f  auf  jener  Fläche  behaftet  ist:  — n^,  —  «j»  •  •  •  — ^y  ^^ 
die  in  diesen  Polen  vorhandenen  Ordnungszahlen  von  f;  und  end- 
lich A,  B,  C,  ...  gewisse  constante  Coefficienten. 


Achter  Abschnitt,  üeber  die  Snmme  sämmtlicher  Ordnungs- 
zahlen, welche  eine  von  x  +  iy  abhängende  Fnnction  anf  einer 
gegebenen  Elementarfläche  besitzt;  vorausgesetzt,  dass  dieselbe 
auf  jener  Fläche  überall  eindeutig  und  mit  etwaiger,  Ausnahme 
einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig  ist. 

Es  mag  wiederum,  wie  früher,  (g  irgend  welche  Elementar- 
fläche vorstellen,  und  f=f(x  +  iy)  eine  Function  sein,  welche 
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auf  @  eindeutig  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  stetig  ist, 
also  eine  Function ,  welche  (zufolge  des  Zusatzes  S.  100)  innerhalb 
6  auch  nur  einzelne  NuUpuncte  besitzen  wird. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  dass  unsere 
Function  f  auf  der  Fläche  (S  nur  zwei  NuUpuncte  ^j,  q^^  und 
ebenso  auch  nur  zwei  Pole  p^,  p^  besitzt;  ihre  Ordnungszahlen 
auf  der  Fläche  (S  werden  alsdann  (zufolge  des  Satzes  S.  112)  in 
den  Puncten  ^j,  q^  durch  irgend  welche  positive  ganze  Zahlen 
f*i,  (1*2)  in  den  Puncten  p^,  p^  durch  irgend  welche  negative 
ganze  Zahlen  Vj,  Vj,  und  in  allen  übrigen  Puncten  jener  Fläche 
durch  Null  dargestellt  sein.  Bezeichnen  wir  also  die  Summe 
sämmtlicher  Ordnungszahlen,  welche  f  in  allen  Puncten  jener 
Fläche  zusammengenommen  besitzt,  mit  S,  so  wird 
(1)  5  =  fti  +  /»2  +  Vi  +  V2 

sein.  Es  soll  sich  nun  um  die  Ermittelung  dieser  Summe  S,  d.  li. 
um  die  Auffindung  einer  Methode  handeln,  vermittelst  deren  man 
den  Werth  dieser  Summe  in  jedem  gegebenen  Falle  zu  berechnen 
im  Stande  sein  würde. 

Wir  zerlegen  die  gegebene  Elementarfläche  G  (Fig.  20)  dmxh 
irgend  welche  Schnitte  in  vier 
kleinere  Elementarflächen  q, ,  qj, 
'^\>  \<^,  von  welchen  die  erste 
Dur  den  Punct  q^ ,  die  zweite  nur 
?2»  <Jie  dritte  nur  p^,  und  end- 
Üch  die  letzte  nur  pj  *"  ^i^** 
«nthäll.  Auf  der  Fläche  q^  wird 
alsdann  die  Function  f  {z)  überall 
eindeutig  und  stelig,  und  mit  Aus- 
nahme eines  in  y,  liegenden  Null- 
pnnctes  auch  überall  nullfrei  sein. 
Demnach  lässt  sich  auf  diese 
^iäche  sofort  ein  früher  gefundener  Satz  (S.  109)  in  Anwendung 
öfiflgei),  Thun  wir  dies,  so  ergiebt  sich  für  die  in  dem  Puncte  q^ 
'^örAafjjene  Ordnungszahl  ftj  folgende  Formel: 

\_     Cdf 
H  =  27ti   J     f  ' 

p.    ^i«   Integration    in  positiver  Richtung  um  den  Rand   der 
^^^  q^  herumläuft.   In  gleicherweise  ergeben  sich  für  die  in 
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5^2»  Pi)  P2  vorhandenen  Ordnungszahlen  (i2>'^i*  ^2  <Jurch  Betrach- 
tung der  Flächen  ^2*  ^1»  ^2  ^^^  Formeln: 


_    1       rdf 

1      rdf 
^2  =  ^i  J  ~ 


Somit  verwandelt  sich  der  für   S  angegebene  Werth   (1)  in  fol- 
genden: 

q,  a,  ^,  P^ 

wo    jedes    der    vier   Integrale    um  eines  der  vier  Flächenstüeke 
C|i>  <\2,  ))i>  ))2  in  positiver  Richtung  herumläuft. 

Wir  bezeichnen  die  einzelnen  Linienelemente,  aus  welchen 
der  Rand  der  gegebenen  Elementarfläche  (S  besteht,  mit  äs,  und 
andererseits  die  einzelnen  Linienelemente,  aus  welchen  die  zur 
Zerstückelung  von  (S  in  Anwendung  gebrachten  Schnittlinien 
bestehen,  mit  da.  Die  Elemente  ds  und  da  werden  alsdann  die- 
jenigen Linienelemente  sein,  aus  welchen  die  Integrationscurveu 
der  in  (2)  auftretenden  Integrale  zusammengesetzt  sind.  Und 
zwar  wird  jedwedes  Element  ds  immer  nur  in  je  einem,  jed- 
wedes Element  da  hingegen  in  je  zweien  jener  vier  Integrale 
vorkommen. 

Wir  betrachten  zunächst  irgend  eines  unter  den  Elementen 
da,  z.  B.  das  Element  ccß,  welches  sich  (Fig.  20)  auf  der  Grenze 
der  Flächenstücke  q^  und  qj  befindet.  Bei  der  positiven  Umlau- 
fung von  qi  wird  dieses  Element  in  der  Richtung  *a|3,  bei  der 
von  q^  hingegen  in.der  entgegengesetzten  Richtung  ßa  durch- 
wandert werden.  Demnach  werden  die  beiden  in  (2)  auftretenden 
Integrale 


ff    .„a  /^ 


zwei  auf  ccß   bezügliche  Theile   besitzen,   welche  entgegenge- 
setzte Werthe  haben,   und  welche  sich  daher  bei  der  Addition 
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jener  Integrale  gegenseitig   zerstören.     Aehnliches    gilt  für 
jedes  andere  Element  da. 

Wir  betrachten  zweitens  irgend  eines  der  Elemente  ds,  z.  B. 
das  Element  aby  welches  sich  (Fig.  20)  auf  dem  Rande  des 
Flächenstuckes  q,  befindet.  Dieses  Element  wird,  mag  man  nun 
jenes  Flächenstück  q^ ,  oder  mag  man  die  ganze  gegebene  Ele- 
mentarfläche {§:  in  positiver  Richtung  umlaufen,  immer  in  ein 
und  derselben  Richtung,  nämlich  immer  in  der  Richtung  ab 
durchwandert  werden.  Denken  wir  uns  daher  das  um  die  ganze 
Fläche  @  in  positiver  Richtung  herumerstreckte  Integral 


/f 


gebildet,  und  vergleichen  wir  dasselbe  mit  dem  in  (2)  auftreten- 
den Integral 

so  werden  diese  beiden  Integrale  zwei  auf  ab  bezügliche  Thoile 
enthalten,  welche  unter  einander  identisch  sind.  Aehnliches 
wird  naturlich  auch  für  jedes  andere  unter  den  Elementen  ds 
gelten. 

Sondern  wir  daher  in  Gedanken  alle  in  der  Summe 

ff  ^j'f  ^ß  v^ 

q,  A,  P,  >>, 

enthaltenen  einzelnen  Integraltheile  in  zwei  Gruppen,  nämlich 
erstens  in  diejenigen  Integraltheile,  welche  den  Elementen  d<s, 
und  zweitens  in  diejenigen,  welche  den  Elementen  ds  zügello- 
sen; so  werden  die  erstem  sich  gegenseitig  zerstören,  und  die 
letzlern  identisch  sein  mit-  denjenigen  Integraltheilen ,  welche 
in  dem  Integrale  (3)  enthalten  sind.  Daraus  folgt,  dass  der  ganze 
Werth  der  Summe  (4)  durch  das  Integral  (3)  dargestellt  wird. 
Somit  verwandelt  sich  unsere  für  S  aufgestellte  Formel  (2)  schliess- 
lich in  folgende: 

® 

Dieses  Resultat  lässt  sich  natürlich  augenblicklich  verallgc- 
™^^nern,  nämlich  augenblicklich  ausdehnen  auf  den  Fall,    dass 
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die  gegebene  Function  /* innerhalb  der  Fläche  @  irgend  welche 
Anzahl  von  NuUpuncten,  und  ebenso  auch  irgend  welche 
Anzahl  von  Polen  besitzt.  Wir  gelangen  demnach  zu  folgendem 
Satz: 

Ist  eine  Function  f:=^f(x  +  iy)  auf  einer  beliebig  gegebenen 
Elementar  fläche  6  überall  eindeutig  und  mit  etwaiger  Ausnahme 
einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig^  so  ist  das  in  positiver 
Richtung  um  den  Rand  der  Fläche  herumerstreckte  Integral: 

/df 

27 


2m  J     f 


jederzeit  gleich  der  Summe  sämmtlicher  Ordnungszahlen^  welche 
die  Function  auf  jener  Fläche  besitzt. 


Neunter  Abschnitt.    Ueber  den  Werth  eines  g^ewissen  Rand- 
Integrales. 

Ehe  wir  die  Betrachtung  einer  Function  innerhalb  des  Spiel- 
raumes einer  Elementar  fläche  verlassen,  müssen  wir  schliess- 
lich noch  einen  Satz  ableiten,  der  an  und  für  sich  kein  beson- 
deres Interesse  darbietet,  der  aber  mit  Rücksicht  auf  unsere 
späteren  Untersuchungen  von  Wichtigkeit  ist. 

Es  sei  /*  =  /*  [x  +  iy)  eine  Function ,  welche  auf  einer  ge- 
gebenen Elementarfläche  @  allenthalben  eindeutig  und 
stetig  ist;  zugleich  mag  der  Werth  dieser  Function,  wie  er  sich 
bei  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären  herausstellt,  mit 
ü  '{'  iV  bezeichnet  werden,  wo  U  und  V  irgend  welche  von  x 
und  y  abhängende  Functionen  sind.     Ist  nun 

(1)  f{^  +  iy)  =  u  +  iv, 

so  wird  gleichzeitig,  wie  sich  durch  Differentiation  nach  x  und 
nach  y  ergiebt, 

(2)  /•'(-  +  'y)  =  g  +  'g' 

(3)  i.n^  +  iy)  =  '£  +  i% 

sein. 

Bleibt  eine  von  x+iy  abhängende  Function  auf  einer  gegebenen 
Elementarfläche  allenthalben  eindeutig  und  stetig,  so  gilt,  wie  wir 
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früher  (S.  91)  gefunden  haben.  Gleiches  auch  von  ihren  Ablei- 
tungen. Demnach  wird  nicht  allein  f  (x  +  iy),  sondern  ebenso 
gut  auch  f  {x  +  iy)  auf  der  hier  betrachteten  Fläche  ß  über- 
all eindeutig  und  stetig  sein.  Hieraus  aber  folgt  mit  Hin- 
bHck  auf  die  Formeln   (1),  (2),  (3),  dass  Gleiches  auch  von  den 

sechs  i«unctionen  ^^  ^^  w^^  ^>  '^~  >   '^   gelten  muss^  >Vir  kcui- 

nen  demnach  auf  die  Function  U,  und  ebenso  auch  auf  V  un- 
mittelbar einen  früher  (S.  62)  gefundenen  Satz  in  Anwendung 
bringen.  Thun  wir  dies  mit  Kezug  auf  U^  so  erhalten  wir  fol- 
gende Formel: 


=  -ß 


du 

(in 


ds^ 


WO    die   Integration   links  über  die  Flache,  die  rechts  hingegen 
fiber   den   Rand  von  @   hinerstreckt  ist.     Unter  ds  ist  nämlich 
irgend  ein  zum  Rande  von  C^  gehöriges  Linienelement,  und  unter 
n  die  auf  ds  errichtete  innere  Normale  zu  verstehen. 
Nun  ist  (zufolge  des  Satzes  S.  78) 


+  7^/  —  ^' 


(5)  e.^ 

und    ferner,  wenn  wir  (Fig.  21)  die  positive  Randrichtung  der 


Fläche  (§:  mit  s  bezeichnen: 

dU  __    _   dV 

dn  ds 

Fig.  21. 


(6) 


x:<. 


Betrachten  v^ir  das  in  der  positiven  Richtung  des  Randes  fortlau- 
fende^ Linienelement  ds^  und  bezeichnen  wir  den  Anfangspunct 
dieses  Elementes  mit  a,  seinen  Endpunct  mit  ß,  und  die  Werthe, 
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welche  V  in  diesen  beiden  Puncten  besitzt,  mit  F«  und  V^,  so 
verwandelt  sich  die  letztgenannte  Formel  (6)  in: 

^'^  dn  ds 

Und  nunmehr  nimmt  die  in  (4)  aufgestellte  Gleichung  durch  Ein- 
setzung der  Werthe  (5)  und  (7)  folgende  Gestalt  an: 

«'  //{©'+©'}-*=/''"''-.''•'• 

Das  hier  auf  der  rechten  Seite  stehende  Integral    1  U  [Vß  —  FJ 

stellt,  falls  wir  die  Randpuncte  der  Fläche  @,  wie  sie  bei  einer 
positiven  Umlaufung  dieser  Fläche  auf  einander  folgen,  mit 
a,  ß,  y^  d,  , . .  und  die  zugehörigen  Werthe  von  ü  und  V  mit 
üaj  TJß',  TJy,  f/d,...  und  F«,  F^,  Fy,  Fd  » -  *  bezeichnen,  fol- 
gende Reihe  dar.: 

UaiVfi-     Va)+     üß(Vy^     Vß)     +     t^y(Fd-     Fy)+.... 

Diese  Reihe  aber  ist  nichts  anderes,  als  das  durch  positive  Um- 
laufung der  Fläche  @  entstehende  Integral 


/» 


VdV. 
Somit  erhalten  wir  schliesslich: 

also  folgenden  Satz: 

Versteht  man  unter  f  (x  '^r  w)  ^^^^  Function ,  die  auf  einer 
gegebenen  Elementarfläche  @  allenthalben  eindeutig  und  stetig  isfy 
und  bezeichnet  man  den  Werth  dieser  Function^  wie  er  sich  bei 
Sonderung  des  Beeilen  und  Imaginären  herausstellt,  mit 

f(x  +  iy)  ==  U  +  iV, 

so  ist  jederzeit .- 

wo  die  Integration  links  über  die  Fläche,  und  die  Integration 
rechts  in  positiver  Richttmg  über  den  Rand  von  (5  Jiiner- 
streckt  ist. 
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Aus  diesem  Satz  folgt  sofort,  dass  der  Wertli  ded  Integrals 


ß 


niemals  negativ  sein  kann,  dass  derselbe  nämlich  jederzeit  ent- 
weder positiv  oder  Null  ist. 

Wir  vt'oUen  annehmen,   es   trete  der  letztere  Fall  ein,    es 
wäre  also 

(1)  fudV:=:0. 

und  es  wäre  demgemäss  auch 

Oft  y)r/ 

Dieses  letztere  Integral  ist,  weil  die  Werthe  von  ^-,    ~   reell 

sind,  eine  aus  unendlich  vielen,  und  zwar  aus  lauter  positiven 
Gliedern  zusammengesetzte  Summe,  und  kann  daher  nur  dann 
verschwinden,  wenn  alle  diese  Glieder  einzeln  genommen  Null 
sind.     Somit  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (2),  dass 

(3)  i     -»"    f 

auf  der  Fläche  @  allenthalben  gleich  Null  sein  müssen.  Und 
hieraus  folgt,  weil  nach  einem  früher  (S.  78)  gefundenen  Satz 

dU_  dV 

dx  dy  ' 

dl/  _  _dF_ 
dy  dx 

ist,   dass  die  Grössen 

auf  der  Fläche  @  ebenfalls  überall  Null  sein  müssen.  Aus  dem 
Verschwinden  der  Grössen  (3)  und  (4)  ergiebt  sich  sodann  aber 
augenblicklich,  dass  ^und  Fauf  der  Fläche  @  allenthalben  con- 
stant  sind.     Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Ist  die  Function  f  fx  +  iy)  auf  einer  gegebenen  Elementar- 
fläche IS  allenthalben  eindeutig  und  stetig^  tind  bezeichnet  man  den 
JVerth  dieser  Function^  wie  er  sich  bei  Sonderung  des  Reellen 
und  Imaginären  ergiebig  mit 

ffx  +  iy)  ^*ü  +  iV, 

Neuinanti,  AbePsche  Inleg^rale.  9 
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so  ist  das  in  positiver  Richtung  um  den  Rand  von  (S  herumer- 
sireckte  Integral 

füdF 

jederzeit  positiv  oder  Null, 

Der  letztere  Fall^  dass  nämlich  dieses  Integral  gleich  Null 
ist^  kann  nur  dann  eintreten,  wenn  der  Werth  von  f  (x  -^  iy)  auf 
der  Fläche  @  allenthalben  constant  ist. 


Vierte  Vorlesung. 

Functionen  mit  einem  complexen   Argument  in 
ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfiäche. 


Unsere  bisherigen  Untersuchungen  bezogen  sich  beständig 
nur  auf  einen  Theil  der  Werthe,  welche  eine  Function  f{x  +  iy) 
besitzt,  nämlich  immer  nur  auf  solche  Werthe,  welche  innerhalb 
irgend  welcher  Elementarflache  ausgebreitet  werden  können. 
Um  eine  Function  f  [x  +  iy)  in  ihrem  ganzen  Umfange  zu  un- 
tersuchen, werden  wir  eine  ebene  Fläche  in  Anwendung  bringen 
müssen,  welche  sich  nach  allen  Seiten  hin  ins  Unendliche  er- 
streckt; auf  dieser  werden  sich  dann  sänimt liehe  Werthe  der 
Function  ausbreiten  lassen. 

Eine  solche  nach  allen  Seiten  hin  ins  Unendliche  sich 
ausdehnende  Ebene  lässt  sich  nicht  in  elementare  Flächenstucke 
zerlegen;  denn  ein  elementares  Flächenstack  befindet  sich  (zufolge 
der  von  uns  gegebenen  Definition  S.  53)  stets  mit  allen  seinen 
Puncten  in  der  Endlichkeit.  Demnach  können  wir  die  bis  jetzt 
erhaltenen  Sätze,  welche  sich  durchweg  immer  nur  auf  elemen- 
tare Flächenstücke  bezogen,  auch  nicht  dircct  in  Anwendung 
bringen ,  um  etwa  Schritt  für  Schritt  jene  ganze  unendliche  Ebene 
0ZU  durchmustern;  wir  wurden  mit  Hülfe  jener  Sätze  niemals  in 
die  unendlich  fernen  Theile  der  Ebene  hineindringen  können. 

Wir  werden  nun  sogleich  eine  Methode  kennen  lernen,  durch 
welche  dieser  Uebelstand  beseitigt  wird,  eine  Methode,  durch 
welche  es  möglich  wird,  sämmtliche  Werthe  einer  Function 
nach  Belieben  entweder  auf  einer  Kugelfläche  von  endlichem 
Radius,  oder  auf  zwei  von  einander  räumlich  getrennten  ebenen 
Flächenstücken  von  ebenfalls  endlichen  Dimensionen  auszubrei- 

9* 
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ten.  Ersteres  wird  den  Vorthoil  einer  grösseren  Uebersichtlich- 
keit,  letzteres  den  Vortheil  für  sich  haben,  dass  die  bereits  ge- 
fundenen Sätze  dann  unmittelbar  verwendbar  sind. 


Erster  Abschnitt  An  Stelle  der  Horizontalebene,  welche  zur 
räumlichen  Ansbreitong  einer  von  x  +  iy  abhängenden  Function 
bisher  gedient  hat,  wird  eine  mit  dem  Durchmesser  1  beschrie- 
bene Kugelfläche  eingeführt.  Ueber  die  Aenderungen,  welchen 
die  Function  hinsichtlich  ihrer  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit 
hierbei  ausgesetzt  ist 

Wir  werden  im  Folgenden  häufig  mit  einer  KugeWäche,  und 
zwar  stets  mit  einer  Kugelfläche  vom  Durchmesser  Eins 
zu  thun  haben.  Um  die  einzelnen  Puncte  einer  solchen  Kugel- 
fläche  ihrer  Lage  nach  zu  bestimmen,  werden  wir  nicht  die  ge- 
wöhnliche, auf  der  Einfuhrung  von  Meridian-  und  Paralielkreisen 
beruhende  Methode ,  sondern  eine  gewisse  andere  Methode  in  An- 
wendung bringen. 

Es  sei  (Fig.  22)  0  der  höchstgelegene,  €>  der  tiefstgelegene 

Punct  der  gegebenen  Kugelfläche, 
ferner  sei  MN  diejenige  Horizon- 
talebene, von  welcher  die  Kugel  im 
Puncte  0  berührt  wird,  und  end- 
lich seien  OA  und  OB  zwei  in  die- 
ser Ebene  befindliche  ^  auf  einander 
senkrechte  Achsen,  deren  Ausgangs- 
^0^  punct  in  0  liegt.   Die  Lage  irgend 

eines  Punctes  P  auf  der  Kugel  wird  offenbar  vollständig  bestinount 
sein,  sobald  die  Richtung  derjenigen  geraden  Linie  bekannt  ist, 
welche  von  0'  nach  P  hinläuft;  die  Richtung  dieser  Linie  wird 
ihrerseits  aber  wiederum  völlig  bestimmt  sein,  sobald  die  Lage  , 
desjenigen  Punctes  Q  bekannt  ist,  in  welchem  die  Horizontalebene 
-MN  von  der  Linie  getroffen  wird.  Demnach  wird  der  auftler 
Kugelfläche  betrachtete  Punct  P  seiner  Lage  nach  vollständig  be- 
stimmt sein,  sobald  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x^  y  bekannt 
sind ,  welche  der  eben  genannte  Punct  Q  in  Bezug  auf  das  in 
der  Horizontalebene  festgesetzte  Achsensystem  OA^  OB  besitzt. 
Und  es  können  demgemäss  jene  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y 
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geradezu  als  Kogelcoordinaten,  nämlich  geradezu  als  die  Coordi- 
Daten  des  auf  der  Kugel  fläche  liegenden  Puuctes  P  angesehen 
werden.  Solches  soll  nun  in  Zukunft  in  der  That  geschehen. 
ZweiPuDCte,  welche  auf  der  Kugelfläche  und  auf  der  Horizontal- 
ebene  so  zu  einander  liegen,  ^ie  P  und  Q^  werden  alsdann  ein 
und  dieselben  Coordinaten  x^  y^  mithin  auch  ein  und  das- 
selbe Binom  x  +  iy  besitzen.  Demgemäss  können  zwei  derar- 
tige Puncte  in  Zukunft  gleichnamige  Puncte  genannt  werden; 
und  dann  können  ferner  zwei  auf  der  Kugelfläche  und  auf  der 
Horizontalebene  befindliche  Linien-  oder  Flächenstücke  gleich- 
namig heissen,  wenn  die  Puncte  des  einen  gleichnamig  mit  denen 
des  andern  sind. 

Denken  wir  uns  einen  Rotationskegel,  dessen  Scheitelpunct 
in  (t  liegt,  und  dessen  Achse  mit  dem  Kugeldurchmesser  O'O 
zusammenfällt,  so  werden  die  beiden  Kreislinien,  in  welchen  die 
Kugelfläche  und  die  Horizontalebene  von  dem  Mantel  dieses  Kegels 
durchschnitten  werden,  gleichnamige  Linien  sein.  Ist  die 
Oeffnung  des  Kegels,  was  ihre  geringere  oder  grössere  Weite  an- 
belangt, der  Art,  dass  der  Kreis  auf  der  Horizontalebene  den 
Radius  1  besitz!,  so  wird  der  gleichnamige  Kreis  auf  der  Kugel- 
fläche durch  den  Aequator,  d.  h.  durch  den  grössten  Hori- 
zonlalkreis  der  Kugelfläche  dargestellt  sein.  Lässt  man  ferner 
die  Oeffnung  des  Kegels  sich  so  weit  verkleinern ,  dass  der  Kreis 
auf  der  Horizontalebene  unendlich  klein  wird,  also  mit  dem  Puncte 
^  zusammenfallt,  so  wird  der  gleichnamige  Kreis  auf  der  Kugel- 
fläche ebenfalls  mit  0  zusammenfallen.  Lässt  man  ferner  die 
Oeffnung  jenes  Rotationskegels  sich  so  weit  vergrössern,  dass  der 
Kreis  auf  der  Horizontalebene  unendlich  gross  ausfällt,  so  wird 
^^^  gleichnamige  Kreis  auf  der  Kugelfläche  unendlich  klein,  näm- 
Iwh  identisch  mit  dem  Puncte  0'  werden. 

Sind  auf  der  Horizontalebene  und  auf  der  Kugelfläche  irgend 
2^ei  unter  einander  gleichnamige  Kreislinien  gezogen,  und 
bezeichnet  man  den  Radius  der  erstem  mit  r,  so  werden  die 
Koordinaten  für  irgend  welchen  Punct  der  einen  oder  andern 
I^e  durch 

r  ic  =  r  cos  /, 
1  y  =  r  sin  / 

"ärgesiellt  sein,  vorausgesetzt,  dass  man  unter  t  einen  von  0  bis 
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27t  hin  veränderlichen  Winkel  versteht.     Durch  das  Binom 

wird  also,  je  nachdem  gerade  von  der  Horizontalebene,  oder  von 
der  Kngellläche  die  Rede  ist,  entweder  der  auf  jener  Ebene  mit 
dem  Radius  r  construirte  Kreis,  oder  der  gleichnamige  Kreis  aul' 
der  Kugelfläche  bestimmt  sein.  Nimmt  man  in  der  Formel 
X  +  iy  :=  r ,  e*^  für  r  nach  einander  die  Werthe  0,  1,  cx>,  so 
verwandelt  sich  dieselbe  der  Reihe  nach  in: 

X  +  iy  =  0, 
X  +  iy  =  e^, 
X  -jr  iy  =  oo. 

Und  von  diesen  Formeln  wird,  was  ihre  Bedeutung  auf 
der  Kngelfläche  anbelangt,  die  erste  den  Punct  0,  die 
zweite  den  Aequator  der  Kugelfläche,  und  die  dritte 
den  Punct  0'  darstellen. 

Unsere  Methode,  um  sämmtliche  Werthe  einer  be- 
liebig gegebenen  Function  f  {x  +  iy)  auf  der  Kugel- 
fläche auszubreiten,  ist  nun  folgende:  Wir  denken  uns 
zunächst  die  Werthe  von  f  {x  +  iy)  —  nach  der  gewöhnlichen 
Methode  —  auf  einer  Ebene,  und  zwar  auf  der  mit  den  Achsen 
OA^  OB  versehenen  Ilorizontalebene  MN  (Fig.  23)   ausgebreitet. 

Sodann  verpflanzen  wir  diese  Werthe 
^  °  Q  Q     JN   ^^^  ^^^  Ilorizontalebene   nach  der 

Kugelfläche  hin,  und  zwar  jeden 
Werth  von  seinem  ursprünglichen 
Punct  auf  jener  Ebene  nach  dem 
gleichnamigen  Punct  auf  der 
Kugelfläche.  Wir  lassen  also,  um 
^0^  dasselbe  mit  etwas  andern  Worten 

zu  sagen,  die  ursprünglich  auf  der  Horizontalebene  ausgebreiteten 
Werthe  auf  geradlinigen,  gegen  den  Punct  0'  convergirenden 
Bahnen  nach  der  Kugelfläche  hinübergleiten.  Ist  solches  geschehen, 
so  wird  dadurch  die  ursprüngliche  Ausbreitung  der  gegebenen 
Function  auf  der  Horizontalebene  umgewandelt  sein  in  eine  Aus- 
breitung derselben  auf  der  Kugelfläche. 

Um  uns  über  diese  neue  Methode  der  räumlichen  Ausbreitung 
(?iner  Function  näher  zu  orientiren,  betrachten  Mir  zunächst  einige 
Beispiele. 
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Die  Function 

f  —         ^ 

ist,  wenn  wir  sie  uns  auf  der  Horizontalehene  ausgebreitet  den- 
ken, auf  dieser  Ebene  offenbar  überall  eindeutig;  denn  jedem 
Puncte  dieser  Ebene  gehört  ein  bestimmter  Werth  von  x  +  iy 
zu,  und  einem  bestinimten  Werthe  von  x  +  iy  entspricht  immer 
nur  ein  Werth  von  f. 

Fuhren  wir  auf  der  Horizontalehene  ein  Polarcoordinaten- 
System  ein,  bezeichnen  wir  nämlich  die  Entfernung  eines  belie- 
bigen Punctes  vom  Anfangspunct  0  mit  r,  und  den  Winkel,  unter 
welchem  diese  Entfernung  gegen  die  x  Achse  geneigt  ist,  mit  /, 
so  ergeben  sich  für  die  Coordinaten  o:,  y  jenes  Punctes  folgende 
Werthe: 

a;  ::-=  r  .  cos  i, 

y  z=i  r  ,  sin  /, 
mitbin: 

a;  -{-  ly  =:  r  .  (cos  t  -{-  i  .  sin  /). 

Für  unsere  Function  f  erhalten  wir  daher  folgenden  Ausdruck : 
^ cos  2t  —  i  .  sin  2/ 

'  ~  TS 

Hieraus  können  wir  für  jedweden  Punct  r,  /  der  Horizontalehene 
den  zugehörigen  Werth  der  Function  entnehmen.  Für  diejenigen 
Puncte,  welche  sich  auf  einer  unendlich  fernen  um  0  beschrie- 
benen Kreislinie  befinden,  wird  r  =  cx>;  mithin 

^ cos  2/  —  t  .  sin  2^  ^ 

Unsere  Function  hat  also  auf  jener  unendlich  fernen  Kreislinie 
überall  den  Werth  0. 

Projiciren  wir  daher  die  Werthe  der  Function  von  der  Hori- 
zontalebene auf  die  Kugelfläche,  so  wird  auf  den  tiefsten  Punct 
Ö' dieser  Fläche  von  allen  Seiten  her  ein  und  derselbe  Werth, 
nämlich  der  Werth  0  fallen.  Es  wird  also  die  Function  bei  ihrer 
Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  im  Puncte  0'  eindeutig  sein. 
*^3ss  solches  in  den  übrigen  Puncten  der  Kugelfläche  ebenfalls 
«^aftfindet,  versteht  sich  von  selber.*)    ^ 


)   Auf  den  Punct  P  z.  B.  (Fig.  23)   kann  nur  ein  Werth  fallen, 
^^h.  nur  derjenige  Werth,  welcher  ursprünglich  in  Q  vorhanden  war. 
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Gleiches  stellt  sich  heraus,  wenn  wir  die  Function 

Y=  i^  +  iy)' 

untersuchen.  Diese  verwandelt  sich  durch  Einfuhrung  der  Polar- 
coordinaten  in 

/•  =  r*  .  (cos  6i  +  i  .  sin  5/); 

sie  wird  demnach,  wenn  wir  sie  uns  auf  der  Horizontalebene 
ausgebreitet  denken,  auf  dem  um  0  beschriebenen,  unendlich 
fernen  Kreise  überall  ein  und  denselben  Werth,  nämlich 
den  Werth  cx>  besitzen.*)  Verpflanzen  wir  daher  die  Werthe 
dieser  Function  von  der  Horizontalebene  nach  der  Kugelfläche, 
so  wird  auf  den  Punct  0'  vdederum  von  allen  Seiten  her  ein 
und  derselbe  Werth  fallen. 

Ebenso,   me   bei   diesen   beiden   Functionen   7 — p- rr-,  und 

[x  +  iy)^  vnrd  es  sich  aber  überhaupt  auch  mit  jeder  belie- 
bigen rationalen  Function  von  x  +  iy  verhalten.  Jede  solche 
Function  besitzt  die  Form 

.       f__A'  +  B'{x'\-iy)'\-C'{x+iyY-\-  .  .  .  .  +  P^  (a?  +  ty)« 
''^A  +B  (x  +  ty)  +  C  ix  +  iy)^+  ....  +  P  {x  +  iy)-^' 

WO  Ay  By  Cy  ,  .  .  P  uuA  A\  B^ y  c\  ...  JP'  Irgcud  welche  Con- 
stanten vorstellen.     Sind  x,  y  die  rechtwinkligen  und  r,  ^   die 
'  Polarcoordinaten  irgend  eines  Punctes  auf  der  Horizontalebene, 

so  ist 

X  -^r  iy  ^=^  r  (cos  /  +  i  .  sin  t). 

Für  diejenigen  Puncte ,  welche  auf  der  um  0  beschriebenen,  un- 
endlich fernen  Kreislinie  liegen,  wird  r  =  oo,  mithin  auch 

X  +  iy  =^  00. 

Für  X  +  iy  =  00  verwandelt  sich  aber  der  Werth  unserer  Func- 
tion/*, je  nachdem  m  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  n  ist,  in  0, 

P' 
oder  in  -5- ,  oder  in  00.     Verpflanzen  wir  daher  die  Werthe  der 


*)  Es  sollen  nämlich  Grössen,  deren  reciproce  Werthe  0  sind,  mit 
00  bezeichnet,  und  stets  als  Grössen  betrachtet  werden,  die  unter  ein- 
ander identisch  sind.    Demnach  wird  der  Werth  eines  Binoms 

A  +  iB, 
mag  nun  Ay  oper  mag  B,  oder  mögen  gleichzeitig  ^  und  ^  unendlich 
sein,  inmier  als  ein  und  derselbe  angesehen  werden. 
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Function  f  von  der  Horizonlalebene  nach  der  Kugelfläche  hin,  so 
wird  jedes  Mal  auf  den  Punct  0'  von  allen  Seiten  her  ein  und 
derselbe  Werth  fallen;    dieser  ist,   je  nach  Beschaffenheit  der 

Function,  entweder  gleich  0,   oder  gleich  — ,  oder  gleich  cx>. 

Eine  rationale  Function  von  x  +  iy  ist  also  nicht  nur  bei 
ihrer  Ausbreitung  auf  der  Horizonlalebene^  sondern  ebenso  gut 
auch  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  allenthalben 
eindeutig. 

Was  wir  hier  bei  dieser  besonderen  Classe  von  Functionen 
sehen,  gilt  nun  aber  keineswegs  allgemein.  So  ist  z.  B.  die 
Function  • 

sm  (X  +  %y)  =  sin  a; .  — -z J-  i .  cos  a; .  — - — 

auf  der  Horizontalebene  überall  eindeutig.  Untersuchen  wir  aber 
diejenigen  Werthe,  welche  diese  Function  auf  der  um  0  beschrie- 
benen, unendlich  fernen  Kreislinie  besitzt,  so  erhalten  wir  z.  B. 
für  diejenigen  beiden  Puncte,  welche  auf  jener  Kreislinie  in  der 
Verlängerung  der  x  Achse  liegen,  einen  ganz  andern  Werth  als 
für  diejenigen  beiden  Puncte  jener  Kreislinie,  welche  sich  auf  der 
Verlängerung  der  y  Achse  befinden ;  für  die  ersten  beiden  Puncte 
nämlich  einen  zwischen  —  1  und  +  1  liegenden,  im  Uehri- 
gen  ganz  unbestimmten  Werth,  für  die  letzten  beiden  Puncte  hin- 
gegen einen  unendlich  grossen  Werth. 

Verpflanzen  wir  also  die  Werthe  der  Function  sin  (a:  +  iy) 
von  der  Horizontalebene  nach   der  Kugelfläche  hin,   so  werden 
auf  den  tiefsten  Punct  0'  dieser  Fläche  von  verschiedenen  Seiten 
her  sehr  verschiedene  Werthe  fallen.   Es  wird  also  die  Func- 
tion bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  in   jenem  Punct 
O' nicht  ein-,  sondern  vieldeutig  sein.   Allerdings  \nrd  das  nur 
vom  Puncte   0'  allein   gelten;   in  allen   übrigen  Puncten   der 
Kugelfläche   wird  die  Function,   wie  man  sofort  übersieht,  ein- 
deutig sein.   Im  Allgemeinen  ergiebt  sich  aus  unserer  Untersuchung 
^endes  Resultat: 

Mne  Function  f  (x  +  iy),  welche  auf  der  Horizontal  ebene 
^^^thalben  eindeutig  isj,  wird,  falls  man  ihre  Werthe  nach  der 
^^^Ifläche  hin  verpflanzt,  entweder  auf  dieser  Fläche  überall 
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eindeutig  sein,  oder  daselbst  eindeutig  sein  mit  alieiniger  Aus- 
nahme des  Punctes  x  '\r  iy  ^=  cx>*). 

Wir  wollen  nun  ferner  imtersuchen,  wie  es  sich  bei  der 
Verpllanzung  einer  Function  von  der  Horizontalebene  nach  der 
Kugelfläcbe  mit  der  Stetigkeit  oder  ünstetigkeit  derselben 
verbält. 

Wir  betrachten  zunächst  die  beiden  Functionen: 

^        i^  +  iy)'' 
und: 

g>  =  (a;  +  iyf. 
Die  erstere,  nanilich  /;  ist  auf  der  Horizontalebene  mit  Ausnahme 
des  Punctes  0  fiberall  stetig,  und  besitzt  auf  der  um  0  beschrie- 
benen, unendlich  fernen  Kreislinie  den  Werth  Null.  Verpflanzt 
man  diese  Function  nach  der  Kugelfläche  hin,  so  wird  sie,  wie 
sich  augenblicklich  ergiebt,  in  dem  Puncte  0\  xmA  überhaupt 
auf  der  ganzen  Kugelfläche,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Punctes 
0,  überall  stetig  sein. 

Anderei'seits  überzeugt  man  sich  leicht  davon,  dass  die  Func- 
tion q>  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  mit  alleiniger 
Ausnahme  des  Punctes  0'  überall  stetig  ist. 

Von  den  beiden  Functionen  q>  und  f  oder,  was  dasselbe  ist, 

von  den   beiden  Functionen  w  und  -    besitzt  also  jede  auf  der 

Kugelfläche  nur  einen  einzigen  Unstetigkeitspunct,  der  von  fp  liegt 

in  0\  und  der  von  -   in    0.    Die   Function  cp  ist  demnach  — 

können  wir  sagen  —  im  Puncte  0'  unstetig,  jedoch  der  Art 
unstetig,  dass  wenigstens  ihr  reciprocer  Werth,   nämlich  der 

Werth  von  -  daselbst  stetig  bleibt.  Zufolge  der  früher  (S.  94) 
festgesetzten  Deflnition  wird  daher  jener  Unstetigkeitspunct,  wel- 
chen die  Function  q>  in   0'  besitzt,   ein  Pol  ^u  nennen  sein. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  oflenbar,  dass  der  in  0  vor- 
handene Unstetigkeitspunct  von  f  ebenfalls  ein  Pol  ist. 


*)  Unter  dem  Punct  a?  +  ly  =  OO  ist  derjenige  Punct  der  Kugel- 
fläche  zu  verstellen,  welcher  am  tiefsten  liegt  (also  in  Fig.  23  der 
Punct  0').  Die  Bezeichnung  dieses  Punctes  durch  a?  +  ty  =  OO  findet 
ihre  Rechtfertigung  durch  eine  früher  (S.  134)  angestellte  Betrachtung, 
und  wird  im  Folgenden  fortwährend  in  Anwendung  gebracht  werden. 
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Somit  sehen  wir  also,  dass  die  Function  g)  auf  der 
Kugeifläche  mit  Ausnahme  eines  einzigen  in  Obliegen- 
den Poles  überall  stetig  ist,  und  dass  andererseits  die 
Function  f  auf  jener  Fläche  mit  Ausnahme  eines  ein- 
zigen in  0  befindlichen  Poles  überall  stetig  bleibt. 

Zu  ganz  ähnlichen  Resultaten  werden  wir  offenbar  gelangen, 

wenn  wir  irgend  welche  andere  Function  untersuchen,  die  von 

X  +iy  auf  rationale  Weise  abhängt.   Betrachten  wir  z.  B.  die 

Function: 

__  (a?  +  /.y  —  c)  (os  +  iy  —  c) 

'  a?  +  iV  —  y 

und  betrachten  wir  gleichzeitig  den  reciprocen  Wertli  dieser 
Function: 

i  — :  a?  +  !>  —  y 

f  (a?  +  ly  —  c)  (a?  +  ly  —  c) ' 

so  ergiebt  sich,  falls  wir  die  durch  x  +  iy  =  c,  x  +  iy  :=i  c\ 
X  +  iy  =  y  auf  der  Kugeifläche  bestimmten  Puncte  kurzweg  mit 
Ci  c\  y  bezeichnen,  dass  die  Function  f  auf  der  Kugeifläche  mit 
Ausnahme  der  Puncte  0'  und  y  überall  stetig  ist,  und  dass  an? 

dererseits  die  Function  —  auf  jener  Fläche  überall  stetig  ist  mit 

Ausnahme  der  Puncte  c  und  c'.     Wo   also  f  unstetig  ist,  bleibt 

7 stetig.  Daraus  folgt,  dass  die  Unstetigkeitspuncte  von  /"Pole  sind. 

Wir  werden  denuiach  ganz  allgemein  folgenden  Satz  hinstel- 
len können: 

Mne  rationale  Function  vmi  x  +  iy  wird  jederzeit,  bei 
ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugel  fläche,  daselbst  überall  eindeutig, 
^  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig  sein. 


Zweiter  Abschnitt.  Einfdhnmg  der  Antipodenebene.  Unter  den 
▼orsehiedenen  Arten  der  räumlichen  Ausbreitung  einer  Function 
wird  die  Ausbreitung  auf  der  Kugelflache  in  den  Vordergrund 
S^Btellt;  die  Horizontal-  und  Antipodenebene  sind  nämlich  als 
2Wei  durch  Umformung  entstehende  —  übrigens  gleichberech- 
tigte —  Hebenformen  der  Kugelfläche  zu  betrachten. 

Durch  die  Ausbreitung  der  Werthe  einer  Function  auf 
^cr  Kugelfläche  erreichen  wir  ofienbar  den  Vortheil,  dass  wir 
sämmiliche  Werthe  jener  Function  in  der  Endlichkeit  vor  uns 
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haben.  Hingegen  tritt  der  Nachtlieii  ein,  da8S  wir  dann  als  Träger 
dieser  Functionswertlie  nicht  mehr  eine  ebene,  sondern  eine 
krumme  Fläche  haben. 

Um  diesen  Nachtheil  zu  beseitigen,   coustruiren  wir  neben 
der  schon  vorhandenen  Horizontalebene  MN  {Fig.  24),  von  welcher 


Q'      ^ 


die  Kugelfläche  im  Puncte  0  berührt  wird,  noch  eine  zweite  Hori- 
zontalebene M'N\  welche  mit  Jener  Fläche  im  Puncte  0'  in  Be- 
rührung steht.  Zur  leichteren  Unterscheidung  mag  die  Ebene  ilfiV 
nach  wie  vor  die  Horizontalebene,  die  neue  Ebene  3f'iV' hin- 
gegen die  Antipodenebene  genannt  werden. 

Wir  könnten  nun  den  gerügten  Uebelstand  augenblicklich 
dadurch  beseitigen,  dass  wir  die  auf  der  Kugelfläche  ausgebrei- 
teten Functionswerthe  auf  geradlinigen ,  vom  Puncte  0  auslaufen- 
den Bahnen  nach  jener  Antipodenebene  hinübergleiten  lassen. 
Wollten  wir  solches  thun,  so  würden  wir  alsdann  allerdings 
sämmtliche  Werthe  der  betrachteten  Function  auf  einer  ebenen 
Fläche,  aber  auf  einer  Fläche  vor  uns  haben,  welche  sich  ins 
Unendliche  hinerstreckt.  Wir  würden  also  dann  den  in  Rede 
stehenden  Uebelstand  allerdings  beseitigt  haben,  dafür  aber 
würde  derjenige  Uebelstand,  der  zu  Anfang  mit  der  Ausbrei- 
tung der  Function  auf  der  Horizontalebene  verbunden  war,  wie- 
derum zum  Vorschein  gekommen  sein. 

Um  gleichzeitig  beide  Uebelstände,  sowohl  den,  welchen 
die  Krummheit  der  Fläche,  als  auch  den,  welchen  das  Sich- 
hinerstrecken  der  Fläche  ins  Unendliche  mit  sich  bringt,  zu 
beseitigen,  verfahren  wir  in  folgender  Weise: 

Wir  denken  uns  die  Werthe  der  gerade  betrachteten  Func- 
tion auf  der  Kugelfläche  ausgebreitet.  Diese  Kugelfläche  zerlegen 
wii*  durch  ihren  Aequator  in  zwei  Theile,  in  die  obere  und  in 
die  untere  Halbkugel.     Und  nunmehr  projiciren  wir  alle  auf  der 


Functionen  aur  der  Kugelfläche.       '  141 

oberen  Halbkugel  befindlichen  Functionswerthe  von  dem  Puncle  0* 
(Fig.  25)  auf  die  Horizontalebene,  andererseits  alle  auf  der 


1£  (J  W 

unteren  Halbl(ugel  vorhandenen  Werthe  von  0  aus  auf  die  Anti- 
podenebene. 

Alsdanri  werden  sämmtliche  Werthe  der  Function  ausge- 
breitet sein  auf  zwei  ebenen  und    endlichen  Fiächenstucken, 
von  denen  das  eine  in   der  Horizontal-,  das  andere  in  der  Anti- 
podenebene liegt.     Diese  Flächenstfickc  sind  Kreisflächen,  sind 
beide  von  gleicher  Grösse,  und  haben  ihre  Mittelpuncte  in  0  und 
0'.    Diejenigen  Functionswerthe ,   weiche  bei  der  Kugel  auf*deni 
Aequator  liegen,  kommen  bei  diesen  beiden  Kreisflächen  doppelt 
vor.    Es  finden  sich  nämlich   dieselben  wieder  sowohl  auf  dem 
Rande  der  einen,  als  auch  auf  dem  der  andern  Kreisfläche.     Es 
sind  demnach  die  auf  diesen  beiden  Rändern  befindlichen  Werthe 
unter  einander  identisch. 

Statt  durch  den  Aequator,  können  wir  übrigens  die  Kugel- 
fläche auch  durch  irgend  welche  andere  —  durch  eine  beliebig 
Regelmässige  —  Curve  in  zwei  Theile  zerlegen,  von  welchen 
der  eine  den  Punct  0,  der  andere  den  Punct  0'  in  sich  enthält. 
Projiciren  wir  nämlich  alsdann  die  Functionswerthe  des  ersteren 
Theües  von  (/  aus  auf  die  Horizontal-,  und  die  des  letzteren  von 
Öau8  auf  die  Antipodenebene,  so  werden  wir  dadurch  wiederum 
ßiöe Ausbreitung  sämmtlicher  Functionswerthe  auf  zwei  ehe- 
oen  und  endlichen  Flächenstücken  erhalten.  Nur  werden  diese 
i^lächenstücke  jetzt  nicht  kreisförmig,  sondern  von  irgend  welcher 
UDfegelmässigen  Gestalt  sein.  Wiederum  aber  werden  die  auf 
'^  Bande  des  einen  Flächenstuckes  liegenden  Werthe  iden- 
^^sch  mit  denen  sein,  welche  sich  auf  dem  Rande  des  andern 
•»«finden. 

Durch  Anwendung  dieser  Methode  gelangen  wir  zu  einer 
Ausbreitung  sämmtlicher  Werthe  der  Function  auf  zwei  von 
einander  getrennten  elementaren  Flächenstucken;  und  wir  sehen 


I 
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also,  dass  die  früher  gefundenen  Sätze  anwendbar  sein  werden 
zur  Untersuchung  sämmtHcher  Werthe,  welche  die  Function 
überhaupt  besitzt,  d.  h.  zur  Untersuchung  einer  Function  in  ihr  em 
ganzen  Umfange. 

Denken  wir  uns   die  Kugelfläche,    die  Horizontalebene  MN 
(Fig.  26)  und  die  Antipodenebene  M' N'  als  drei  materielle  Flä- 

Fig.  26. 
M ^_ ^ a 


chen,  von  welchen  jede  nach  Belieben  gebogen,  gedehnt  und 
zusammengezogen  werden  kann,  so  wird  es  offenbar  möglich 
sein,  die  Horizontalebene  durch  geeignete  Biegungen  und  Zusam- 
menziehungen in  die  Kugelfläche  umzuformen,  und  sodann  die 
Kugelfläche  ihrerseits  durch  geeignete  Biegungen  und  Dehnungen 
umzuformen  in  die  Antipodenebene.  Wir  wollen  uns  diese  beiden 
auf  einander  folgenden  Umformungen  in  der  Art  bewerkstelligt 
denken,  dass  bei  der  ersteren  die  einzelnen  Puncte  der  Hori- 
zontalebene auf  geradlinigen  nach  0'  hingerichteten  Bahnen  fort- 
gleiten, und  dass  andererseits  bei  der  zweiten  Umformung  die 
zur  Kugelfläche  gehörigen  Puncte  auf  geradlinigen,  von  0  aus- 
strahlenden Bahnen  sich  fortbewegen;  also  der  Art  bewerkstelligt 
denken,  dass  je  drei  zur  Horizontalebene,  zur  Kugelfläche  und 
zur  Antipodenebene  gehörige  Puncte,  welche  (Fig.  26)  so  wie 
<P,  P,  Q'  zu  einander  liegen,  nichts  Anderes  als  drei  verschiedene 
Lagen  ein  und  desselben  Punctes  vorstellen. 

Bei  dieser  Vorstellungsart  erscheinen  die  Horizontalebene, 
die  Kugelfläche  und  die  Antipodenebene  als  unter  einander  iden- 
tisch, nämlich  als  verschiedene  Zustände  ein  und  derselben, 
in  ihrer  Gestalt  veränderlichen  Fläche.  Denken  wir  uns  ferner 
die  gerade  betrachtete  Function  zu  Anfang  auf  der  Horizontalebene 
ausgebreitet,  und  denken  wir  uns  die  Werthe  dieser  Function 
mit  den  einzelnen  Puncten  der  Horizontalebene  imlöslich  verbun- 
den, so  wird  sich  diese  Ausbreitung  der  Function  auf  der 
Horizontalebene,  sobald  wir  die  Horizontalebene  in  der  eben 
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festgesetzten  Art  und  Weise  zuerst  in  die  Form  der  Kugelfläche 
und  sodann  in  die  Form  der  Antipodenebene  bringen,  der  Reihe 
nach  zuerst  vemandein  in  die  Ausbreitung  der  Function 
auf  der  Kugelfläche,  und  sodann  in  die  Ausbreitung  der- 
selben auf  der  Antipodenebene. 

Wir  können  bei  der  Ilorizontalebene  zwei  Seiten  unter- 
scheiden, nämlich  die  der  Kugelfläche  abgewendete,  und  die  der- 
selben zugewendete;  die  erslere  mag  (Fig.  27)  mit  /i,  die  letzlere 


mit  b  bezeichnet  werden.  Und  ebenso  mag  auch  bei  der  Antipo- 
denebene die  der  Kugelfläche  abgcwcudete  Seite  mit  a\  die  ihr 
zugewendete  mit  b'  bezeichnet  werden.  Endlich  mag  bei  der  Kugel- 
fläche selber  die  Aussenseite  a,  und  die  Innenseite  ß  heissen. 

Weiin  wir  nun  wiederum  wie  voi^hin  die  Horizontalebene, 
die  Kugelfläche  und  die  Antipodenebene  als  unter  einander  iden- 
^sch,  nämlich  als  drei  verschiedene  Zustände  ein  und  dersel- 
ben Fläche  ansehen,  so  crgiebt  sich,  falls  wir  in  Gedanken  den 
<^n  Zustand  in  den  zweiten ,  und  diesen  wieder  in  den  dritten 
übergehen  lassen»  sofort,  dass  die  Seiten  a^  or,  a  unter  einander 
identisch,  und  dass  andererseits  die  Seiten  b,  ß,  b'  ebeni'alls  unter 
einander  identisch  sind.  Wollen  wir  also ,  was  die  Ilorizontalebene 
anbelangt,  bei  unserer  bisherigen  Ausdrucksweise  bleiben,  näm- 
•^ch  a  die  obere,  und  b  die  untere  Seite  dieser  Ebene  nennen, 
^niüssen  wir,  falls  wir  uns  keiner  Discontinuität  schuldig  machen 
^^en,  bei  der  Kugelfläche  a  als  die  obere,  ß  als  die  untere, 
"^^  bei  der  Antipodenebene  d  als  die  obere,  und  //  als  die 
Rötere  Seite  bezeichnen. 

5ei  der  Aniipodenebene  wird  demnach  —  ebenso  wie  bei  der 
^^zmtalebene  —  unier  der  oberen  Seite  die  von  der  Kugelfläche 
^h^wendeie  zu   verstehen  sein;  und  andererseits  wird  bei  der 
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Kugelfläche  seiher  unter  der  oberen  Seite  die  Aussenseite  zu 
verstehen  sein. 

Sind  die  Wertlie  irgend  welclier  Function  auf  einer  gegebe- 
nen —  ebenen  oder  krummen  —  Fläche  ausgebreitet,  so  ist  es 
für  die  ßeurtbeilung  dieser  Werthe  durchaus  nicht  gleichgültig, 
ob  wir  dabei  unsern  Standpunct  auf  der  einen,  oder  auf  der  an- 
dern Seite  -der  Fläche  nehmen.  Nun  haben  wir  früher,  wo  wir 
es  immer  nur  mit  der  Horizontalebene  zu  thun  hatten,  unsern 
Standpunct  stets  auf  der  oberen  Seite  dieser  Ebene  genommen. 
Für  einen  stetigen  Fortgang  unserer  Untersuchungen  wird  es  da- 
her durchaus  nothwendig  sein,  dass  wir  diesen  Standpunct  auf 
der  oberen  Seite  der  Fläche  beständig  beibehalten,  dass  wir 
denselben  auch  dann  beibehalten,  wenn  die  Fläche  im  Verlaufe 
unserer  Untersuchung  in  irgend  welchen  andern  Zustand,  z.  ß. 
in  den  der  Kugeüläche  oder  in  den  der  Antipodenebene  übergeht. 
Oder  mit  andern  Worten:  Bei  der  ursprünglich  gegebenen  Hori- 
zontalebene war  unser  Standpunct  auf  der  Seite  a;  demgemäss 
wird,  falls  diese  £bene  in  die  Kugeifläche,  und  sodann  in  die 
Antipodenebene  übergeht,  unser  Standpunct  nach  einander  zuerst 
auf  der  Seite  er,  und  sodann  auf  der  Seite  a  sein.  Wir  gelangen 
somit  zu  folgendem  Ausspruch: 

Nehmen  wir  für  den  Augenblick  an,  die  Kugel  fläche  (Fig.  21) 
wäre  ein  Bild  unserer  Erdkugel,  und  unser  Wohnort  'auf  der 
Erdkugel  wäre  in  0.  Dann  werden  wir  selber  denjenigen  Stand- 
punct haben,  welcher  zur  Beurtheilung  der  auf  der  Horizont al- 
ebene  ausgebreiteten  Functionswerthe  geboten  ist..  Und  gleichzeitig 
werden  unsere  bei  0'  wohnenden  Antipoden  einen  Standpunct 
haben,  wie  er  erforderlich  ist  zur  Beurtheilung  der  auf  der  An- 
tipodenebene  ausgebreiteten   Werthe. 

Solches  muss  für  die  Zukunft  unveränderlich  fest  gehal- 
ten werden,  und  hierin  liegt  auch  der  Grund,  weshalb  die  eine 
Ebene  von  uns  mit  dem  Namen  Antipodenebene  bezeichnet 
worden  ist. 

Es  wird  nun  erforderlich  sein,  in  der  Antipodenebene,  ebenso 
wie  in  der  Horizontalebene,  ein  rechtwinkliges  Achse n - 
System  festzusetzen. 

Die  beiden  a:  Achsen  können  wir  ganz  beliebig  wählen. 
Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  dieselben  parallel  und  von 
gleicher  Richtung  annehmen.     Es  seien  (Fig.  27)  OA  und  O'A' 
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diejenigen    beiden   Linien,    in  welchen  die  Horizontal-   und  die 
^fltipodenebene  von  der  Ebene  desPapieres,  d.  h.  von  einer 
durch  00'  gehenden  Verticalebene  geschnitten  werden;  und  es 
mag  DA  zur  einen,  ffJ'  zur  anderen  x  Aclise  genommen  werden. 
Was  nun  aber  zweitens  die  Wahl  der  beiden  y  Achsen  an- 
belangt, so  haben  wir  hier  nicht  mehr  freie  Iland.    Zufolge  einer 
früher  (S.  72)  getroffenen  Festsetzung   muss  nämlich  die  y  Achse 
zur  or  Achse  jederzeit  so  liegen,  dass  der  auf  der  oberen  Seite 
der    Fläche  im  Anfangspunct  Stehende  und   in  der  Richtung  der 
^c  Achse   Fortsehende  die  y  Achse  zur  Linken  hat.     Bezeichnen 
^^ir  also  die  beiden  y  Achsen  mit  OB  und  0'  ff,  so  müssen  wir, 
falls   wir  in   0  stehen  und  nach  A  hinsehen,   den  Punct  B  zur 
I-inken  haben.   Desgleichen  müssen  unsere  in  ff  stehenden  Anti- 
poden, falls  sie  nach  A'  hinsehen,  den  Punct  ff  zur  Linken  haben. 
Daraus  folgt,  dass  der  Punct  ^hinter,  der  Pimct  ff  hingegen  vor 
^er  Ebene  des  Papiere s  liegt,  dass  mithin  die  beiden  Achsen 
^^  und  ffff  entgegengesetzte  Richtungen  haben.*) 

Bezeichnet  man  also  die  Achsen  in  der  Horizontal  -  und  in  der 
^^iipodenehene  mit  OA,  OB  und  O'Ä,  O'ff,  so  haben  OA,  ffÄ  gleiche 
Dichtung ^  hingegen  OB,  O'ff  entgegengesetzte  Richtungen. 

Es  sei  iß  irgend  ein  Punct  in  der  Horizontalebene;  zugleich 
seien  (Fig.  28)  P  und  Q'  diejenigen  Lagen,  welche  jener  Punct 
"^^ch  einander  annimmt,  so- 
bald sich  die  Horizontalebene 
^^erst  in  die  Kugelfläche,  und 
^ann  in  die  Antipodenebene 
verwandelt. 

Bezeichnen  wii*  die  recht- 
^nkligen  Coordinaten,  welche 
'ßeser  Punct  während  seiner 
^ten  Lage  Q  in  Bezug  auf  die  in  der  Ilorizontalebenc  fcstge- 


Fig.  28. 

0               ö 

A 

N 

( 

Q'      A 

*)  Es  mag,  was  die  hier  festgesetzten  Coordinatenachsen  anbelangt, 
^och  auf  folgenden  Umstand  aufmerksam  gemacht  werden :  Die  Ebenen 
^AB  und  a Ä  ff  sind  (Fig.  27)  zwei  Tangentialebenen  der  Kngelfläche. 
^enkt  man  sich  nun  die  eine  von  diesen  beiden  Tangentialebenen,  z.  B. 
^ö  Ebene  GAB  beweglich,  nämlich  um  die  Kngelfläche  herum  dreh- 
"*'»  so  wird  man  durch  eine  geeignete  Drohung  dieser  Ebene  es  im- 
^^^  dahin  bringen  können,  dass  gleichzeitig  OA  mit  0* A\  un«l  OB  mit 
^^  zur  Deckung  gelangt. 

Neomann,  Abel'schc  Inlcgpralo.  10 
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setzten  Achsen  OA^  OB  besitzt,  mit  a:,  y,  so  werden  die  Kugel- 
coordinaten,  welche  er  während  seiner  zweiten  Lage  P  besitzt, 
zufolge  unserer  früheren  Festsetzung  (S.  133)  durch  dieselben 
Grössen  x,  y  dargestellt  sein.  Anders  verhält  es  sich  mit  denje- 
nigen Coordinaten,  welche  er  während  seiner  dritten  Lage  Q' 
besitzt.  Diese  nämlich  sollen  nach  den  in  der  Antipodenebene 
angenommenen  Achsen  0'A\  0'  JB!  gemessen,  und  mit  x^  y  be- 
zeichnet werden. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  ßeziehungen  untersuchen,  in 
welchen  die  Coordinalen  x\  y  zu  den  ursprunglichen  Coordinaten 
x^  y  stehen.  Wir  bezeichnen  die  Entfernung  des  Punctes  Q  von 
0  mit  r,  ebenso  die  Entfernung  des  Punctes  Q'  von  (/  mit  r. 
Dann  wird,  wenn  wir  unter  E  eine  durch  r  und  r  gelegte  Ver- 
ticalebene  verstehen, 

a:  =  r  cos  (jB,  Oä)^     x  =  r  cos  [E^  0'./), 

y  =  r  cos  [E,  OB),     y   =  r  cos  {E,  O'B!) 

sein.     Da  nun  die  beiden  Achsen   OÄ,    O'Ä  gleiche  Richtung 

haben,  die  Achsen  OB,  O'B^  hingegen  von  entgegengesetzter 

Richtung  sind,  so  ist: 


[E,  OA)  =  (^,  ffÄ),     [E,  OB)  -f  [E,  O'B")  == 

Setzt  man 

also: 

so  wird: 
foifii'lirh  * 

{E,  OA)  =  9>,     [E,  OB)  =  90«  -  g>, 
{E,  O'A')  =  q>,     (E,  &ff)  =  90«  +  g>; 

X\/AKAAV>U  . 

a:  =  r  cos  q>,     x  =  r  cos  g>, 

y  =  r  sin  g>,     y  =  —  r  sin  g>. 

Daraus  ergiebt  sich: 

(1)  ar  +  ly  =  r^*V,     x'  +  iy  =  r  .  ß-'V. 

Nun  sind   (Fig.  28)   die  beiden  Dreiecke  OO'Q  und  OCfff 
ähnlich  mit  dem  Dreieck  OO'P,  also  auch  unter  einander  ähnlich; 

folglich 

OQ  0  0* 

00'  ~  W^' 
d.  i. 

OQ  .  ao'  =  Off .  00' \ 

oder  weil  nach  unserer  Festsetzung  der  Durchmesser  OOf  gleich 
1  ist,  und  OQ,  O'Q'  mit  r,  /  bezeichnet  worden  sind: 

r  .r  ^=-  1. 
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Hierdorcb  verwandeln  sich  die  Formeln  (1)  in 

(2)  X  +  iy=r.  e«y,     x  +  iy  =  y  e"^, 
Deffloach  wird: 

(3)  {X  +  iy)  [x'  +  iy')  =  1. 

Der  PuDct  Q  war  gleichnamig  mit  dem  Punct  P  genannt  wor- 
den —  deswegen,  weil  die  Coordinaten  des  einen  auch  zugleich 
die  des  andern  sind,  ßei  dem  Punct  Q'  findet  solches  nicht  statt; 
doch  sehen  wir  aus  (3),  dass  zwischen  seinen  Coordinaten  und 
zwischen  denen  von  Q  oder  P  wenigstens  eine  sehr  einfache 
Beziehung  stattfindet.  Wir  wollen  den  Punct  Q'  den  mit  den 
Poncten  Q  und  P  correspondirenden  Punct  nennen;  und  ge- 
langen d|inn  zu  folgendem  Satz: 

Versteht  man  unter  a:,  y  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes 
auf  der  Kugel  fläche,  oder,  was  dasselbe  ist^  die  Coordinaten  des 
gleichnamigen  Punctes  auf  der  Horizontal  ebene ,  und  versteht 
man  femer  unter  x\  y  die  Coordinaten  des  mit  jenen  beiden 
correspondirenden  Punctes  auf  der  Antipodenebene;  so  wird 
^nnschen  x,  y  und  x\  y  jederzeit  folgende  einfache  Beziehung 
^anfinden  .- 

(a:  +  iy)  («'  +  W)  =  1- 

Sondert  man  das  Reelle  vom  Imaginären,  so  lässt  sich  diese 
Beziehung  durch  die  beiden  Gleichungen: 

{XX  —  yy    =  l, 
xy    +  xy  =  0, 

^^,  was  dasselbe  ist,  durch  die  beiden  Gleichungen 


x'=  + 


y 


^mien. 

Wir  wollen  nun  fortan,  was  die  räumliche  Ausbreitung  irgend 
^dcher  Function  anbelangt,  die  Kugelfläche  in  den  Vorder- 
Si'Qod treten  lassen,  die  Horizontalebene  aber  und  dieAnti- 
podenebene  nur  als  Nebendinge,  nämlich  als  zwei  unter  ein- 
ander gleichberechtigte  Nebenformen  jener  Fläche  betrachten,  von 
Welchen  bald  die  eine,  bald  die  andere  benutzt  werden  kann,  um 
**ö8  bei  unseren  Untersuchungen  behülflich  zu  sein. 

10* 
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Demgemäss  wird  es  zweckmässig  sein,  die  Puncte  der  Kugel- 
iläche  mit  x^  y^  ferner  die  zur  Horizontal-  und  Antipodenebene 
gehörigen  Puncte  mit  a:®,  t/^  und  x\  y  zu  bezeichnen.  Dabei 
werden  unter  a:,  y  die  zu  Anfang  (S.  133)  definirten  Kugelcoor- 
dinaten,  und  andererseits  unter  cfi^  y^  und  x\  y  diejenigen 
Coordinaten  zu  verstehen  sein,  welche  respective  in  ßezug  auf 
die  in  der  Horizontalflächc  festgesetzten  Achsen  0-4,  OB^  und  in 
Bezug  auf  die  in  der  Antipcdenebene  festgesetzten  Achsen  (/-/,  O'B^ 
(S.  145)  gemessen  sind. 

Ist  a:,  y  irgend  ein  Punct  auf  der  Kugelfläche,  so  werden 
die  mit  ihm  correspondirenden  Puncte  a:^  y®  und  x\  y 
auf  der  Horizontal-  und  Antipodenebene  jederzeit  diejenigen  sein, 
welche  durch  die  Gleichungen 

x^  +  if  =  X  +  iy, 

a;    +  fw    =  — T—r 
^   ^  x  +  ty 

bestimmt  sind. 

Denken  wir  uns  auf  der  Kugel  fläche  irgend  welche  yon 
X  +  iy  abhängende  Function  f  [x  +  iy)  ausgebreitet,  so  wird  der 
dabei  auf  den  Punct  a:,  y  fallende  V^erth  in  drei  verschiedenen 
Gestalten  darstellbar  sein ,  zunächst  nämlich  darstellbar  sein  durch : 

/*(«?  +  iy), 
sodann  aber,  weil  x  +  iy  gleich  x^  +  ijP  und  gleich  -   ,    .  ,  ist, 
auch  darstellbar  sein  durch: 


und  durch: 


f\x+iy)' 


Von  diesen  drei  Ausdrücken,  welche  sämmtlich  ein  und 
denselben  Werth,  nur  in  verschiedener  Gestalt,  darstellen,  wird 
der  erste  den  Vorzug  verdienen,  so  lange  wir  bei  der  Kugel- 
fläche bleiben;  weil  derselbe  unmittelbar  die  Beziehung  angiebt, 
in  welcher  jener  Werth  zu  den  Coordinaten  des  auf  der  Kugel- 
fläche befindlichen  Punctes  a;,  y  steht. 

Verpflanzen  wir  die  Function  nach  der  Horizontalebene 
hin,  so  wird  der  durch  die  drei  Ausdrücke  dargestellte  Werth 
auf  den  Punct  x^\  y^  fallen.  Und  alsdann  wird,  aus  ähnlichem 
Grunde  wie  vorhin,  der  zweite  den  Vorzug  verdienen. 
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Denken  wir  uns  endlich  die  gegebene  Function  von  der  Kugel- 
fläche nach  der  Antipodenebene  hin  verpflanzt,  so  wird  der  durch 
die  drei  Ausdrucke  dargestellte  Werth  auf  den  Punct  ät',  y  fallen. 
Und  alsdann  wird,  wieder  aus  ähnlichem  Grund  wie  früher,  der 
dritte  Ausdruck  vorzuziehen  sein.  Wir  gelangen  demnach  zu 
folgendem  Satz: 

Verpflanzt  man  eine  beliebig  gegebene ,  auf  der  Kugel  fläche 
ausgebreitete  Function  f  (x  +  iy)  nach  der  Horizonialebene  hin^ 
so  wird  auf  jeden  zu  dieser  Ebene  gehörigen  Punct  x^y  y^  ein 
Werth  fallen,  welcher  durch 

f(x^  +f/j 

dargestellt  ist.  Und  verpflanzt  man  andererseits  jene  Function 
nach  der  Antipodenebene  hin,  so  wird  auf  jeden  zur  Antipoden- 
ebene gehörigen  Punct  x\  y   ein   Werth  fallen,  welcher  durch 


ausgedrückt  ist.  Ebenso  wie  also  die  Function  während  ihrer 
ursprünglichen  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  nicht  von  x  und  y, 
sondern  nur  von  dem  einen  Argumente  x  +  iy  abhängig  ist, 
ebenso  wird  dieselbe  nach  ihrer  Verpflanzung  auf  die  Horizontal- 
ebene  nicht  von  x^  und  y^,  sondern  nur  von  dem  einen  Argumente 
x^  +  «y*  abhängen;  und  ebenso  wird  sie  andererseits ,  falls  man 
ihre  Werthe  nach  der  Antipodenebene  hin  verpflanzt,  nicht  von  x 
und  y,  sondern  wieder  nur  von  dem  einen  Argumente  x  +  iy 
abhängig  sein. 


Dritter  Abschnitt.     Eine    von   x  +  iy  abhängende   Fnnctiony 
welche  bei  ihrer  Ansbreitnng  anf  der  Kugelfläche  überall  ein- 
deutig nnd  stetig  ist,  wird  jederzeit  eine  Constante  sein. 

Wir  wollen  uns  auf  der  Kugeifläche  eine  von  x  +  iy  ab- 
hängende Function  f  [x  +  iy)  ausgebreitet  denken,  welche  da- 
selbst rundum  überall  eindeutig  und  stetig  ist,  und  näher 
untersuchen,  von  welcher  Beschafienheit  diese  Function  alsdann 
sein  wird.  Durch  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären  mag 
sich  der  Werth  der  Function  in 


f=U  +  iV 
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verwandeln,  so  dass  also  jedem  Punct  der  Kugelfläche  ein  ge- 
wisser Werlh  von  ü,  und  ein  gewisser  Werth  von.  V  zugehört. 

Wir  zerlegen  die  Kugelfläche  durch  irgend  welchen  Horizon- 
talkreis fiv  in  zwei  Calotten  %^  und  %\  von  welchen  die  erstere 
den  Punct  0  (Fig.  29),  die  letztere  den  Punct  0'  in  sich  enthalten 

Fig.  29. 


o 

mag,  und  verpflanzen  sodann  die  auf  ^^  befindlichen  Functions- 
werthe  nach  der  Horizontal  ebene,  die  auf  ^  befindlichen 
hingegen  nach  der  Antipodenebene.  Dadurch  sind  dann 
sämmtliche  Werthe  unserer  Function  f  ausgebreitet  auf  zwei 
von  einander  getrennten  elementaren  Flächenstücken,  nämlich 
auf  zwei  Kreisflächen  nfin^  und  mn,  von  welchen  die  eine  — 
sie  mag  a®  heissen  —  auf  der  Horizontalebene,  die  andere  — 
sie  mag  a'  genannt  werden  —  auf  der  Antipodenebene  liegt 

Die  auf  der  Kreisfläche  a^  ausgebreiteten  Werthe  von  f  oder 
ü  +  iV  werden,  falls  wir  die  Coordinaten  der  zu  dieser  Fläche 
gehörigen  Puncto  mit  ix}\  t/*  bezeichnen,  nicht  von  x^  und  y^, 
sondern  nur  von  dem  einen  Argumente  x^  +  itf^  abhängen. 
Ausserdem  werden  diese  Werthe,  ebenso  wie  früher  auf  der  Ca- 
lotte  Wy  ebenso  auch  gegenwärtig  auf  der  Kreisfläche  a^  überall 
eindeutig  und  stetig  sein.  Demnach  können  wir  auf  dieselben 
sofort  einen  früher  (S.  128)  gefundenen  Satz  in  Anwendung  brin- 
gen und  erhalten  folgende  Formel: 

in  welcher  das  Integral  links  über  die  Fläche,  und  das  Inte- 
gral rechts  in  positiver  Richtung  über  den  Rand  von  a^  hin- 
erstreckt ist. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich,  was  die  auf  der  Kreisfläche 
a'  ausgebreiteten  Werthe  von  f  oder  U  +  iV  anbelangt,  wenn 
man  die  Coordinaten  der  zu  dieser  Fläche  gehörigen  Puncte  mit 
x\  y  bezeichnet,  die  Formel: 
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«     iX{(i5y+(if )>■*■=/"-. 

a'  a' 

wo  wieder  das  Integral  links  über  die  Fläche,  und  das  Integral 
rechts  in  positiver  Richtung  über  den  Rand  von  a'  hiner- 
streckt ist. 

Es  wird  nun  zuvörderst  nöthig  sein,  dass  wir  die  Randcur- 
ven  von  a®,  a',  und  ebenso  auch  die  von  91^,  21'  näher  unter- 
suchen, namentlich  nöthig  sein,  dass  wir  uns  von  den  positiven 
Richtungen  dieser  Randcurven  eine  klare  Anschauung  ver- 
schaffen. 

Um  bei  irgend  einem  Flächenstücke  die  Richtung,  d.  h. 
die  positive  Richtung  der  Randcurve  zu  ermitteln,  muss  man 
—  so  lautet  unsre  Regel  (Seite  71)  —  auf  der  oberen  Seite  des 
Flächenstückes,  längs  seiner  Randcurve  hin  fortschreiten  und  da- 
bei diejenige  Richtung  wählen ,  bei  welcher  man  das  Flächenstück 
selber  beständig  zur  Linken  hat.  Wendet  man  diese  Regel  auf 
die  vier  Flächenstücke  a^,  a'  und  21^,  21'  an,  und  beachtet  man, 
dass  die  oberen  Seiten  der  beiden  ersten  die  der  Kugel  abgewen- 
deten Seiten  sind,  ferner,  dass  die  oberen  Seiten  der  beiden 
letzteren  durch  die  Aussenseite  der  KugeUläche  dargestellt  wer- 
den*), so  ergeben  sich  unmittelbar  folgende  Bemerkungen: 

Erstens.  Die  Randcurven  der  Calotten  21®  und  21'  sind  beide 
durch  ein  und  dieselbe  Linie,  nämlich  durch  die  um  die  Kugel- 
fläche herumlaufende  Kreislinie  (iv  dargestellt;  je  nachdem  wir 
aber  die  ein e^ oder  die  andere  von  diesen  beiden  Calotten  in 
positiver  Richtung  umlaufen  wollen,  müssen  wir  auf  der  Curve  (iv 
entweder  in  der  einen,  oder  in  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung fortschreiten. 

Zweitens.  Denkt  man  sich  in  0'  einen  leuchtenden 
Punct,  so  wird ,  während  wir  um  die  Calotte  21®  in  positiver  Rich- 
tung herumlaufen,  gleichzeitig  unser  auf  die  Horizontalebene  ge- 
worfener Schatten  in  positiver  Richtung  um  die  Kreisfläche  a® 
herumwandern. 

Drittens.  Denkt  man  sich  in  0  einen  leuchtenden 
Punct,  so  wird,  während  wir  um  die  Calotte  21'  in  positiver  Rich- 


*)  Dass  solches  der  Fall  ist,  folgt  unmittelbar  aus  unseren  früheren 
Betrachtungen  (Seite  143  u.  144).    • 
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lung  herumlaufen,  gleichzeitig  unser  auf  die  Antipodenebene  ge- 
worfener Schatten  in  positiver  Richtung  um  die  Kreisfläche  a' 
herum  wandern. 

Sind  /i,  /*2»  /a»  •  •  •  die  längs  der  Kreislinie  f»v  aufeinander 
folgenden  Werthe  unserer  Function,  so  werden  die  am  Rande  der 
Kreisfläche  a^,  und  ebenso  auch  die  am  Rande  der  Kreisfläche  a' 
aufeinander  fnl^^enden  Werthe  gleichfalls  durch  /"j,  /^//i,  .  .  .  dar- 
geslillt  sein.  Wir  wollen  annehmen,  die  Reihenfolge  /\,  /i,  /j,  ... 
reprasentire  eine  positive  Umlaufung  der  Kugelcalotte  ^^,  d.h. 
die  Werthe  /*i,  A» /'s»  •  •  •  wären  in  solcher  Art  geordnet,  wie 
man  denselben  bei  einer  positiven  Umlaufung  jener  Calotte  be- 
gegnet. Alsdann  wird  durch  jene  Reihenfolge  in  Bezug  auf  die 
andere  Calotte  %'  eine  negative  Umlaufung  dai^estellt  werden; 
wie  sich  solches  aus  der  ersten  Bemerkung  sofort  ergiebt.  Achtet 
man  nun  ferner  auf  die  zweite  und  dritte  Bemerkung,  so  er- 
giebt sich,  dass  die  in  Rede  stehenden  Werthe  /\,  f^^  /i,  . . .  nicht 
nur  um  die  Calotte  ^^,  sondern  auch  um  die  Kreisfläche  a^  in 
positiver  Richtung  herumlaufen;  und  dass  dieselben  anderer- 
seits um  %'  und  a'  in  negativer  Richtung  herumlaufen.  Hier- 
aus aber  folgt,  wenn  vdr  die  Werthe  /i,  /i»  /s  •  .  .  mit  U^  +  t  F,, 
172  +  iFj,   t/j  -H  1F3,  .  .  .  .  bezeichnen,  dass  die  Summe 

üi  (^2  -  Vi)  +  Ü,{V,-  V^+  Ü,{V,-  V^  + 

gleichzeitig  das  in  positiver  Richtung  um  a^  und  das  in  nega- 
tiver Richtung  um  a'  herumlaufende  Integral  f  UdV  darstellt;  oder 
mit  andern  Worten,  dass  jene  Summe  gleichzeitig  den  Werth  von 

+  füdV, 
und  den  von 


-ß 


-JVäV 
a' 
repräsenlirl.    Demnach  sind  die  Werthe  von 

jUd  V     und      Cvd  V 
unter  einander  entgegengesetzt. 
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Und  nunmebr  ergiebt  sieb   durcb  Addition  der  beiden  For- 
meln (1)  und  (2): 

^iim^m  ^^ +/yi(S)'+(i)i-'*-=o- 

öer  Ausdruck  links  ist,  weil  ^-ü,  ö-ü»  ^-»>  ö->     lauter     reelle 

Grössen  sind,  eine  aus  unendlich  vielen,  und  aus  lauter  posi- 
tiven Gliedern  zusammengesetzte  Summe,  und  kann  daher  nur 
dann  verschwinden,  wenn  alle  diese  Glieder  einzeln  genommen 
Null  sind,  d.  b.  nur  ilann  verschwinden,  wenn  erstens  alle  unter 

dem  Integral    1. 1  befindlichen  Grössen  özö»  ;)~ö'   "'^^  gleichzei- 


a" 


%  auch  alle  unter  dem  Integral  I  i  vorhandenen  Grössen  ö-?,  0-7 

a 
Null  sind.    Somit  folgt  aus  der  vorstehenden  Gleichung  (3),  dass 

^ie  Werthe  von  ^,  ^-5  innerhalb  a^  überall  Null  sind,  und  dass 

Oft        /)  // 

andrerseits  die  Werthe   von  5—»,  -^-,  innerhalb  a'  ebenfalls  allent- 

ox     dy 

halben  Null  sind.  Demnach  muss  die  Function  V  selber  auf  a" 
^inen  constanten  Werth  besitzen,  etwa  =  A^  sein,  und  auf  a' 
ebenfalls  einen  constanten  Werth  haben,  etwa  =■  K!  sein. 

Wären  die  Constanten  E}^  und  K*  von  einander  verschieden, 
^^  Wurden  die  auf  der  Kugelfläche  ausgebreiteten  Werthe  unserer 
■^Uoction  /*=  t/  +  iV  unstetig  sein;  denn  längs  der  Kreislinie 
'*^  hin  würden  alsdann  von  beiden  Seiten  verschiedene  Werthe 
^^^  XJ,  mithin  auch  verschiedene  Werthe  von  f  an  einander  grenzen. 
Zufolge  der  gemachten  Voraussetzung  ist  nun  aber  unsere  Func- 
'lon  f  bei  ihrer  Ausbreitung  um  die  Kugelfläche  herum  überall 
stetig;  und  es  müssen  daher  jene  beiden  Constanten  Ä^  und  K' 
^nter  einander  gleich  sein. 

Daraus  folgt,  dass  der  reelle  Theil  IJ  unserer  Function  auf 
^^^  Kugelfläche  allenthalben  gleich  ein  und  derselben  Constanten 
^^in  muss.  Nun  ist,  weil  /*=  t/  +  1  F  eine  von  x  +  iy  ab- 
^^ngende  Function  vorstellt,  zufolge  eines  früheren  Satzes  (Seite  78): 

du  ___dV 
dx        dy  '^ 

dy  ^a?  ' 
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folglich,  weil  ü  constant  ist: 


0  = 


dy 


^  —  dy' 
Hieraus  aber  ergiebt  sieb,   dass   V  ebenfalls  auf  der  Kugelfläche 
allenthalben  constant  sein  muss.     Somit  gelangen  wir  zu  folgen- 
dem Satz: 

Ist  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  bei  ihrer  Ausbrei- 
tung auf  der  Kugelfläche  überall  eindeutig  und  stetig^  so 
ist  sie  eine  Constante, 


Vierter  Abschnitt.    Eine  von    x  +  iy  abhängende  Function, 
welche  bei  ihrer  Ansbreitnng  anf  der  Kngelflaohe  überall  ein- 
deutig nnd  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall 
stetig  ist;  wird  jederzeit  eine  rationale  Function 
von  X  +  iy  sein. 

Wir  wollen  uns  nunmehr  zur  Untersuchung  von  Functionen 
wenden,  welche  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  nicht 
überall  stetig,  sondern  daselbst  nur  mit  Ausnahme  einzel- 
ner Pole  stetig  sind. 

Es  sei  fz=zf[x  -f-  iy)  eine  Function,  welche  bei  ihrer  Aus- 
breitung auf  der  Kugelfläche  in  irgend  einem  Puncte  dieser  Fläche 
— :  er  mag  P  genannt  werden  •—  einen  Pol  besitzt  (Fig.  30). 
Diese  Function  wird  alsdann  (vergl.  S.  94)  im  Puncte  P  unstetig, 

jedoch  der  Art  unstetig  sein,  dass  ihr  reciprocer  Werth  ~   im 

Bereiche  jenes  Punctes  stetig  bleibt. 

Verpflanzen  wir  nun  die 
Function  von  der  Kugelfläche 
nach  der  Horizontalebene  hin. 


und  bezeichnen  wir  denjeni- 
gen Punct  dieser  Ebene,  wel- 
cher zu  P  in  Correspondenz 
steht,  oder  mit  P  gleicbna- 
0'  V  mig  ist,    mit    P®,    so    wer- 

den die   im  Bereich    des   Punctes  P  befindlichen  Werthe  von  f 

und  von  j  gegenwärtig  auf  das  Bereich  des  Punctes  P^  zu  liegen 
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tarn men.  Und  bei  dieser  Verpflanzung  werden  offenbar  die  Wertbe 
/"ilire  Unstetigkeit,  und  die  Werlhe  -j  ihre  Stetigkeit  ungeändert 
beibehalten. 

Somit  wird  also  die  Function  f  bei  ihrer  Ausbreitung  auf 
der  Horizontalebene  im  Bereiche  des  Punctes  i^  unstetig,  jedoch 
der     Art  unstetig  sein,  dass  wenigstens  ihr  reciprocer  Werth 

T  daselbst  stetig  bleibt.    D.  h.  sie  wird  im  Puncte /^  einen  Pol 
besitzen. 

Aehnliches  wurde  sich  offenbar  auch  dann  herausgestellt  haben, 
wenn  wir  die  Function  von  der  Kugelfläche  nicht  nach  der 
Horizontal-,  sondern  nach  der  Antipodenebene  verpflanzt  hätten. 
Den  in  />  Hegende  Pol  wird  sich  nämlich  in  diesem  Falle  nach 
der  Antipodenebene  hin  verpflanzen,  und  zwar  wiederum  nach 
demjenigen  Puncto  P'  dieser  Ebene  hin,  welcher  mit  P  in  Cor- 
respondenz  steht. 

I>%e  PolCy  mit  welchen  eine  auf  der  Kugel  fläche  ausgebrei- 
tete Function  etwa  behaftet  ist^  werden  also^  falls  man  die  Fünc- 
tion,  flach  der  Horizontal-  oder  nach  der  Antipodenebene  hin  ver- 
Pfl^^izt^  nach  wie  vor  Pole  bleiben:  werden  nämlich,  sobald  jene 
^^^"jjflanzung  ausgeführt  wird,  in  den  correspondirenden  Puncten 
^^^  einen  oder  andern  Ebene,  wiederum  als  Pole,  zu  Tage  treten. 
Es  sei  f  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function,  welche  bei 
ihr^i-  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  überall  eindeutig  und  mit 
Ausnahme  eines  einzigen  in  Cf  liegenden  Poles  daselbst  auch 
überall  stetig  ist. 

Wir  zerlegen  die  Kugelfläche  durch 

eiaen  beliebigen  Horizontalkreis  fAv  in  zwei 

Calotten  21®  und  3[',  von  welchen  letztere 

deti  Punct  ff  (Fig.  31)  in  sich  enthalten 

soll.    Sodann  nehmen  wir  die  Antipo- 

denebene,   von  welcher  die  Calotte  21' 

to  Puncte  ff   berührt  wird,   zu  Hülfe,      ^ 

und  denken  uns  jene  Ebene  belastet  mit     ^'  o* 

gewissen  Functionswerthen.     Diese  Werthe  —  sie  mögen  mit  9 

bezeichnet  werden  ~  sollen  identisch  mit  denjenigen  sein,  welche 

^^  die  Antipodenebene   fallen   würden,   wenn   man  die  auf  der 

Calotte  21'  vorhandenen  Werthe  f  nach  jener  Ebene  (von  0  aus) 
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projiciren  wollte.  Es  werden  demnach  die  Werlhe  g>  nur  einen 
Tiieil  der  Antipodenebene,  nämlicti  nur  eine  gewisse  Kreis- 
fläche rn  n  bedecken,  weiche  ihren  Mittelpunct  in  O'  hat  und 
mit  a'  bezeichnet  werden  mag.  Und  zwar  wird  jeder  zu  dieser 
Kreisfläche  gehörige  Punct  a;',  y  mit  einem  Werthe  g>  belastet 
sein,  der  identisch  mit  demjenigen  Werthe  f  ist,  welchen  der 
correspondirende  Punct  a;,  y  der  Kugelfläche  zu  tragen  hat. 

Ebenso  wie  die  Werthe  f  auf  der  Calotte  21'  überall  eindeu- 
tig, und  mit  Ausnahme  eines  in  0'  liegenden  Poles  überall  stetig 
sind,  ebenso  werden  auch  die  Werthe  g?  auf  der  Kreisfläche  a' 
überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme  ehies  in  0'  liegenden  Poles 
überall  stetig  sein.  Und  da  ferner  die  Werthe  f  nicht  von  x 
und  y,  sondern  nur  von  dem  einen  Argumente  x  +  iy  ab- 
hängen, so  werden  die  auf  der  Kreisfläche  a'  vorhandenen  Werthe 
9  ebenfalls  nicht  von  a;'  und  y,  sondern  nur  von  dem  einen 
Argumente  x  +  iy   abhängig  sein  (S.  149). 

Wir  können  demnach  auf  die  zur  Elementarfläche  a'  gehöri- 
gen. Puncte  x^  y  und  auf  die  in  diesen  Puncten  vorhandenen 
Werthe  9  sofort  einen  früher  (S.  122)  gefundenen  Satz  in  An- 
wendung bringen,  und  erhalten  dann  für  jene  Werthe  folgende 
Entwickelung: 


(1)  g>  = 


^  +  ^(g^-  +  iy')  +  C{x'  +  iyy  +  . 
{x  +  iy'Y 


wo  A^  B^  C  .  ,  .  irgend  welche  Constanten  vorstellen,  und  n  eine 
endliche  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Wir  können  diese  Ent- 
wickelung offenbar  auch  so  darstellen: 


+  Q  +  Rix'  +  iy')  +  S{x'^+  iy'f  + 


wo  P^  Qy  R,  S^  .  ,  ,  ebenso  wie  ^,  ^,  C,  .  .  .  irgend  welche  con- 
stante  Coefficienten  vorstellen.  Diese  Entwickelung  wird  conver- 
gent  und  gültig  sein  innerhalb  der  ganzen  Kreisfläche  a%  näm- 
lich für  jeden  Punct  x\  y  dieser  Fläche  den  zugehörigen  Werth 
von  g>  liefern. 

Sind  nun  x\  y  und  a;,  y  irgend  zwei  unter  einander  corre- 
spondirende Puncte,  und  sind  g)  und  f  die  von  diesen  Puncten 
getragenen  Functionswerthe,  so  ist  jederzeit 
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X    +  ly  = 1 — r-, 

und 

Somit  ergiebt  sich  aus  der  in  (2)  gefundenen  Entwickelung  sofort: 
(3)     f=A[x  +  iy)-  +  B{x^iyY-^  +.1.+  P[x  +  iy)  + 


(x-\-iy   ^   {x  +  iyY   ^ 

Und  diese  Formel   wird.—    ebenso  wie   die  Formel  (2)  für 
sämmtliche  auf  der  Kreisfläche  a'   vorhandenen  Werthe  tp  gültig 
isf —  ihrerseits  gültig  sein  für  alle  auf  der  Caiotte  51' 
vorhandenen  Werthe  von  f. 
Da  nun  (vergl.  S.  138) 

1  1  1 

x  +  iy'      {x  +  iyY'       {x+iyr 

Functionen  sind,  welche  auf  der  Caiotte  21'  überall  eindeutig  und 
stetig  sind,  so  ergiebt  sich  aus  (3)  sofort,  dass  der  Ausdruck 
(4)     f—{Ä{x  +  iyY  +  B{x  +  iy)-'  +....+ P[x  +  iy)) 

auf  jener  Caiotte  21'  ebenfalls  überall  eindeutig  und 
stetig  bleibt. 

Gleiches  gilt  aber  von  diesem  Ausdruck  (4)  auch 
auf  der  andern  Caiotte;  denn  f  selber  ist  der  gemachten  Vor 
aussetzung  zufolge  auf  %^  überall  eindeutig  und  stetig,  und  die 
Punctionen 

[x  ,+  iyY,       [x  +  ly)*""^  ...     .  (a:  +  iyY 
sind  es  ebenfalls,     (Vergl.  S.  138.) 

Wir  sehen  demnach,  dass  der  Ausdruck  (4)  auf  der  ganzen 
Kugelfläche  überall  eindeutig  und  stetig  bleibt.  Und  daraus  folgt, 
mit  Rückblick  auf  den  zuletzt  gefundenen  Satz,  dass  er  einen 
überall  constanten  Werth  besitzen  muss.  Bezeichnen  wir  die- 
sen mit  K^  so  haben  wir  also  schliesslich: 

f—  {A[x  +  iy)  ^  +  B[x  +  iy)-'  +  .  .  .  +  P{x  +  iy)}  =K, 
oder  was  dasselbe  ist: 

f^  A[x  +  ly)»  +  B[x  +  iy)—'  +  ....  +  i>(a;  +  ,y)  +  K, 
Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  ^  welche  bei  ihrer  Jus- 
breiiung  auf  der  Kugelfläche  überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme 
eines  einzigen  bei  x  +  iy  =  oo  liegenden  Poles  daselbst  auch  über^ 
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all  stetig  ist,  wird  jederzeit  eine  ganze  rationale  Function  von 
oc  +  iy  sein. 

Wir  gehen  nun  über  zu  der  allgemeinsten  Unter^uchiing, 
welche  sich  hier  darbietet,  nämlich  zur  Untersuchung  einer  Func- 
tion f=zf(x  +  iy),  welche  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugel- 
fläche eindeutig,  und  mit  Ausnahme  irgend  welcher  beliebig 
gelegener  Pole  daselbst  auch  überall  stetig  ist. 

Wiederum  mag  die  Kugelfläche,  durch  einen  HorizontalschniU 
f* V  in  zwei  Calotten  %^  und  %'  zerlegt  werden;  und  zwar  mag  jener 
Schnitt  dem  Puncte  0'  (Fig.  32)  so  nahe  liegend  gedacht  werden, 
dass  von  sämmtlichen  auf  der  Kugelfläche  gegebenen  Polen  kein 
einziger  auf  der  Calotte  $['  liegt;  es  sei  denn,   dass  0'  selber 

einer  von  den  gegebenen 
Polen  ist;  in  diesem  Falle 
mag  jener  Schnitt  fip  so 
geführt  werden,  dass  (/ 
wenigstens  der  einzige 
Pol  ist,  welcher  auf  %'  sich 
vorfindet.  Die  auf  31^  vor- 
handenen Pole  mögen  mit 
X  +  iy  =  C2, X  +  iy  =  Cn  bezeichnet 


'!> 


X  +  iy  = 
werden. 

Wir  nehmen  nun  gewisse  Functionswerthe  zu  Hülfe,  die  virir 
uns  auf  der  Horizontalebene  ausgebreitet  denken.  Diese  Werthe 
—  sie  mögen  g>  heissen  —  sollen  identisch  sein  mit  denjeni- 
gen, welche  auf  die  Horizontalebene  fallen  würden,  wenn  man  die 
auf  der  Calotte  21^  vorhandenen  Werthe  f  (von  0'  aus)  nach 
jener  Ebene  hin  projiciren  wollte.  Die  Werthe  <p  werden  auf 
der  Horizontalebene  eine  gewisse  Kreisfläche  m^  n^  bedecken, 
welche  ihren  Mittelpunct  in  0  hat,  und  mit  a^  bezefchnet  wer- 
den mag;  und  zwar  wird  jeder  Punct  x^,  y^  dieser  Kreisfläche 
mit  einem  Werthe  <p  belastet  sein,  welcher  identisch  ist  mit  dem- 
jenigen Werthe /",  der  sich  in  dem  correspondirenden  Puncte 
x,y  der  Calotte  %^  befindet. 

Die  auf  der  Calotte  21®  befindlichen  Werthe  von  f  hängen  nicht 
von  xund  y,  sondern  nur  von  dem  einen  Argumente  x  +  iy  ab, 
und  sind  ausserdem  auf  jener  Calotte  überall  eindeutig,  und  mit 
Ausnahme  der  in  x  +  iy  =  q,   ä  +  ly  =  Cj,  .  .  ,  x  +  iy  =  Cu 
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äegenden  Pole  daselbst  auch  überall  stetig.  Analoges  wird  demnach 

von  den  auf  der  Kreisfläche  a®  befindlichen  Werthen  g>  gelten.   Diese 

fFerlhe  werden  nicht  von  afi  und  y^,  sondern  nur  von  dem  einen 

Argument  af^  +  i^  abhängig  sein ;  und  sie  werden  ferner  mit  Aus- 

ti^iliiiie  von  gewissen  x  Polen  auf  ihrer  Kreisfläche  überall  stetig 

seijü.    Jene  x  Pole  werden  in  denjenigen  Puncten  liegen ,  welche 

öait    den  Puncten  x  +  iy  =  c^y  a:  +  fy=  Cj,  ...  x  +  iy  =  c» 

cojrj-cspondiren,  werden  also  liegen  in  den  Puncten  x^  +  it/^  =  Cj, 

^**    H-  ly  =  Cj,  . .  .  .  afi  +^if  =  c,. 

Wir  können  demnach   auf  die  Kreisfläche   a^  und    auf  die 
^^  selbst  befindlichen  Werthe  9  sofort  einen  früher  (Seite   122) 
S'^ÄUüdenen   Satz  in  Anwendung    bringen  und    erhalten    alsdann 
^•-*^»"     jene  Werthe  folgende  Darstellung: 
(1)  Q  +  R(a^  +  iy')  +  S{x^  +  iyO)*  +  T(aP  +  iy^)^+ 

^'^^^^  iß,  Ä,  S,  r,  .  .  .  irgend  weiche  Constanten  vorstellen,  und 
^\  -»  n^y  >  -  >  tin  irgend  welche  positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 
^^se  DarsteUung  lässt  sich  sofort  übertragen  auf  die  auf  der  Ca- 
^^^te  W  vorhandenen  Wertlie  f.  Für  je  zwei  auf  der  Kreisfläche 
^  Und  auf  der  Calotte  31^  mit  einander  correspondirende  Puncto 
*^  >  ^  und  Xy  y,  und  für  die*  von  diesen  Puncten  getragenen 
*^  ^^Octionswerthe  tp  und  f  gelten  nämlich  folgende  Formeln: 

x^  +  it/^  =  X  +  iy, 

^^mit  ergiebt  sich  aus  (1): 

CS)       f^Q  +  R(^  +  iy)  +  S(x  +  iy)^+T(x  +  iyy+ 

(a:  +  ty  -  c,)«!  .  («  +  fy-c,)«2  .  .  .  .  (a:  +  i.y-ex)"»' 

^  ^d  diese  Darstellung  (2)  wird  —  ebenso  wie  (1)  für  sämmt- 
^^^he  auf  der  Kreisfläche  a®  vorhandenen  Werthe  <p  gültig  ist  — 
^'^J'erseits  gültig  sein  für  alle  auf  der  Calotte  21^  vor- 
^Udenen  Werthe  von  f. 
Da  nun 

(00  +  iy}\      {oc  +  iy)\      [x  +  iyf 

^Hctionen  sind,   die  auf  der  Calotte  21^  überall  eindeutig  und 
^^tig  bleiben,  so  ergiebt  sich  aus  der  eben  gefundenen  Darstellung 
^'^)    sofort,  dass  das  Product: 

^^)      [x  +  iy  ^  c,r  .  [x  +  iy  -  c.,r'  ....(x  +  iy-  c^)''*  ,f 
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auf  jener  Calotte  W  ebenfalls  allenthalben  eindeutig 
und  stetig  ist. 

Wir  wollen  nun  weiter  untersuchen,  wie  es  sich  mit  diesem 
Producte  (3)  in  der  andern  Calotte  verhält.  Die  gegebene 
Function  f  ist  zufolge  der  über  sie  gemachten  Voraussetzung  und 
zufolge  der  Art  und  Weise,  wie  die  Calotten  W  und •  31'  festge- 
setzt wurden,  auf  der  Calotte  21'  überall  eindeutig  und,  mit 
etwaiger  Ausnahme  eines  in  0'  liegenden  Poles,  daselbst  auch 
überall  stetig.  Ganz  ebenso  verhält  es  sich  aber  (wie  leicht  zu 
übersehen  ist,  vergl.  S.  138  u.  139)  auf  jener  Calotte  W  auch 
mit  den  Functionen: 

[x  +  iy  —  Ci)"* ,        {x  +  iy  —  C2)"^  .  .  .  (a:  +  ly  —  Cx)"*. 

Daraus  folgt,  dass  ganz  Analoges  auch  von  dem  in  (3)  angege- 
benen Product  gelten  muss,  dass  nämlich  jenes  Product  eine 
Function  ist,  welche  auf  der  Calotte  91'  überall  eindeu- 
tig und,  mit  etwaiger  Ausnahme  eines  in  0'  gelegenen 
Poles,  daselbst  auch  überall  stetig  bleibt. 

Nehmen  wir  also  beide  Calotten  W^  und  21'  zusammen,  so 
sehen  wir,  dass  das  in  Rede  stehende  Product 

[x  +  iy  -  c,r   .  [X  +  iy  —  c,,T'  .....(«:  +  ,y  -  c^)"^  .  f 

auf  der  ganzen  Kugelfläche  überall  eindeutig,  und,  mit  etwaiger 
Ausnahme  eines  bei  0'  vorhandenen  Poles,  auch  überall  stetig 
ist.  Befindet  sich  bei  0'  wirklich  ein  solcher  Pol,  so  wird 
dasselbe  (zufolge  des  vorhergehenden  Satzes,  S.  157)  eine  ganze 
rationale  Function  von  x  +  iy  sein;  befindet  sich  hingegen  in 
0'  kein  Pol,  so  wird  es  (zufolge  des  Satzes  Seite  154)  eine 
Constante  sein. 

Im  ersten  Fall  haben  wir  also: 

{x  +  iy  —  Cj)"^  .  [x  +  iy  —  Cj)"^ {x  +  iy  —  c^)**  .  /*= 

=  Ä  +  B[x  +  iy)  +  C(x  +  iyf+....  +  G{x  +  ly)*;. 

im  letztern: 

{oc  +  iy  —  c^r^  -  (oc  +  iy  —  c^)*"^ {x  +  iy  —  c»)'!''.f=A, 

wo  n  irgend  welche  positive  ganze  Zahl  ist,  und  wo  A^  B^  C^  . , . ,  G 
irgend  welche  Constanten  vorstellen. 

Diese  Formeln  lassen  sich  auch  so  darstellen: 
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/•= d^ 

und  liefern  also  folgenden  Satz: 

Eine  von  x  +  iy  abhängende  Function ,  welche  hei  ihrer  Aus- 
breitung auf  der  Kugelfläche  überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole  überall  stetig  ist^  nnrd  jederzeit  eine  rationahe 
Function  von  x  +  iy  sein. 
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Fünfte  Vorlesung. 

Einfiihrung  der  Riemann'schen  ebenen  Flächen 
und  der  Riemann'schen  Eugelflächen. 


Erster  Abschnitt.     Definition  der  Windnngsflachen.    Zwei  Flä- 

ehentheile,  welche  einander  in  einer  Linie  durchsetzen  ^   sind 

als  Flachentheile  zu  betrachten  ^  zwischen  welchen  längs 

jener  Linie  hin  kein  Znhammenhang  stattfindet. 

Ein  Strahl,  welcher  von  einem  festen  Puncte  C  ausgeht,  um 
C  drehbar  ist,  und  nun  längs  irgend  einer  im  Räume  gegebenen 
Leitcurve  fortgleitet,  wird  einen  Kegelmantel  beschreiben.  Ist  die 
Leitcurve  eine  in  sich  zurücklaufende,  so  wird  gleiches  auch  gel- 
ten von  jenem  Kegelmantel. 

Beflndet  sich  die  Leitcurve  auf  einer  um  den  Punct  C  mit 
dem  Radius  1  beschriebenen  Kugel,  so  heisst  bekanntlich  derjenige 
Oberflächentheil  dieser  Kugel,  welcher  von  der  Leitcurve  um- 
schlossen wird,  die  Oeffnung  des  Kegelmantels. 

Wir  wollen  uns  nun  auf  der  um  C  beschriebenen  Kugel  eine 
Leitcurve  denken,  welche  etwa  die  Form  einer  8  besitzt,  näm- 
lich annehmen,  dass  diese  Curve,  ebenso  wie  es  bei  der  8  der 
Fall  ist,  durch  einen  Zug  entsteht^  welcher  zuerst  nach  Ausfüh- 
rung ei  Der  Wendung  sich  selber  durchschneidet,  und  welcher 
sodann  nach  Ausführung  einer  zweiten,  entgegengesetzten  Wen- 
dung in  seinen  Anfang  zurückläuft.  Der  Punct,  in  welchem  die 
Curve  sich  selber  durchschneidet,  mag  der  Doppelpunct  der 
Curve  genannt  und  mit  D  bezeichnet  werden. 

Lassen  wir  den  von  C  ausgehenden  Strahl  dem  Zuge  dieser 
Leitcurve  folgen,  so  wird  der  von  ihm  beschriebene  Kegelmantel» 
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ähnlich  wie  jene  Curve  selber,  zuerst  nach   Ausführung  einer 
Wendung  (in  der  Linie  CD)  sich  selber  durchsetzen,  und  sodann 
nach  Ausfuhrung  einer  zweiten,  entgegengesetzten  Wendung  in 
seinen  Anfang  zurücklaufen.     Es  wird  demnach  dieser  Kegelman- 
tel zwei  Oeffnungen  besitzen,  von  welchen  die  eine  dem  unteren, 
die  andere  dem  oberen  Theile  der  8  entspricht. 

Wir  haben  hier  eine  Flache  vor  uns,  welche  in  einer  ge- 
wissen Linie  sich  selber  durchsetzt.  Mit  Flächen  solcher  Art 
werden  wir  in  Zukunft  häufig  zu  thun  haben;  und  es  wird  daher 
gut  sein,  wenn  wir  uns,  hier  zu  Anfang,  sogleich  mit  einer  ge- 
wissen Grundvorstellung  bekannt  machen,  welche  —  wie  ge- 
zwungen sie  im  ersten  Augenblick  vielleicht  auch  erscheinen  mag 
—  bei  jenen  Flächen  in  Zukunft  beständig  festgehalten  werden 
muss. 

TVir  setzen  nämlich  ein  für  allemal  fest ,  dass  zwischen  zwei 
Flächcntheilen^  welche  einander  in  irgend  einer  Linie  durchsetzen^  > 
läriQs    dieser   Linie  hin    kein    Zusammenhang^    also   auch 
keine  Nachbarschaft  stattfinden  sdl. 

Denkt  man  sich  z.  B.  im  Räume  zwei  gleich  grosse  Kreis- 
flächen, welche  einander  längs  eines  Durchmessers    durchsetzen 
und    unter  irgend  welchem  Winkel   gegen  einander  geneigt  sind, 
so  Virerden  diese  beiden  Kreisflächen  als  zwei  von  einander  völlig 
getrennte  Flächenstucke  anzusehen  sein;  nämlich  als  zwei  Flächen- 
stücke anzusehen  sein,  welche  unabhängig  von  einander  ihre  Lage 
iBft  Räume  ändern  können ,  mithin  an  beliebige  und  beliebig  weit 
von  einander  entfernte  Stellen  des  Raumes  versetzt  werden  können. 
Sobald   von   einem  Puncte  die  Rede  ist,  welcher  auf  einer 
g^ebenen  Fläche  fortgeht,   oder  fortschreitet,   oder  fort- 
**^f  l,  so  versteht  man  danmter  bekanntlich  jederzeit  einen  Pnnct^ 
welcher  seine  Lage  auf  der   Fläche  stetig  ändert,   also  einen 
P^ci,  der  von  jedweder  Stelle  der  Fläche   immer  nur  zu  einer 
l         "^^^achbarten  SteUe  sich  fortbewegt.     Die  aufeinander  folgen- 
I         ^^n  Lagen  eines  solchen  Punctes  werden  demnach  in  ihrer  Ge- 
K        ^^^theit   eine  Curve  bilden,    welche  aus  lauter  zusammen- 
^        ulugenden  Puncten  der  Fläche  besteht. 
M  Zwei  Flächentheile  können  als  zwei  Systeme  von  Punc- 

■  ^<in  angesehen  werden;  die  Puncte  des  einen  Systems  sind  alle 
unler  einander  zusammenhängend,  ebenso  auch  die  des  andern, 
durchsetzen  aber  die  beiden  Flächentheile  einander,  so  findet 

11* 
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—  nach  der  von  uns  angenommenen  Vorstellung  —  zwischen  den 
Puneten  des  einen  und  denen  des  andern  Systems  längs  der  Durch- 
setzungslinie kein  Zusammenhang  statt. 

Der  auf  einer  gegebenen  Fläche  fortlaufende  Punct  wird 
daher,  weil  seine  Bahn  aus  lauter  zusammenhängenden 
Puneten  bestehen  muss,  sobald  er  auf  seinem  Wege  zu  einer 
Linie  gelangt,  in  welcher  der  Flächentheil,  auf  dem  er  sich  gerade 
befindet,  von  einem  andern  Flächentheile  durchsetzt  wird,  nie- 
mals in  diesen  andern  Flächentheil  hinübergehen  können.  Oder 
mit  andern  Worten: 

Bei  einer  Linie  ^  in  welcher  zwei  Theile  einer  Fläche  einan- 
der durchsetzen^  ist  die  Bewegung  eines  auf  der  Fläche  fortlau- 
fenden Punctes  noihwendig  immer  der  Art,  als  wäre  der  eine  von 
diesen  beiden  Flächentheilen  gar  nicht  vorhanden. 

Wir  haben  früher,  um  die  Werthe  irgend  einer  Function^ 
räumlich  auszubreiten,  bald  eine  ebene  Fläche,  bald  eine  Kugel — 
fläche  benutzt.     Unter  Umständen  wird  es  zweckmässig  sein^ 
zu  diesem  Behuf  irgend  welche  andere  Flächen  in  Anwendung^ 
zu  bringen.    Jeder  Punct  der  gerade  gewählten  Fläche  wird  als- 
dann der  Träger  eines  gewissen  Functionswerthes  werden.    Triffl 
es  sich;  dass  hierbei  zusammenhängende  Flächenpunete  auch 
jederzeit  mit  stetig  zusammenhängenden  Functionswerthen 
belastet  sind,  so  wird  die  Function  eine  auf  jener  Fläche  überall 
stetige  zu  nennen  sein 

Wiederum  wird  hiebei,  falls  zwei  Theile  der  in  Anwendung 
gebrachten  Fläche  einander  durchsetzen,  wohl  zu  beachten  sein, 
dass  zwischen  den  Puneten  des  einen  und  denen  des  andern  Thei- 
les  längs  ihrer  Durchsetzungslinie  kein  Zusammenhang  stattfindet. 

Soll  demnach  irgend  eine  Function  auf  einer  solchen  Fläche 
stetig  sein,  so  wird  dazu,  was  ihre  Werthe  auf  jenen  beiden  einan- 
der durchsetzenden  Flächentheilen  anbelangt ,  nur  erforderlich  sein^ 
dass  jeder  von  diesen  beiden  Theilen  für* sich  allein  betrach- 
tet mit  lauter  stetig  zusammenhängenden  Werthen  belastet  ist  — 
gleichgültig,  ob  die  Werthe,  welche  der  eine,  und  welche  der 
andere  Theil  in  der  Nähe  ihrer  Durchsetzungslinie  besitzen,  unter 
einander  gleich  oder  verschieden  sind. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  kehren  wir.  zu  dem 
zu  Anfang  betrachteten  Kegelmantel  zurück.  Wir  wollen  uns  diesen 
Kegelmantel  als  eine  materielle  Fläche  denken,  und  wiederum  an- 
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nehmen,  sein  Scheitelpunct  befinde   sich   im  Mittelpunct   und 
seine  8  förmige  Leitcurve  auf  der  Oberfläche  irgend  einer  Kugel. 
Der  Kreis,   in  welchem  die  Kugel  von  einer  durch  ihren  Mittel- 
punct gelegten  Horizontalebene  geschnitten  wird,  mag  der  Aequa- 
tor  genannt  werden;   und  jene  8  förmige  Leitcurve  mag  auf  der 
Kugel  eine  solche  Lage  haben,   dass  die  eine  Schleife  derselben 
oberhalb,   die  andere  unterhalb  des  Aequators,   dass  mithin 
ihr  Doppelpunct  i>  gerade  im  Aequator  liegt.     Während  nun  der 
Doppelpunct  jener  Curve  im  Aequator  ungeändert  liegen   bleibt, 
mag  sich  die  eine  Schleife  auf  der  oberen,  die  andere  auf  der 
unteren  Halbkugel  mehr  und   mehr  ausdehnen;   die  Ausdehnung 
mag  so  weit  fortschreiten,  bis  zuletzt  die  eine  Schleife  von  oben, 
die  andere  von   unten  her  dem  Aequator  unendlich  nahe 
kommt    Gleichzeitig  werden  sich  alsdann  die  den  beiden  Schleifen 
entsprechenden  Theile  des  Kegelmantels  mehr 
und  mehr  abplatten,  und  zwar  so  weit  ab-         ^ — '■ — -^ 
platten,  bis  zuletzt  beide  Theile,   der  eine      /^  /       ^\     n. 
von  oben,  der  andere  von  unten  her,  fast   /C^   ^^       /       \ 
vollständig   in  die  Horizontaiebene  L..._^J^2^^^      1 
hineinfallen  (Fig.  33).  [^---'/^VV.   y 

In  dem  gegenwärtigen  Zustande  wird   \      f  i       / 

alsdann  der  Kegelmantel  eine  Fläche  reprä-       x   ^- — J    y^ 
sentiren,  von  welcher   die  Horizontalebene 
überall  doppelt  bedeckt  wird,   es  mag  diese  Fläche   eine  Win- 
dungsfläche, und  ihr  Scheitelpunct  ein  Windungspunct  ge- 
nannt werden. 

Die  Windungsfläche  kann  auf  beliebige  Weise  begrenzt, 
oder  auch  unbegrenzt  sein.  Denken  wir  uns  z.  B.  unsere  Win- 
dungsfläche von  ihrem  Scheitelpuncte  aus  nur  bis  zu  der  um  C 
beschriebenen  Kugelfläche  hin  fortgesetzt,  so  wird  die  Begrenzungs- 
linie derselben  eine  kreisförmige  Gestalt  besitzen.  Und  zwar  wird, 
weil  längs  der  Linie  CD  hin  zwischen  den  beiden  daselbst  einan- 
der durchsetzenden  Flächentheilen  kein  Zusammenhang  stattfindet, 
zwischen  den  beiden  im  Puncte  J)  einander  durchkreuzenden  Thei- 
jen  der  Begrenzungslinie  ebenfalls  kein  Zusammenhang  vorhan- 
den sein.  Es  wird  demnach  die  Begrenzung  der  Windungsfläche 
aus  einer  einzigen  Curve  besteben,  welche  nach  zwei  vollen 
Kreisumläufen  in  sich  selber  zurückkehrt. 

Wir  würden  übrigens,  wie  wir  sofort  übersehen,  eine  solche 


166  Fünfte  Vorlesuog. 

kreisförmig  begrenzte  Winduugsiläche  auch  dadurch  erhalten  kön- 
nen ,  dass  wir  zwei  ebene  Kreisflächen  (Fig.  34)  übereinanderlegen, 

dieselben    längs  zweier    über- 
Flg.  34.   ^^^  einanderiiegenden  Radien  auf- 

schlitzen, und  sodann  die  ent- 
gegengesetzt liegenden  Ränder 
des  oberen  und  des  unteren 
Schlitzes  mit  einander  zusam- 
men tieften ,  nämlich  den  Rand  - 
a  mit  ß^f  und  a   mit  ß. 

Ein  auf  der  Wiudungsfläche  fortgehender  Punct  wird,  sobald 
er  die  Liniö  CD  passirt,  aus  dem  unteren  Blatt  der  Fläche  in 
das  obere,  oder  auch  umgekehrt  aus  dem  oberen  in  das  untere 
gelangen.  Aus  diesem  Grunde  wird  es  zweckmässig  sein,  die 
Linie  CD  eine  Uebergangslinie  zu  nennen.  Ein  Uebergang 
aus  dem  unteren  Blatt  in  das  obere  hinein  kann  übrigens  auf- 
doppelte  Weise  bewerkstelligt  werden.  Denkt  man  sich  nämlich 
einen  Beobachter,  welcher  in  C  auf  der  horizontal  liegenden  Win- 
dungsfläche steht  und  nach  D  hin  fortsieht,  so  kann  dieser  Ueber- 
gang entweder  von  links  unten  nach  rechts  oben,  oder  auch 
umgekehrt  von  rechts  unten  nach  links  oben  erfolgen.  Cha- 
rakteristisch für  die  hier  betrachtete  Fläche  ist  es,  dass  ein  auf 
derselben  fortlaufender  Punct  den  Windungspunct  zweimal  um- 
kreisen muss,  ehe  er  in  seine  Anfangslage  zurückkommt. 

Durchaus  unwesentlich  ist  es,  dass  wir  uns  bis  jetzt  die  Ueber- 
gangslinie geradlinig  gedacht  haben;  es  kann  dieselbe  eine  Curve 
*  von  beliebiger  Krümmung  sein.  Wir  brauchen  nämlich  die  bei- 
den ebenen  Kreisflächen,  welche  zuletzt  zur  Construction  der  Win- 
dungsfläche in  Anwendung  gebracht  wurden,  nicht  gerade  längs 
eines  Radius  hin  aufzuschlitzen,  sondern  können  dieselben  auch 
längs  irgend  einer  andern  vom  Mittelpunct  nach  dem  Rande  hin- 
gehenden Curve  aufschlitzen.  Wenn  wir  alsdann  wiederum  die 
entgegengesetzt  liegenden  Ränder  des  oberen  und  unteren  Schlitzes 
zusammenheften,  so  haben  wir  eine  Windungsfläche,  in  welcher 
die  Uebergangslinie  durch  eine  Curve  von  beliebiger  Ge- 
stalt repräsentirt  ist. 

Zur  Construction  einer  Windungsfläche  sind  bis  jetzt  zwei 
Methoden  angegeben  worden.  Eine  dritte  Methode  zur  Con- 
struction einer  solchen  Fläche  ist  folgende: 


/ 
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Man  denke  sich  die  in  Fig.  35  gezeichnete,  um  den  Punct  C 

lierumlaufende  ebene  Curve  als  die  Leitcurve  eines  Kegels,  dessen 

Scheitelpunct  irgendwo  im  Räume  liegt;   und  yis,  35. 

denke   sich   sodaim    diesen   Scheitelpunct    auf 

fjr^end  welchem  Wege  näher  und  näher  an  den 

JPimct  C  herankommend ;  dann  w  ird  sich  die  j 

JM^aotelfläche   des  Kegels  mehr  und  mehr  ab-      ^ 

I>l3tten,    bis    sie   zuletzt   vollständig   mit   der  \ 

E^I>eiie  der  Leitcurve  zusammenfallt.   In  diesem 

EI:Ki<lzustande  wird  dann  die  Mantelfläche  des  Kegels  identisch  sein 

^■cmÄt    der  vorhin  besprochenen  Windungsfläche.    Der  Punct  C  wird 

<i^j:i    Windungspunct,   und  die  Linie  CD  die  Uebergangslinie  vor- 

»^«llcn. 

Es  wird  zweckmässig  sein,  hier  zugleich  andere  Windungs- 
ttaohen,  nämlich  Windungsflächen  höherer  Ordnung  mit  in 
'^■^sere  Betrachtung  hineinzuziehen. 

Die  Leitcurve  (Fig.  35)  läuft  nach  2  vollen  Umdrehungen  in 

^*^*'en  Anfang  zurück.     Nimmt  man  statt  dieser  eine  Curve,  die 

'^^oh  m  voUen  Umdrehungen  in  ihren  Anfang  zurückläuft,  so  er- 

™^lt   man,  falls  m  >  2  ist,. eine  Windungsfläche  höherer  Ord- 

'^^^^tig,  und  falls  m  <  2,  also  =  1  ist,  eine  Windungsfläche  nie- 

*^*  ^  r  er  Ordnung.     Im  erstem  Fall  gelangt  man  zu  einer  Fläche, 

^^^^Iche,  je  nachdem  m  =  3,  4,  5,  .  .  .  ist,  die  Ebene  allenthalben 

^  ^ach,  4 fach,  5 fach  u.  s.  w.  bedeckt;  im  letztern  zu  einer  Fläche, 

^^^Iche  die  Ebene  überall  Ifach  bedeckt,  d.i.  zu  einer  gewöhn- 

Hclien    einblätterigen  ebenen  Fläche.     Riemann  nennt  diejenige 

^^indungsfläche,  welche  durch  Anwendung  einer  Leitcurve  von  m 

^^Uen  Umdrehungen    entsteht,    eine    Windungsfläche  (m  —  l)ter 

^i'dnung;  so  dass  also  die  vorhin  betrachtete,   der  Leitcurve  in 

*^*  35  entsprechende  Fläche  eine  Windungsfläche  1**''^  Ordnung 

"^^isst,  und  andererseits  die  gewöhnliche  eiublätterige  ebene  Fläche 

^vue  Windungsfläche  0*^'"  Ordnung  genannt  werden  kann. 

Um  eine  Windungsfläche  3*®*"  Ordnung  zu  erhalten,  wird  man, 
^^  beispielsweise  bemerkt  werden  mag,  m  ==  4  nehmen  müssen, 
i^^mlich  eine  Leitcurve  in  Anwendung  bringen  müssen,  welche, 
^^  die  in  Fig.  36  I.  oder  II.   gezeichnete,    nach  4  vollen  Um- 
^(.,  Ai'ebungen  in  sich,  zurückläuft.    Man  wird  also  einen  Kegelmantel 

;<,fl.  f'Onstruiren  müssen,  der  eine  von  diesen  beiden  Curvon  zur  Leit- 

ete und  seinen  Scheitelpunct  zu  Anfang  irgendwo  im  Räume 
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hat;  sodann  wird  man  die  in  Rede  stehende  Windungsfläche  er- 
halten ,  wenn  man  jenen  Scheitelpunct  auf  irgend  welchem  Wege 
„.     „ß  ,  ,,  näher  und  näher  an  den 

r  lg.  OD.  1.  11, 

Punct  C  heranrucken  und 
zuletzt  in  C  hineinfallen 
lässt.  Der  Punct  C  selber 
\wird  dann  der  Win- 
/dungspunct  werden. 
Eine  solche  Windungs- 
fläche 3*®"^  Ordnung  be- 
sitzt, wie  wir  sehen,  3  Uebergangslinien.  Diese  3  Linien 
werden,  je  nach  Beschaff'enbeit  der  gerade  in  Anwendung  ge- 
brachten Leitcurve,  entweder  unter  irgend  welchen  Winkeln  gegen 
einander  geneigt  sein  (Fig.  36.  I.),  oder  auch  gerade  über  ein- 
ander liegen  können  (Fig.  36.  II.)*). 

Zweiter  Abschnitt.    Die  Wurzelgrösse  /z  iSesitzt,   &lLi  man 

unter  Z  eine  ganze  rationale  Fnnction  yoxr  x  +  iy  venteht;  in 

jedem  Pnnote  der  Horizontalebene  zwei  Werthe.  Abwickelang 

einer  Beihe  von  Werthen,  welche  längs  einer  gegebenen 

Corvo  hin  stetig  auf  einander  folgen. 

Es  seien  A  =  P  +  iQ,  B  =  P  +  iQ\  C  =  P"  -f  iß"  drei 
beliebig  gegebene  Constanten,  und  2  =  £c  -f  fy  eine  variable  Grösse. 
Geometrisch  betrachtet,  werden  alsdann  Ä^  B^  C  drei  Puncte  vor- 
stellen, welche  auf  der  Horizontalebene  irgend  welche  feste  Lagen 
besitzen,  während  z  einen  vierten  Punct  repräsentirt,  der  sich 
auf  dieser  Ebene  nach  Belieben  bewegen  kann. 

Wir  wollen  nun  die  von  z  abhängende  Wurzelgrösse: 
(1)  f  =  Viz-Ä)  iz-B)  {z-C) 

betrachten,  und  die  Werthe,  welche  diese  Wurzelgrösse  je  nach 
der  Lage  des  Punctes  z  annimmt,  einer  genaueren  Untersuchung 
unterwerfen.  Wir  ziehen  zu  diesem  Zweck  von  den  festen  Punc- 
ten  ^,  B,  C  drei  Linien  nach  dem  beweglichen  Puncte  z  hin, 
bezeichnen  die  Längen  dieser  Linien  mit  a,  6,  c,  und  die  Winkel, 
unter  welchen  dieselben  gegen  die  x  Achse  geneigt  sind,  mit 
M,  V,  w  (Fig.  37).    Alsdann  ist: 

*)  Eine*Windungsfläche  3ter  Ordnung  kann  übrigens  auch  mehr  als 
3  Uebergangslinien  besitzen. 
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X — jP=  a  cos  M, 
y  —  Q.^=^a  sin  w, 
loitliin: 

(ät  +  iy)  -  (/>  +  lO)  == 
■  a  (cos  tt  +  I  sin  u) , 
d.      i. 

z  —  A  =  a  e"*. 
UuMi    ebenso  wird: 


Fig.  37. 


-►If 


Somit  ergiebt  sich,  falls  mau  die  positiven  Werthe  der 
Quadratwurzeln  aus  a,  6,  c  mit  a,  /3,  y  bezeichnet,  für  unsere 
Wurzelgrösse  f  folgender  Wertli: 

iu         iv         iw  t  (tt  +  y  +  w) 


(2) 

oder, 

(3) 


was  dasselbe  ist.: 


ye^  :=ie  .aßy  .e 


aßyC 


cos     ^g^ h  f  sm  — ^  2         )' 


^^  «"    nach  Belieben  bald  gjeich   +  1,   bald  gleich  —  1  gesetzt 
wer^a^n  kann. 

Der  letzterhaltene  Ausdruck  (3)  giebt  uns  eine  deutliche  Vor- 
stellx^ng  von  der  Art  und  Weise,  in  welcher  der  Werth  unserer 
Wu*:*^elgrösse  f  sich  ändert,  sobald  wir  dem  Puncte  z  andere 
Lag^n  zuertheilen. 

TVir  wollen  (Fig.  37)  den  Punct  z  auf  irgend  einer  beliebig 
gegebenen  Curve  pq  fortlaufen  lassen.  Während  dieser  Bewegung 
vAr^  gich  der  Werth  unserer  Wurzelgrösse 


/•=  E  .  aßy  f  cos     ^g^      +  I  sm     ^  ^^    j, 

laHs  wü*  c  überall  gleich  +  1  nehmen,  Schritt  für  Schritt  auf 
sl-etige  Weise  ändern.  Gleiches  wird  offenbar  auch  dann  der 
fall  sein,  wenn  wir  s  überall  gleich  —  1  nehmen.  Gleiches  wird 
aW  unter  besondem  Umständen  auch  dann  noch  stattfinden  kön- 
nen,  wenn  wir  den  Factor  c,  während  z  auf  jener  Curve  fort- 
läuft, plötzlich  aus  der  einen  Bedeutung  in  die  andere  umschlagen 
iassen.  Hat  nämUch  zufalUger  Weise  f  in  irgend  einem  Puncte 
^  jener  Curve  den  Werth  Null,  so  wird  die  Aenderung  von  f 
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längs  der  Curve  auch  dann   noch   eine  stetige  sein,  wenn  wir 
einen  solchen   plötzlichen  Umschlag  in  der  Bedeutung  von  e  in  . 
demjenigen  Augenhlick  vor  sich   gehen   lassen,   wo  der  Punct  z 
gerade  über  N  hinweggleitet. 

Um  also  eine  längs  der  Curve  pq  stetige  Werthreihe 
unserer  Wurzelgrösse  f  auf  eindeutige  Weise  zu  bestimmen/ 
wird  die  Angabe  desjenigen  Werthes,  welchen  s  im  Anfangspunct 
p  jener  Curve  haben  soll,  im  Allgemeinen  noch  nicht  genügend 
sein.  Vielmehr  wird  solches  nur  dann  hierzu  ausreichend  sein, 
wenn  die  gegebene  Curve  pq  nirgends  auf  ihrem  Wege  einen 
Null  punct  von  f  berührt. 

Die  Nullpuncte  der  Wurzelgrösse  /*  lassen  sich  leicht  angeben. 
Da  nämlich  der  Ausdruck 

W  +  V  +  W      .       .  M  +  ü  +  M? 

COS  — —^- —  +  t  sm  — '—^- — 

nirgends  verschwinden  kann,*)  so  wird  der  Werth  der  Wurzel- 
grösse: 

/•=  e  .  aßy  f  cos     ^^^      +  «  sm     ^^^    j 

nur  dann  Null  werden,  wenn  eine  djr  drei  Grössen  a,  /3,  y  ver- 
schwindet, also  nur  dann  Null  werden,  wenn  der  bewegliche 
Punct  z  in  einen  der  Puncte  A^  B^  C  hineinfällt.  Es  besitzt  dem- 
nach f  im  Ganzen  nur  drei  Nullpuncte,  das  sind  die  Puncte  .A, 
B  und  C. 

Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Resultat: 

Es  seien  p  und  q  zwei  beliebig  gegebene  Puncte^  femer  sei 
irgend  eine  Curve  gegeben^  welche^  ohne  einen  der  Puncte  A,  Bj  C 
zu  berühren,  von  p  nach  q  hinläuft. 

Eine  längs  dieser  Curve  fortlaufende  Werthreihe  der  Wur- 
zelgrösse : 

f  =  j/z  —  A  .  z  —  B  .  z  —  C 


•)  cos  a?  4-  t  sin  a:  kann,  falls  (wie  das  hier  der  Fall  ist)  a?  nur 
reelle  Werthe  annehmen  darf,  nur  dann  Null  werden,  wenn  die  beiden  ' 
Grössen  cos  x  und  sino?  gleichzeitig  verschwinden.  Solches  kann 
aber,  weil  cos' o;  -|-  sin' o;  =  1  ist,  mithin  die  eine  von  jenen  beiden 
Grössen  jederzeit  +  1  wird,  sobald  die  andere  Null  ist,  niemals  ein- 
treten. Demnach  kann  der  Ausdruck  cos  x  +  i  sin  x  niemals  ver- 
schwinden. "" 
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wird  alsdann^  falls  sie  aus  lauter  stetig  auf  einander  folgenden 
Werthen  bestehen  soll^  durch  Angabe  ihres  Anfangswerthes  im 
Puncte  p  eindeutig  bestimmt  sein. 

Sind  +  f^  und  — /*o  die  beiden  Werthe^  welche  die  Wurzel- 
grösse  f  im  Puncte  p  besitzt^  so  wird  man^  falls  man  einmal 
+  /J),  das  andere  Meä  — f^  zum  Anfangswerthe  nimmt,  zwei  solche 
eindeutig  bestimmte  Werthreihen  erhalten,  und  zwar  zwei  Werth- 
reihen,  welche  unter  einander  durchweg  entgegengesetzt  sind. 

Es  seien  p  und  q  (Fig. 
38)  zwei  Puncte,  welche  J 
auf  einem  um  A  beschrie-  ^  ^ 
benen  Kreise  liegen,  und 
zwar  zwei  Puncte,  welche, 
wie  wir  vorlaufig  der  Ein- 
fachheit willen  annehmen 
wollen,  auf  der  Peripherie 
dieses  Kreises  einander 
diametral  gegenüberlie- 
gen.    Die  Werthe,  welche  die  in  unserem  Ausdruck 


f=  s  .  aßy  Uos     ^g^—  +  tsin     ^  g         j 


enthaltenen  Grössen  a,  ß,  y^  u,  v,  w  im  Puncte  p  besitzen,  niö: 
gen  mit  a^,  ß^,  y^,  Uq,  v^^,  w^^  bezeichnet  werden;  und  ausser- 
dem mag  daselbst  e  gleich  +  1  gesetzt  werden.  Wir  haben  dann 
in  jenem  Puncte  p  für  unsere  Wurzelgrösse  f  folgenden  Werth: 

/o  =  «oß.n  (cos  !^^+3  +  ,•  sin  1^-+^» +B.)  • 

Wir  wollen  nun  von  p  aus  auf  der  Peripherie  des  gegebenen 
Kreises  entlang  weiter  und  weiter  fortgehen,  während  dieser  Be- 
"wegung  den  Werth  von  f  sich  Schritt  für  Schritt  auf  stetige 
Weise  ändern  lassen,  und  denjenigen  Werth  in  Betracht  ziehen, 
mit  welchem  wir  alsdann  im  Puncte  q  eintreffen  werden.  Wir 
können  dabei  nach  q  auf  doppelte  Weise  gelangen,  nämlich 
entweder  dadurch,  dass  wir  (Fig.  38)  den  Halbkreis  plq,  oder 
dadurch,  dass  wir  den  Halbkreis  prq  durchlaufen.  Es  wird  sich 
zeigen,  dass,  je  nachdem  wir  das  eine  oder  das  andere  thun, 
der  in  q  sich  ergebende  Werth  ein  sehr  verschiedener  ist. 

Es  ist  zunächst   erforderlich,   die  Werthe  ins  Auge  tu  fas- 
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sen,  welche  die  in  unserer  Function  enthaltenen  Grössen  a,  ß,  y, 
Uy  Vy  w  annehmen,  sobald  wir  von  p  aus  auf  dem  einen  oder 
auf  dem  andern  Wege  nach  q  hinwandern. 

Die  Werthe  von  a,  ß,  y  sind  in  Folge  unserer  Festsetzungen 
für  jedweden  Punct  der  Horizontalebene  eindeutig  bestimmt; 
denn  für  jeden  Punct  sind  unter  a,  ß,  y  die  positiven  Quadrat- 
wurzeln derjenigen  Entfernungen  zu  verstehen,  welche  der  Punct 
von  Aj  B^  C  aus  besitzt.  Bezeichnen  wir  daher  diese  Quadrat- 
wurzeln für  den  Punct  q  mit  «i,  ß^,  y^,  so  werden  die  in  p 
vorhandenen  Werthe  a^,  ßo,  yo  —  mögen  wir  nun  den  Halbkreis 
plq  oder  den  Halbkreis  prq  durchlaufen  —  immer  in  a^,  ß^,  y^ 
übergehen. 

Analoges  gilt,  wie  leicht  zu  übersehen  ist  (Fig.  38),  auch 
für  die  beiden  Winkel  v^  und  Wq.  Die  Werthe,  mit  welchen 
diese  Winkel  in  q  eintreffen,  werden  nämlich  —  gleichgültig,  auf 
welchem  jener  beiden  Wege  der  Uebergang  von  p  nach  q  erfolgt 
ist  —  immer  ein  und  dieselben  sein;  sie  mögen  mit  v^  und  w^ 
bezeichnet  werden. 

Anders  aber  verhält  es  sich  mit  dem  Winkel  Uq.  Dieser 
wird  nämlich,  falls  wir  den  Weg  plq  durchlaufen,  um  %  wach- 
sen, hingegen,  wenn  wir  den  Weg  prq  durchwandern,  um  it 
abnehmen.  Demnach  sind  die  Werthe,  welche  wir,  je  nach 
Durchlaufung  des  einen  oder  andern  Weges,  im  Puncte  q  für 
den  Winkel  u  erhalten,  verschieden,  nämlich  gleich  t/^  +  ^ 
und  Uq  —  7t, 

Unsere  Wurzelgrösse  f  wird  also,  bei  Durchlauhing  des  Halb- 
kreises plq^  in  q  mit  folgendem  Werthe  anlangen: 

^iP\7\  I  cos h  i  sm 2 I, 

bei  Durchlaufung  des  Halbkreises  prq  hingegen  in  jenem  Puncte 
mit  dem  Werthe 


^\ß\7\  (' 


^^^.  ij,,--n)+v,  +  w,  ^  .  ^.^  K-^)+«>i  +  u.,> 


eintreffen.     Diese  beiden  Werthe  sind  aber,  weil 
cos  (x  —  ^  =  —  cos  (x  +  ^\ 

^'"^  (^  -   t)  =  ~  '*''  ("^  "^  ^) 
ist,  unter  einander  entgegengesetzt. 
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^^ir  sind  hier  bei  Durchlaufung  der  Halbkreise  plq  und  prq 
beite     Male  von  p  aus  mit  demselben  Anfangswerth  von  f  aus- 
gegangen; dieWerthe,  welche  sich  dann  in  g  ergeben,  sind,  wie 
^  ^l>en  gesehen  haben,  unter  einander  entgegengesetzt. 

Umgekehrt  wird  sich  die  Sache  verhalten,  wenn  wir  bei 
DurcYilaufung  jener  beiden  Halbkreise  in  p  mit  entgegenge- 
seUten  Anfangswerthen  ausgehen.  In  diesem  Fall  werden  näm- 
lich, wie  sich  leicht  übersehen  lässt,  die  in  q  sich  ergebenden 
Werlhe  unter  einander  gleich  sein. 

Debrigens  ist  es  gleichgültig,  ob  vor  die  beiden  Puncte  p,  q 
einander  diametral  gegenüber  liegend  wählen,   oder  ob  wir  den- 
selben eine  beliebige  andere  Lage  auf  der  Peripherie  des  um  Ä 
beschriebenen  Kreises  anweisen.     Wir  kommen  demnach  zu  fol- 
gendem Resultat: 

Auf  der  Peripherie  eines  Kreises^  welcher  um  einen  der  drei 
Puncte  A^  B,  C  beschrieben  ist  und  keinen  d^r  beiden  andern 
Puncte  in  sich  enthält,  mögen  irgend  zwei  feste  Puncte  p,  q 
und  femer  zwei  bewegliche  Puncte  2,  z  gedacht  werden.  Die 
beiden  letztem  laufen  —  so  mag  angenommen  werden  —  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  in  entgegengesetzten  Richtungen  fort; 
beide  gehen  gleichzeitig  von  p  aus,  und  treffen  sodann  nach  einiger 
Zeit  von  verschiedenen  Seiten  her  in  q  wieder  zusammen. 

Werden  nun  den  beiden  Puncten  z  zwei  Werthe  der  Wurzel- 
grosse 

f=  j/z—A.z-'B.z  —  C 
zuertheilt,  und  zwar  zwei  Werthe,  welche  in  dem  Augenblick,  wo 
beide  Puncte  von  p  auslaufen,  von  gleicher  Grösse  sind,  und 
welche  sich  während  des  weiteren  Fortganges  jener  Puncte  Schritt 
für  Schritt  auf  stetige  Weise  ändern  sollen,  so  werden  diese 
Werthe  in  dem  Augenblick,  wo  beide  Puncte  in  q  anlangen,  ihre 
Gleichheit  völlig  verloren  haben,  nämlich  von  entgegengesetzter 
Grösse  sein. 

Und  umgekehrt  werden  jene  beiden  Puncte  z,  falls  sie  zu  An- 
fang in  p  mit  entgegengesetzten  Werthen  ausgehen,  in  q  mit 
gleichen   Werthen  anlangen. 
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Ihittar  Abschnitt  Forttetnmg.  Ans  dem  WeiUifmiaft^  wel- 
chen /Z  besitzt,  wird  ein  die  ganze  Horizontalebene  ^ter- 
deckendes  imd  nberall  eindeutiges  Wertfasystem  abgesehieden. 

Die  Wurzelgrösse: 


f  =  j/z-  A.z  —  B  .Z'-C 

verschwindet  in  ^,  ^,  C  und  ist  mit  Ausnahme  dieser  Puncte 
überall  zweideutig.  Um  eine  eindeutige  Function  zu  gewinnen, 
mösste  man  in  jedwedem  Puncte  z  immer  nur  den  einen  Werth 
der  Wurzelgrösse  beibehalten  und  den  andern  bei  Seite  werfen. 
Doch  wird  sieb  solches,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  nicht 
immer  der  Art  ausführen  lassen ,  dass  die  zurückbehaltenen  Werthe 
stetig  unter  einander  zusanunenbängen. 

Es  sei  Zq  ein  beliebig  gewählter  Punct  auf  der  Horizontal- 
ebene; von  den  beiden  Werthen,  welche  unsere  Wurzelgrösse  f 
in  diesem  Puncte  besitzt,  pflanzen  wir  daselbst  nur  den  einen 
(er  mag  fQ  genannt  werden)  auf,  und  lassen  den  andern  (dieser 
wird  —  f^  sein)  ganz  ausser  Spiel. 

Wollen  wir  nun  im  Bereich  des  Punctes  z^  Werthe  auf- 
pflanzen,  welche  mit  dem  in  Zq  hingestellten  stetig  zusammen- 
hängen, so  haben  wir  gar  keine  Wahl.  Denn  in  jedem  Puncte 
des  genannten  Bereiches  sind  überhaupt  nur  zwei  W'erthe  mög- 
lich; der  eine  ist  immer  unendlich  wenig  von  +  f^^,  der  Tindere 
unendlich  wenig  von  —  f^  verschieden,  und  wir  müssen  daher, 
falls  wir  einen  stetigen  Zusammenhang  haben  wollen,  nothwen- 
digerweise  den  ersteren  nehmen. 

Wir  lassen  nun  das  kleine  Flächenstück,  durch  welches  das 
Bereich  des  Punctes  z^^  dargestellt  wird,  sich  nach  allen  Seiten 
hin  mehr  und  mehr  erweitern,  und  pflanzen  dabei  in  jedem 
AugenbUck  in  den  neu  hinzugetretenen  Puncten  immer  diejenigen 
Werthe  auf,  welche  sich  den  schon  vorhandenen  auf  stetige 
Weise  anschliessen. 

Wir  haben  alsdann  ein  im  Wachsen  begriffenes  Wertb- 
system  vor  uns,  nämlich  ein  Werthsystem  vor  uns,  dessen  Üm- 
grenzüngslinie  sich,  etwa  ähnlich  wie  ein  im  Puncte  Zq  erre^r 
Wellenring,   nach  allen  Seiten  bin  weiter  und  weiter  fortbewegt 

Geschieht  diese  Fortbewegimg  nach  allen  Seiten  hin  mit  ein 
und  derselben  Geschwindigkeit,  so  wird  die  Unigrenzimgslinie  des 


Die  Riemann'schen  Flächen.  175 

Werthsystems  bestandig  kreisförmig  sein;  ist  hingegen  jene  Ge- 
schwindigkeit nach  verschiedenen  Seiten  hin  eine  verschiedene, 
so  wird  die  Umgrenzungslinie  im  ^erlaufe  der  Zeit  andere  und 
andere  Gestalten  annehmen,  und  zwar  Gestalten  von  irgend  wel- 
cher unregehnässigen  Form. 

Es  seien  z^  und  Z2  irgend  zwei  einander  unendlich    nahe 
iHiBcte   auf  der  Horizontalebene.     Unser  Werthsystem  habe   sich 
so     weit  ausgedehnt,  dass  Zj  augenblicklich  gerade  auf  seiner  Uni- 
gi:*^Dzüngsiinie   liegt,   während    sich   Z2   noch    ausserhalb    des 
^^rthsystems  befindet,  und   erst  im  nächstfolgenden  Augenblick 
vom:m  demselben  erreicht  werden  wird;  ferner  sei  /*!  der  in  z^  vor- 
bÄÄndene,    unserem  Systeme   bereits  einverleibte  Werth;    und 
erfcdlich  seien  +  f^  und  —  f^  diejenigen  beiden  Werthe,  welche 
ifl       €lem  andern  Puncte,  in  Zj,  überhaupt  möglich  sind.     Als- 
<^Ä«>n  kann  unter  den   beiden   letztgenannten  und  einander  ent- 
S^er angesetzten  Werthen  im  Allgemeinen  immer  nur  einer  vor- 
hÄKiden  sein,  welcher  von  f^  unendlich  wenig  verschieden  ist;  der 
Ai:s:snahmefall,  dass  beide  Werthe  von /\  unendlich  wenig  abwei- 
de ^n,  kann  nämlich  ofTenbar  nur  dann  eintreten,  wenn  zufälliger 
W^^i^e  /*!  gerade  gleich  Null  ist. 

Im  Allgemeinen  kann  daher  auch  kein  Zweifel  darüber  statt- 
finden, welchen  von  den  beiden  Werthen  +  /'2»  —  /i  unser  W^erth- 
sy Stern. bei  seinem  weiteren  Anwachsen  in  sich  aufzunehmen  hat; 
^■^  solcher  Zweifel  wird  nur  dann  eintreten,  wenn  zufalliger  W^eise 
A  gleich  Null  ist,  also  nur  dann,  wenn  der  von  uns  gewählte 
P^Oct  Zj  zufälliger  Weise  identisch  ist  mit  einem  der  Puncte 
^>    B,  C. 

Es  sei  ~A  derjenige  unter  den  Puncten  A^  B,  0,  welchen 
'^'^ser  Werthsystem  bei  seiner  Vergrösserung  zuerst  erreicht. 
^^^  wollen  den  Augenblick  ins  Auge  fassen,  in  welchem  die 
^*"^a2e  des  Systemes  gerade  über  A  hinübergleitet. 

Der  in  diesem  Augenblick  in  A  selber  vorhandene  Werth  ist 

**U  und,  wie  wir  gesehen  haben,  unbrauchbar,   um  über  dieje- 

^8^0  Werthe    zu   entscheiden,- welche   das  System    bei    seinem 

^  eiteren  Anwachsen  in  sich  aufzunehmen  hat.    Wir  müssen  dem- 

^^^h  versuchen,  ob  zu   diesem  Zweck  nicht  vielleicht  diejenigen 

^^rtbe  verwendet  werden  können,  welche  sich  in  unserm  System 

*^  beiden  Seiten  von  A^  nämlich  bei  a  und  ß  vorfinden  (Fig.  39). 
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Der  Bequemlichkeit  willen  seien  a  und  ß 
(^%  gleich  weit  von  A  aus  entfernt,  ihre  gemein- 
same Entfernung  =  g;  mit  q  als  Radius  mag 
um  A  ein  Kreis  beschrieben  werden;  die  eine 
I  Hälfte  dieses  Kreises  wird  alsdann  inner- 
halb, die  andere  ausserhalb  unseres  Wertb- 
systems  liegen;  die  erstere  mag  mit  ccyß,  die 
letztere  mit  adß  bezeichnet  werden. 

Da  unter  den  Werthen,  welche  unser 
System  bis  jetzt  besitzt,  überall  stetiger  Zu- 
sammenhang herrscht,  so  werden  auch  diejenigen  Werthe,  von 
welchen  die  halbkreisförmige  Linie  ayß  bedeckt  ist,  stetig  mit 
einander  zusammenhängen.  Um  nun  denjenigen  Werth  zu  erbal- 
ten, welchen  das  System  bei  seiner  weiteren  Ausdehnung  im 
Puncte  d  in  sich  aufnehmen  muss,  werden  wir  die  auf  jener 
halbkreisförmigen  Linie  ayß  bereits  vorhandene  Werthreihe,  ent- 
weder über  or,  oder  über  ß  hinaus,  auf  stetige  Weise  zu  verlän- 
gern haben.  Je  nachdem  wir  aber  das  eine,  oder  das  andere 
unternehmen,  erhalten  wir,  wie  sich  aus  einem  früher  (S.  173) 
gefundenen  Satz  ergiebt,  im  Puncte  J  sehr  verschiedene,  näm- 
lich einander  entgegengesetzte  Werthe. 

Pflanzt  man  also  in  irgend  welchem  Puncte  Zq  der  Horizon- 
talebene von  den  beiden   Werthen^  welche  die   Wurzelgrösse 

f=y{z-A){z—B){z  —  C) 

daselbst  besitzt,  nur  einen  auf^  und  bildet  man  sodann  um  Jenen 
Punct  herum  ein  Werthsystem,  welches  sich  dem  dort  aufgepflanz- 
ten  Werth    in  stetiger   Weise  anschliesst,   und    welches   sich   von^ 
jenem  Puncte  aus  nach  allen  Seiten  hin  mehr  und  mehr  erweitert  r- 
so  werden  die  Werthe^  welche  dieses  System  in    sich  aufzunehmen^ 
hat,    eindeutig    bestimmt   sein,   so   lange  das  von  ihm  bedeckte 
Gebiet  der  Horizontidebene  noch  keinen  der  Puncte  z  ^=^  A,  z  ^=i  By^ 
z  =  C  in  sich  enthält,  hingegen  zweideutig  werden  in  demjenigen^' 
Augenblick,  in  welchem  die  Grenze  jenes  Gebietes  über  irgend  einer^ 
dieser  Puncte  hinübergleitet. 

Um  nun  trotzdem  aus  den  Werthen  der  gegebenen  Functions 
ein  die  ganze  Horizontalebene  bedeckendes  und  überall  eindeu- 
tiges Werthsystem  abzuscheiden,  dient  folgendes  Verfahren. 
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Wir  stellen  uns  die  Horizontalebene  als  eine  unendlich  grosse 
Kreisfläche  ^  vor,  deren  Mittelpunct  im  Anfangspunct  des  Coor- 
dinatensf Sternes  liegt;  wir  scheiden  sodann  von  dieser  Kreisfläche 
einen  äusserst  schmalen  Fläcfaenstreifen  ab,  welcher  die  Puncte 
Aj  B^  C  in  sich  enthält,  nämlicli  einen  Flächenstreiren,  welcher 
im  Puncte  A  seinen  Anfang  nimmt,  und  von  hier  aus  über  die 
beiden  andern  Puncte  B  und  C  hin  bis  zum  unendlich  fernen 
Rande  der  Kreisfläche  i^,  etwa  bis  U  fortschreitet;  der  nach  Ab- 
sonderung dieses  Streifens  noch  übrig  bleibende  Theil  der 
F*läche  mag  mit  S^'  bezeichnet  werden.  Wir  bilden  nun  wieder 
wn  den  Punct  Zq  herum  ein  Werthsystcm,  welches  sich  dem 
dort   festgesetzten  Anfangswerth  f^  stetig  anschliesst,  und  lassen 

die  Grenze  dieses  Systems  (Fig.  40)  sich  weiter  und  weiter  aus- 
dehnen, 'jedoch  so,  dass  Fig.  40, 

sie  beständig  innerhalb 

Ö'  bleibt.  Denken  wir  uns 

^iese  Ausdehnung  so  weit 

fortgesetzt,  bis  jene  Grenze 

schliesslich  mit  der  Rand- 

curve  von  1^'  zusammen- 

^^*H,  so  haben  wir  alsdann  i 

^»n    die  ganze  Fläche  Sß'  \ 

"Verdeckendes  und  überall 

®*ndeutigcs    Werthsystcm 

^^«^  uns. 

Es  bedarf  nun  einer  nä- 

"^ren  Untersuchung  über 

"^ejenigen  Werthe,  welche 
^^^  80  erhaltene  eindeutige  System  zu  beiden  Seiten  des  vorhin 
^"^gesonderten  Flächenstreifens,  oder  vielmehr  zu  beiden  Ufern 
"^  durch  jene  Absonderung  entstandenen  schmalen  Bucht 
"^^CV  besitzt.  Zu  diesem  Zwecke  ist  es  gerathen,  was  die  Ge- 
*'alt  der  eben  genannten  Bucht  im  Genaueren  anbelangt,  folgende 
^'Jstruction  zu  Gnmde  zu  legen:  Auf  der  ursprünglich  vorhan- 
<leaen,  unendlich  grossen  Kreisfläche  ^  mag  zuerst  eine  Linie 
gezogen  werden,  welche  auf  beliebigem  Wege  von  A  über  B 
^^^  €  bis  zum  Rande  der  Flache,  etwa  bis  [f  hin  fortgeht;  gleich- 
^^^^ig  mögen  um  A^  \\m  B  und  um  C  kleine  Kreise  beschrieben 
^^Uen;  sodann  mögen  von  der  Fläche  ^  diejenigen  Stücke  ab- 
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gesondert  werden,  welche  innerhalb  dieser  kleinen  Kreise  sich 
befinden;  und  endlich  mag  noch  ein  Schnitt  ausgerulu*t  werden, 
welcher  längs  der  Linie  ABCU  fortgeht,  also  ein  Schnitt,  welcher 
in  der  bei  A  vorhandenen  kreisförmigen  Oeffnung  anfangt,  die 
bei  B  und  C  vorhandenen  OefTnungen  diametral  überspringt,  und 
endlich  im  Rande  der  Fläche,  nämlich  in  U  endigt.  Dieser 
Schnitt  wird  alsdann  in  Verbindung  mit  den  kleinen  bei  Ay  Bj  C 
vorhandenen  OefTnungen  als  eine  Bucht  angesehen  werden  können, 
deren  gegenüberliegende  Ufer,  abgesehen  von  den  bei  A^  Bj  C 
vorhandenen  kreisförmigen  Erweiterungen,  einander  überall  un- 
endlich nalie  sind.  Die  mit  dieser  Bucht  versehene  Fläche  ist  es 
nun,  welche  unter  ^'  hinfort  verstanden  werden  soll. 

Die  Bucht  ABCU  besitzt  (Fig.  41)  zwei  einander  gegenüber- 
Fig.  41*).  liegende  Uferlinien  äßyde  und 

of  /?/  d'  e',   welche    theils    aus 
parallelen,  theils  aus  halbkreis- 
förmigen Strecken  bestehen,  und 
'<    ^         ^«  welche  im  Puncte  a  mit  einan- 

I  V^^^^^^  fJer  zusammenhängen.   Wir  be- 

^4^^^^^^^        zeichnen  die  Werthe,  welche  das 
^^^^^^^^L       auf  der  Fläche  S^'  ausgebreitete, 
^k^^lH^HH      überall  eindeutige  Wertlisystem 
^  längs  der  Linie  aßy  .  .  .  besitzt, 

mit 

(1)  /a»   Au   A?   /3?   A»  •  •  •  > 

und  andererseits  diejenigen, 
welche  jenes  System  längs  der 
Linie  aß'y  . . .  besitzt,  mit 

(2)  /*«,  /i',  /*2',  /a',  /*/... 
Jenes  System  ist  auf  der  Fläche 
$'  überall  stetig;  demnach  wird 
jede  von  den  Reihen  (1)  und  (2) 
aus  stetig  auf  einandcrfol- 
gcnden  Werthcn  bestehen. 
Zugleich     bestehen     aber     die 

Reihen  (1)  und  (2)  auch  aus  Werthcn,  welche  sämmtlich  zu  dem 


'S 


*)  In  Fig.  41  sind  unter  ^ ,  Ä,  C  die  M  i  1 1  e  1  p  u  n  c  t  e  der  drei  kleinen 
kreisförmigen  Oeffnungen  zu  verstehen. 
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in  der  Wurzelgrösse 

enthaltenem  Werthvorrath  geboren.  Daraus  folgt,  dass  dieselben 
als  zwei  Reihen  angesehen  werden  können,  welche  sich  aus 
jenem  Werthvorrath,  den  beiden  Uferlinien  aßy  .  .  . 
und  ccß'y  .  .  .  entlang,  auf  stetige  Weise  abwickeln. 

Demgemäss  können  wir  auf  die  Reiben  (1)  und  (2)  sofort 
2wei  früher  gefundene  Sätze  (S.  170  u.  173)  in  Anwendung  brin- 
gen. Beide  Reihen  beginnen  im  Puncte  cc  mit  ein  und  dem- 
selben Anfangswerthe.  Zufolge  des  zweiten  Satzes  werden  sie 
daher,  nach  Durchlaufung  der  in  a  an  einander  stossenden  halb- 
kreisförmigen Uferstrecken  aß  und  aß\  in  den  Puncten  ß  und  ß' 
mit  entgegengesetzten  Werthen  eintreffen.  Dieser  Gegensalz 
wird  sodann,  wenn  beide  Reihen  weiter  gegen  B  hin  fortschrei- 
ten. Schritt  für  Schritt  vorhanden  bleiben;  so  z.  B.  werden  die 
Reihen  in  den  Puncten  y  und  /  ebenfalls  mit  entgegengesetzten 
Werthen  eintreffen.  Solches  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem 
ersten  der  vorhin  genannten  Sätze.  In  dem  Augenblick,  wo  die 
Reihen  in  der  Nähe  von  B  zu  den  hier  beginnenden  halbkreis- 
förmigen Uferstrecken  gelangen,  ist  jener  Gegensatz  noch  immer 
vorhanden.  Bei  Durchlaufung  dieser  Halbkreise  verschwindet  er 
aber;  in  den  beiden  Puncten  nämlich,  wo  die  Halbkreise  ^nden 
und  wiederum  in  parallele  Uferstrecken  übergehen,  werden  die 
Reihen  mit  Werthen  eintreffen,  welche,  wie  aus  den  angeführ- 
ten Sätzen  folgt,  einander  völlig  gleich  sind.  Diese  Gleichheit 
bleibt  nun,  während  beide  Reihen  nach  C  hin  fortschreiten,  ungeän- 
dert  bestehen.  Nach  Durchlaufung  der  bei  fliegenden  halbkreisför- 
migen Uferstrecken  treten  sodann  von  Neuem  entgegengesetzte 
Werthe  ein.  Und  dieser  Gegensatz  bleibt  dann  endlich,  während 
beide  Reihen  nach  dem  unendlichen  fernen  Puncte  U  hinlaufen, 
fortwährend  vorhanden. 

Die  betrachteten  Reihen  (1)  und  (2)  bestehen  aus  denjenigen 
Werthen,  welche  das  von  uns  auf  der  Fläche  $'  ausgebreitete 
und  daselbst  überall  eindeutige  System  zu  beiden  Ufern  der  Bucht 
ABCÜ*hesiUt  Es  wird  demnach  dieses  System  zu  bei- 
den Ufern  jener  Bucht  zwischen  A  und  B  entgegengesetzte, 
zwischen  B  und  C  gleiche,  und  zwischen  C  und  U  wie- 
derum einander  entgegengesetzte*  Werthe  haben.    Uebrigens 
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Fig.  42. 


können  wir,  was  die  Bescliaffenheit  jener  Bucht  anbelangt, 
die  um  A,  B,  C  beschriebenen  Kreise  beliebig  klein,  mithin 
auch  unendlich  klein  nehmen.  Thun  wir  dies,  so  verwandelt 
sich  die  Bucht  einfach  in  einen  Schnitt,  welcher  von  ^  aus  auf 
beliebigem  Wege  über  die  Puncte  B  und  C  hinweg  bis  zum  un- 
endlich fernen  Bande,  nämlich  bis  ü  fortläuft  (Fig.  42). 

Man  übersieht  leicht,  dass  die  eben  er- 
langten Ergebnisse  sich  leicht  verallgemeinern, 
sich  z.  ß.  leicht  übertragen  lassen  auf  die 
Wurzelgrösse: 

y(z  -A}(z-  B)  (z  -  C)~(z  -  D), 
ebenso  auf  die  Wurzelgrösse: 
y{z  -A)[z^  B)  [z-^C)  [z-D)  {z-^E);  . 
überhaupt  auf  Wurzelgrössen ,  welche   unter 
dem  Wurzelzeichen  beliebig  viele  Factoren  enthalten.  Folglich: 
Sind   A^^  A2^  ...  An  beliebig  gegebene  Constanten ^   so  kann 
manj  um  aus  dem'  Werihvorrathe ,  welchen  die   Wurzelgrösse: 


y{z~A^){z-J,)  ...{z-J„)- 

besitzt,   ein  eindeutiges  und  stetig  in  ^ich  zusammenhängendes 
Werthsystem  abzuscheiden ,  in  folgender  Weise  verfahren-. 

Man  denke  sich  die  Horizontalebene  als  eine  um  den  Anfangs- 
punct    des  Coordinatensystems  mit   unendlich  grossem  Radius   be- 
schriebene Kreisfläche  ^,   führe  in  dieser  Kreisfläche   einen  von 
A^   ausgehenden  und  auf  beliebigem   Wege  über  A^,    A^,  .  ,  .  A,^ 
bis  zum  unendlich  fernen  Bande  etwa  bis  U  fortlaufenden  Schnitr 
aus,  und  bezeichne  die  solcher  Weise  entstehende  Fläche  mit  ^'^ 
(Fig.  43.; 

Man  pflanze  sodann  auf  der  Fläche  ^'^ 
in  irgend  welchem  Punct  z^  von  deti   beiden- 
Werthen,   welche  die  gegebene    Wurzelgrösse 
.daselbst    besitzt,    nur    einen    —    gleichgültig 
\  welchen    —    auf,    pflanze   ferner   um  jenen 
Punct  herum  diejenigen   Werihe  der   Wurzel- 
grösse auf,  welche  sich  dem  dort  festpesetzteti 
Anfangswerthe  in  stetiger   Weise  anschliessend 
und  lasse  das  so  erhaltene  Werthsystem  nach  allen  Seiten  hin  sich 
mehr  und  mehr  ausdehnen,  jedoch  der  Art,  dass  die  Grenze  des 
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SystemSy  während  sie  mehr  und  mehr  vorgeschoben  wird^  den  Rand 
der  Fläche  ^',  mithin  auch  die  zu  diesem  Rande  gehörigefi  Ufer 
des  Schnittes  Ä^Ä^A^  ...  V  nirgends  überschreitet.  Denkt  man 
sich  diese  Ausdehnung  so  weit  fortgesetzt,  bis  die  Grenze  des 
Systems  scMiesdich  mit  dem  Rande  der  Fläche  ^'  zusammenfällt, 
so  entsteht  alsdann  ein  die  ganze  Fläche  ^'  überdeckendes  und 
auf  dieser  Fläche  überall  eindeutiges  und  stetiges  Werth- 
System. 

Was  die  Werthe  anbelangt  ^  welche  dieses  System  zu  beiden 
Vfem  des  Schnittes  A^A^A^...  V  besitzt,  so  ist  zu  bemerken^  dass 
diese  Werthe  längs  der  Schnittstrecke  A^A^  einander  entgegen- 
gesetzt, längs  der  Strecke  A^A^  einander  gleich,  längs  der 
Strecke  A^ A^  wiederum  einander  entgegengesetzt  sind,  u,  s,  w,, 
dass  also  von  einer  Strecke  zur  atidem  hin  fortwährend  Gegen- 
sai^^  und  Gleichheit  mit  einander  wechselt.  Auf  der  letzten 
Sirecke,  die  von  An  bis  ü  reicht,  wird  demnach  Gleichheit  statt- 
P^^n^  falls  n  gerade,  Gegensatz,  falls  n  ungerade  ist. 


Vierter  Abschnitt  Fortsetzung.  Der  ganze  Werthvorrath; 
welohen  j/z  überhaupt  besitzt,  wird  gesondert  in  zwei  Werth- 
<y*^nie;  diese  beiden  Systeme  lassen  sich  auf  stetige  Art  zn- 
tUKUkieiischmelzen  zn  einem  einzigen.  Als  Träger  des  letztem 
^mt  aber  dann  nicht  mehr  die  gewöhnliche  Horizontalebene, 
^dom  eine  gewisse  horizontale  Doppelfl&ohe.  Diese  Fläche 
wird  eine  Biemann'sche  Flache  genannt. 

Indem  yvir  nun  in  unserer  Untersuchung  über  die  Wurzel* 


y[z  —  A^)  {z  —  A^...{z  —  An) 

welter  fortschreiten,  wollen  wir  uns  —  allerdings  nur  der  grös- 
^^Ti  Bequemlichkeit  willen  —  auf  den  Fall  beschränken,  dass 
**  ^ine  gerade  Zahl,  etwa  =  2v  ist.  Wir  haben  es  dann  zu 
Ihan  mit  der  Wurzelgrösse: 

f  =  y[z^A,){z^A^)...{z^A^), 

^  ttüt  einer  Wurzelgrösse,  die  für  unendlich  grosse  Werthe 
^<^ö  z  die  Form: 

f^V^- 
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d.  i.  die  Form: 

annimmt. 

Es  seien  ^^  imd  $2  V^^^  horizontal  über  einander  liegende, 
unendlich  grosse  Kreisflächen,  welche  nur  durch  einen  unendlich 
kleinen  Zwischenraum  von  einander  getrennt  sind.  Diese  beiden 
Flächen  seien  versehen  mit  einem  gemeinschaftlichen  rechtwin- 
kligen Coordinatensystem ;  der  AnCangspunct  des  Coordinatensystems 
mag  dargestellt  sein  durch  die  über  einander  liegenden  Mittel- 
puncte  der  beiden  Kreisflächen ;  ferner  mag  die  x  Achse  darge- 
stellt sein  durch  irgend  zwei  über  einander  liegende  Radien  der 
beiden  Flächen,  und  die  %j  Aclise  durch  zwei  andere  solche  Radien, 
die  zu  den  ersteren  senkrecht  sind.  Auch  mag  —  wie  das  stets 
der  Fall  sein  soll  —  die  gegenseitige  Lage  der  x-  und  ^- Achse 
der  Art  sein,  dass  der  auf  dem  horizontalen  Flächenpaar  ^i,J^2 
im  Ausgangspunct  der  beiden  Achsen  Stehende  und  in  der  Rich- 
tung der  X  Achse  Fortsehende  die  y  Achse  zur  Linken  hat  (vgL 
S.  72). 

Es  seien  A^^  A^-^  ...  A^v  diejenigen  Pimcte,  welche  in  den 
beiden  Flächen  ^^  und  ^2  <Jurch  z  ==  ^j,  z  =  ^j»  •  •  •  ^  =  -^^v 
bestimmt  werden.  Wir  führen  nun  einen  Schnitt  aus,  welcher 
beide  Flächen  durchdringt,  im  Puncte  A^  anfängt,  und  von  hier 
aus  auf  beliebigem  Wege  über  die  Puncte  A^^  A^,  ...  A^^  bis 
zum  unendlich  fernen  Rande  der  Flächen,  etwa  bis  ü  hin  fort- 
schreitet. In  den  Puncten  A^,  ^2)  •  *  •  ^^v  mag  dieser  Schnitt 
mit  imendlich  kleinen  kreisförmigen  Erweiterungen  versehen  sein. 
(Man  vergl.  etwa  Fig.  41.)  Nach  Ausführung  des  Schnittes  haben 
wir  dann  zwei  Flächen  vor  uns,  welche  von  den  Puncten 
u4i,  AIj  ...  A2v  keinen  einzigen  in  sich  enthalten.  Wir  be- 
zeichnen diese  Flächen  zur  Unterscheidung  mit  ^j'  und  ^2'. 

Durch  z  =  Zq  werden  in  den  Flächen  ^/  und  ^2'  ^^ei 
über  einander  liegende  Puncte  bestimmt.  In  jedem  dieser  Puncte 
pflanzen  wir  je  einen  von  den  beiden  Wertheo  auf,  welche  die 
gegebene  Wurzelgrösse  f  für  z  =  Zq  besitzt,  und  breiten  sodann 
in  jeder  der  beiden  Flächen  dasjenige  System  aus,  welchies  sich 
dem  in  solcher  Weise  festgesetzten  Anfangswerth  stetig  anschliesst. 
Jedes  dieser  Systeme  wird,  weil  die  Flächen  ^Z,  ^^  keinen  der 
Puncte  ^1,  ^2>  •  •  •  ^2v  in  sich  enthalten,  in  seiner  ganzen  Aus- 
dehnung eindeutig  bestimmt  sein.    Und  beide  Systeme  zusam- 
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• 
mengenommen  werden  den  ganzen  Wertli vorrath  repräsentiren, 
welchen  die  gegebene  Wurzelgrösse  f  überhaupt  besitzt. 

Die  Werthe,  welche  die  eben  genannten  Systeme  auf  den 
Flächen  $/  und  ^^  in  zwei  über  einander  liegenden  Puncten 
haben,  sind  identisch  mit  denjenigen,  welche  die  gegebene  Wur- 
zelgrösse 

für  das  jenen  Puncten  zugehörige  Argument  z  darbietet,  und  sind 
daher  unter  einander  entgegengesetzt.  Das  auf  ^/ 
ausgebreitete  System  wird  sich  demnach  durch  Mul- 
tiplication  mit  —  1  in  das  auf  ^j'  befindliche  verwan- 
dein. 

Die  Werthe,  welche  sich  in  jedem  der  beiden  Systeme  an 
den  Ufern  des  Schnittes  A^A^A^,.,  ü  vorfinden,  können  unmit- 
telbar nach  dem  vorhergehenden  Satz  beurtheilt  werden.  Zufolge 
jenes  Satzes  wird  nämlich  jedes  dieser  Systeme  zu  beiden  Ufern 
der  Schnittstrecke  A^A2  entgegengesetzte,  zu  beiden  Ufern 
der  folgenden  Schnittstrecke  ^^j  ^3  gleiche  Werthe  besitzen,  u.  s.  w. 
In  solcher  Weise  werden  von  einer  Schnittsirecke  zur  andern  hin 
Gegensatz  und  Gleichheit  mit  einander  wechseln;  an  den  Ufern 
der  letzten  Schnittstrecke  A2vü  wird  demnach  Gleichheit  statt- 
finden: 

Es  seien  (Fig.  44),  im  Durchschnitt  betrachtet,  aa  und  bb' 
zwei  über  einander  lie-  Fig.  44. 

gende  Theile  der  Fla»    aiii^B^HH^iif^     iaiHHiH^Mia' 

eben  i^/  und   ^2»   ""^     ]  ^^mm^mmm^^^^^^^^^^^^^^^^V^ 

zwar  zwei  Theile,  durch  /^         /f' 

welche  die  Schnittstrecke  A^A2  hindurchgeht.  Demgemäss  seien 
a  und  a  zwei  auf  beiden  Ufern  dieser  Schnittstrecke  einander 
gegenüberliegende,  zur  Fläche  ^1'  gehörige  Puncte;  ferner  ß 
und  ß'  die  darunter  liegenden  Puncto  in  der  Fläche  ^j-  ^^'^ 
diese  vier  Puncto  sind  einander  unendlich  nahe  und  zusammen- 
genommen etwa  als  die  vier  Ecken  eines  unendlich  kleinen  Qua- 
drates anzusehen.  Die  Werthe,  welche  das  auf  ^/  ausgebreitete 
System  in  a  und  a  besitzt,  sind,  wie  eben  erwähnt  wiurde,  ein- 
ander entgegengesetzt.  Bezeichnen  wir  daher  den  in  a  vorhan- 
denen Werth  kurzweg  mit  q> ,  so  wird  der  in  a  vorhandene  gleich 
—  q>  sein.  Aus  diesen  beiden  Werthen  ergeben  sich  aber  durch 
Multiplication  mit  —  1  diejenigen ,  welche  das  auf  S^^  ausgebreitete 
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System  in  den  darunter  liegenden  Puneten  ß  und  ß^  besitzt     Es 
sind  demnach  in  unsern  vier  Puneten  im  Ganzen  folgende  Wertbe' 

vorhanden : 

in  «' :  —  gp, 
in  /?:       g>. 


f  in  «  :       cp, 
^'^  t  in  ^  :  -  ep. 


Die  vier  Punete  cc,  a,  ß,  /5'  können  als  Repräsentanten  der  vier 
üferlinien  angesehen  werden,  welche  die  Schnittstrecke  A^J2  ^ 
den  beiden  Flächen  ^^'  und  S^2  besitzt.  Dieselbe  Beziehung 
nämlich,  welche  zwischen  den  in  jenen  vier  Puneten 'befindlichen 
Werthen  stattfindet,  dieselbe  wird  auch  bei  beliebigen  andern  vier 
Puneten  vorhanden  sein,  welche,  ebenso  wie  jene,  auf  der  genannten 
Schnittstrecke  neben  und  über  einander  liegen.  Wir  sehen  dem« 
nach  aus  (1) ,  dass  die  in  den  Uferlinien  a  und  ß^  vorhandenen 
Werthe  einander  gleich  sind,  dass  also,  falls  man  jene  beiden 
Ufer  mit  einander  zusammenheftet,  von  beiden  Seiten  her 
gleiche  Werthe  zusammenstossen  werden;  und  ferner,  dass 
solches  auch  dann  eintreten  wird,  wenn  man  die  beiden  Ufer  a' 
und  ß  zusammenheftet  (Fig.  44). 

Wir  betrachten  ferner  die  Schnittstrecke  -^2^3*  Sind  wie- 
derum a,  «',  ß,  ßt  irgend  vier  m  dieser  Strecke  neben  und  über 
einander  liegende  Uferpuucte,  so  sind  die  in  denselben  vorhan- 
denen Werthe  gegenwärtig  von  folgender  Form: 


r  in  of  :       '^,      in  a 
^  ^  I  in  /J  :  —  ij;,       in  jT 


Demnach  werden  (Fig.  45]  gleiche  Werthe  zusammenstossen, 
Fig.  45.  wenn  man  das  Ufer  a 

aa^ S^HiH^HHiHHa/  mit  dem  Ufer  ci;   zusam- 

I ^^  -yj   menheftet;    ebenso    bei 

^        fi'  der      Zusammenheftung 

des  Ufers  ß  mit  ß^. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  zwei  Sciinittstrecken  Ä^A^  und  -^2-^3 
untersucht.  Mit  der  dritten,  fünften,  siebenten,  u.  s.  w.  Schnitt- 
strecke wird  es  sich  aber,  wie  man  sofort  übersieht,  genau  ebenso 
verhalten,  wie  mit  der  ersten;  die  letzte  von  diesen  Schniit- 
strecken  ist  die  Strecke  u^2r— i^2y.  Und  andererseits  wird  es  sich 
bei  der  vierten,  sechsten,  achten,  u.  s.  w.  Strecke  ebenso  ver- 
halten, wie  bei  der  zweiten;  die  letzte  unter  diesen  ist  die 
Schnittstrecke  A^yV. 
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VV^ir  wollen  uns  nun  die  vorhin  genannten  Zusammenheftun- 

gett •  es  sind  deren  je  zwei  bei  jeder  einzelnen  Schnittstrecke 

^  saxnmtlich  ausgeführt  denken.  Die  beiden  Flächen  $/  und  $2' 
iK^etA^i^  sich  dann  mit  einander  vereinigen  zu  einer  einzigen  zwei- 
bUltrigen  Fläche;  und  diese  mag,  um  ihre  Entstehungsart 
ämgermassen  anzudeuten,  mit  ^/  +  ^2' ^^2^'^^^^^  ^^i^^^^i^-  Die 
Flacbe  $/  +  ^2'  besteht,  im  Grossen  und  Ganzen  betrachtet, 
aus  zwei  über  einander  liegenden  unendlich  grossen  Kreisflächen, 
welche  gewissermassen  durch  v  Doppelbrücken  mit  einander  ver- 
bunden sind.     Die  erste  von  diesen  Brücken  zieht  sich  von  A^ 
nadi  i^,   die  folgende  von  A^  nach  A^,  die  dritte  von  A^  nach 
;^,  u.  s.  w.,   endlich  die  letzte  von  A^^^i  nach  A2V  hin.     Bei 
jeder  solchen  Doppelbrücke  (vergl.  Fig.  44)  durchsetzen  .ein- 
ander zwei  Flächentheile,  nämlich  diejenigen  Flächentheile,  aus 
.  welchen  jene  Doppelbrücke  besteht;  die  Durchsetzung  findet  statt 
in   einer  gewissen  Linie;  in  dieser  Linie  wird  aber  —  zufolge 
der  von  uns  angenommenen  Grundsätze  (S.  163)  —  zwischen  den 
beiden  einander  durchsetzenden  Flächentheilen  kein  Zusammen- 
hang stattfinden.   Bedienen  wir  uns  der  früher  eingeführten  Be- 
nennungen, so  können  wir   jede    von  jenen  Doppelbrücken   als 
eine  in  der  zweiblättrigen  Fläche  vorhandene  Uebergangsli nie 
bezeichnen.    Und  ebenso  können  wir  die  beiden  Endpuncte  einer 
solchen  Doppelbrücke  oder  Uebergangslinie  als  zwei  Win dungs - 
puncto   bezeichnen;   es  besitzt   nämlich   dasjenige   Gebiet  der 
zweiblättrigen  Fläche,  welches  um  einen  dieser  Puncte  herum- 
liegt, genau  dieselbe  Beschaflenheit,  welche  wir  früher  (S.  165— 
167)  bei  den  Windungs flächen  erster  Ordnung  kennen  ge- 
lernt haben.  Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  die  Fläche  ^^'  +  ^^ 
in  ihrem  hinem  keinerlei  Unterbrechungen  besitzt,   und  dass  sie 
äusserlich  von   zwei  über  einander  liegenden  unendlich  grossen 
^eislinien  begrenzt  ist. 

Die  beiden  auf  den  Flächen  ^/  und  ^2^  ausgebreiteten  Sy- 
steme repräsenturten  zusammengenommen  den  ganzen  Werthvor- 
rath,  welcher  in  der  gegebenen  Wurzelgrösse  /  enthalten  ist.  Bei 
Ausführung  der  eben  besprochenen  Zusammenheftungen  stossen 
in  jeder  Zusammenheftungslinie  von  beiden  Seiten  her  gleiche 
W^the  jener  Systeme. zusammen.  Demnach  werden  jene  beiden 
Systeme  bei  Ausführung  dieser  Zusammenheftungen  auf  stetige 
Weise  zu  einem  einzigen  System  zusammenschmelzen;  dieses 
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letztere  wird  getragen  von  der  zweiblättrigen  Fläche  ^^'  +  Q2, 
und  repräsentirt  den  ganzen  in  der  gegebenen  Wurzelgrösse  f 
enthaltenen  Werthvorrath.  Jedes  der  beiden  Werthsysteme,  welche 
zu  Anfang  auf  den  Flächen  $/  und  ^^  ausgebreitet  wurden, 
war  daselbst  überall  stetig;  beide  Systeme  sind  auf  stetige 
Weise  mit  einander  vereinigt  worden;  demnach  wird  das  durch 
diese  Vereinigung  entstandene,  auf  der  Fläche  ß^'  +  $/  ausge- 
breitete System  auf  dieser  Fläche  ebenfalls  überall  stetig  sein. 

Für  ein  unendlich  grosses  Argument  z  besitzt  die  Wurzel- 
grösse  f,  wie  bereits  früher  bemerkt  wurde  (Seite  182),  zwei  Werthe„ 
welche  gleich  +  z^  und  —  «^  sind.  Demnach  werden  diejenlgeic 
Werthe,  welche  auf  den  beiden  über  einander  liegenden  unendlicbi 
fernen  kreisförmigen  Randcurven  der  Fläche  ^^'  +  ^^  ^orhai^ 
den  sind,  durch  +  jr"  und  durch  —  z"  dargestellt  sein,  und  zwa« 
die  auf  der  einen  Randcurve  durch  +  z^,  die  auf  der  ander— 
durch  —  z*. 

Wir  können  die  Ergebnisse,  zu  welchen  wir  gelangt  sin.^ 
folgendermassen  zusammenfassen:    - 

Sämmiliche  Werthe^  welche  die   Wurzelgrösse : 


f=V{z-  A,)  iz-A,)...{z-  AJ 

Überhaupt  besitzt^  lassen  sich  ausbreiten  auf  einer  gewissen  zw^  t 
blättrigen  Fläche  $/  +  ^2',  und  zwar  der  Art  ausbreiten^  d4M^ 
diese  Werthe  daselbst  überall  eindeutig  und  stetig  sind*),  I^ü 
die  unendlich  fernen  Stellen  der  Fläche  sind  diese  Werthe  auf  €icf^ 
einen  Blatt  identisch  mit  denen  von  +  z",  auf  ^etn  andern  id^n 
tisch  mit  denen  von  —  z^ . 

Die  Fläche  ^Z  +  ^^  besitzt  2v  Windungspuncte  uiy. 
^2j  •  •  •  ^2v,  und  V  üebergangslinien  A^A.^^  A^  -^3»  •  •  •  -^2»^!  -<^«»' 
Jede  von  diesen  üebergangslinien  ist  nur  bestimmt  in  Bezug  ö^/ 
ihre  beiden  Endpuncte^  nämlich  völlig  beliebig  in  Bezug  auf  deti 


*)  In  jeder  Uebergangslinie ,  z.  B.  in  der  Linie  Ai  A^  durchsetz«'' 
einander  zwei  zur  Fläche  ^[  +  $2'  gehörige  FlächentheUe.  Die  Werih*» 
mit  welchen  diese  beiden  Flächentheile  bei  Ausbreitang  der  geg^be^®^ 
Function  belastet  werden,  sind  unter  einander  entgegengeset'^ 
Trotzdem  aber  ist  —  zufolge  der  früher  (Seite  164)  adoptirten  GrttJ»^' 
Sätze  —  die  Function  in  der  Nähe  der  Linie  A^  A^  stetig  zu  nenoc*** 
Denn  jeder  von  jenen  beiden  Flachentheilen  wird,  für  sich  alle*** 
betrachtet,  mit  lauter  stetig  zusammenhängenden  Werthen  ^^' 
lastet  sein. 


Die  Riemann'schen  Flächen.  '    187 

^^9i  auf  weichem  sie  von  dem  einen  Puncte  zum  andern  hin 
foriichreiieL 

Es  soll  eine  solche  Fläche  ^^  +  $2»  ^'^  ^^  ^^  ^^^^  ^^^ 
^^  haben,  in  Zukunft  eine  Rie  mann  sehe  Fläche  genannt 
f»erden. 

'^iiifier  Absclmitt.  Forteetzimg.  Die  Biemann'sche  ebene  Fläche 

iftQii  dnrch  Umformung   in   eine  Biemann'sche  Kn gelflache 

?arivaiidelt  werden.    Die  Uebergangslinien  einer  Biemann^schen 

Flache  sind  verschiebbar. 

Wir  wollen  uns  die  Fläche  ^j'  +  $2»  ebenso  wie  bisher, 
liorizontal  denken  und  den  Anfangspunet  des  darauf  vorhan- 
i^nen  Coordinatensystems  mit  0  bezeichnen.  Unterhalb  der  Fläche 
consfruiren   wir    eine   Kugel    vom  Yig,  46. 

I^rchmesserEins,  und  von  solcher  Ai_ 
Lage,   dass  sie  jene  Fläche   in  0 
berührt    (Fig.   46).     Der    auf   der 
Kugel  zu  0  diametral  gegenüber- 
liegende Punct  mag  ff  heissen. 

Wir   denken   uns   die  Fläche  ^__ 

^t'  +  ^2  *'s  ^"^®  materielle  Fläche,  o' 

^^che  nach  Belieben  gebogen,  gedehnt  und  zusammengezogen 
'^Cfden  kann,  und  unterwerfen  nun  diese  Fläche  einer  Umfor- 
^^^g>  bei  welcher  sich  die  einzelnen  Puncte  der  Fläche  von  allen 
^ten  her  auf  geradlinigen  Bahnen  gegen  den  Punct  0'  hinbe- 
"^^gen,  und  zwar  so  weit  gegen  0'  fortbewegen,  bis  sie  zuletzt 
^Oamtlich  auf  die  Oberfläche  der  Kugel  fallen.    Nach  Ausführung 
dieser  Umformung  werden  also  z.  B.  diejenigen  beiden  Puncte 
^s^er  Fläche,  welche  zu  Anfang  (Fig.  46)  bei  Q  über  einander 
l^en,  gegenwärtig  bei  P  über  einander  liegen.    Bei  0'  wird  sich 
^  obere  Blatt  unserer  Fläche  schliessen,  und  ebenso  auch 
*^  untere  Blatt,  so  dass  die  Fläche  bei  0'  dieselbe  Beschaffen- 
>^elt  hat,  wie  etwa  bei  Ö,  nämlich  daselbst  aus  zwei  platt  über 
^^nder  liegenden  Flächentheilen  besteht,  welche  durch  einen 
^endlich  kleinen  Zwischenraum  von  einander  getreimt  sind. 

Im  Grossen  und  Ganzen  wird  die  neue  Gestalt,  welche  uu- 
^w  fliehe  durch  diese  Umformung  erlangt,  offenbar  dargestellt 
^n  durch  zwei  concentrische  Kugelflächen,  welche  durch  einen 
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unendlich  kleinen  Zwischenraum  von  einander  getrennt  und  durch 
V  Doppelbrücken  mit  einander  verbunden  sind.  Sind  P|,  Pj)  •••  ^a^ 
diejenigen  Lagen,  in  welche  die  Puncte  A^,  A2y  . .  .  A^p  durch  die 
Umformung  versetzt  werden,  so  zieht  sich  die  erste  Doppeibröcke 
von  Pj  nach  Pj»  ^^^  zweite  von  P3  nach  P4,  u.  s.  w.,  endlich  die 
letzte  von  Pav-i  nach  Pzy  hin.  In  dieser  neuen  Gestalt 
soll  die  Fläche  eine  Biemann'sohe  Kugelflaohe  genannt, 
und  kurzweg  mit  dt  bezeichnet  werden. 

Während  die  Umformung  vor  sich  ging,  wollen  wir  uns  die 
auf  der  Fläche  ausgebreiteten  Werthe  von. 

'f=y{x  ^A^)(z^A^...(z^  A2,) 

mit  den  einzelnen  Puncten  der  Fläche  unlöslich  verbunden 
denken.  Nach  vollendeter  Umformung  werden  wir  alsdann  s  ä  m  m  t  - 
liehe  Werthe,  welche  die  Function  f  überhaupt  besitzt,  in  der 
Endlichkeit  vor  uns  haben,  nämlich  ausgebreitet  auf  der  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche  9%. 

Denken  wir  uns  in  der  ebenen  Fläche  ^/  +  ^2^  einen  beide 
Blätter  durchdringenden  Kreisschnitt  ausgeführt,  dessen  Mittel- 
punct  in  0  liegt,  und  dessen  Radius  äusserst  gross  ist,  so  wird 
jene  Fläche  in  drei  Theile  zerfallen,  in  einen  inneren  Theil  3» 
welcher  aus  zwei  durch  gewisse  Doppelbrücken  mit  einander  Ter- 
bundenen  Blättern  besteht,  und  in  zwei  über  einander  liegende  und 
ringförmig  gestaltete  äussere  Theile  91,  35,  von  welchen  Jeder 
einblättrig  ist. 

Die  auf  der  Fläche  ausgebreiteten  Werthe  der  Wurzelgrösse 


sind,  wie  wir  wissen,  auf  3  überall  eindeutig  und  stetig, 
ferner  auf  91  identisch  mit  denen  von  +  z",  und  auf  35 
identisch  mit  denen  von  — z'^.  Verwandeln  wir  nun  die 
Fläche  ^i  +  ^2  durch  die  vorhin  angegebene  Umformung  in 
die  Kugelfläche  9t,  so  verwandelt  sich  jener  Kreisschnitt  in  einen 
auf  der  Kugelfläche  tH  sehr  nahe  über  0'  fortgehenden  Horizon- 
talschnitt; und  gleichzeitig  verwandelt  sich  der  Theil  3  in  den- 
jenigen Theil  der  Kugelfläche,  welcher  oberhalb  dieses  Hori- 
zontalschnittes liegt,  und  jeder  der  beiden  Theile  91,  33  in  eine 
der  beiden  kleinen  Kugelcalotten,  welche  unterhalb  des  Hori-. 
zontalschnittes  sich  befinden.    Bezeichnen  wir  diese  drei  Theile 
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der  Kugelfläche  mit  i  und  a,  b,  so  werden  die  auf  der  ganzen 
Fläche  vorhandenen  Werthe  von  f  auf  i  überall  eindeutig 
and  stetig,  ferner  auf  a  identisch  mit  denen  von  -^  zv 
önd  endlich  auf  6  identisch  mit  denen  von  — z^  sein. 
Wir  sehen  hieraus,  dass  wir,  um  die  Werthe  zu  bcurtheilen, 
welche  die  Wurzelgrösse  f  zu  Anfang  auf  dem  ringförmigen  Flä- 
cbentheile  %,  und  sodann  später  auf  der  kleinen  Kugelcalotte  a 
i^^tzt,  zurückgehen  müssen  auf  die  Werthe  der  Function  z*. 

Denken  wir  uns  die  Function  z^  auf  einer  Horizontalebcne, 
A  i.  auf  einer  gewöhnlichen  einblättrigen  ebenen  Fläche 
ausgebreitet,  so  werden  diejenigen  Werthe,  welche  die  Function  c* 
'ö  den  äusserst  fernen  Puncten  dieser  Fläche  besitzt,  identisch  sein  mit 
^löoen,  welche  die  Wurzelgrösse  f  auf  dem  ringförmigen  Flächen- 
^eile  31  besitzt.  Und  denken  wir  uns  ferner  jene  einblättrige 
^'>eiie  Fläche  durch  Umformung  in  eine  einblättrige  Kugel- 
"äche  verwandelt,  so  werden  diejenigen  Werthe,  welche  die 
'''uaetion  «*  auf  dieser  Kugelflache  in  der  Nähe  ihres  tiefstgc- 
'^genen  Punctes  0'  besitzt,  mit  denen  identisch  sein ,  welche  die 
Wurzelgrösse  f  auf  der  kleinen  Calotte  a  hat  Nun  haben  wir 
früher  (Seite  138)  gefunden,  dass  die  Function  z^  oder  {x  +  xyY 
J^i  ihrer  Ausbreitung  auf  der  einblättrigen  Kugelflache 
überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme  eines  einzigen  in  0'  liegen- 
den Poles  daselbst  überall  stetig  ist.  Demnach  werden  auch 
••ie  Werthe,  welche  die  Wurzelgrösse  f  auf  der  klei- 
nen Oalotte  a  besitzt,  überall  eindeutig  und  mit  Aus- 
nahme eines  in  0'  befindlichen  Poles  überall  stetig 
sein. 

Ganz  Aehnliches  wird  sich  offenbar  mit  Bezug  auf  diejenigen 
yerthe  herausstellen,  welche  unsere  Wurzelgrösse  auf  der  Calotte  b 
n*t.  Somit  ergiebt  sich,  dass  die  Werthe  die-ser  Wurzel- 
Kt'össe  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Riemann'schen 
^^gelfläche  9%  überall  eindeutig  sind,  und  dass  sie, 
^it  Ausnahme  zweier  Pole,  die  sich  in  den  beiden  bei  (f 
übereinander  liegenden  Puncten  der  Fläche  vorfin- 
den, daselbst  auch  überall  stetig  sind. 

Um  die  Lage  eines  Punctes  auf  einer  Riemann'schen  Kugel- 
"Sche  zu  bestimmen,  werden  wir  wiederum  die  früher  (Seite  133) 
'^^^esetzten  Kugelcoordinaten  benutzen.  So  werden  z.  B., 
^^s  die  hier  construirte   Fläche  anbelangt,    unter  z  =  0  oder 
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X  +  iy  =iO  diejenigen  beiden  Puncte  zu  verstehen  sein ,  welche 
bei  0  über  einander  liegen.  Ebenso  werden  unter  z=z  oo  oder 
X  +  iy^=^<x>  diejenigen  beiden  Puncte  der  Fläche  zu  Yerstehen 
sein,  welche  bei  0'  über  einander  liegen.  Und  endlich  werden, 
um  noch  einen  dritten  Fall  zu  erwähnen ,  falls  man  unter  t  einen 
beliebigen,  von  0  bis  27r  hin  veränderlichen  Winkel  versteht, 
unter  z  =  e^^  oder  x  +  iy=:  e^  alle  diejenigen  Puncte  zu  ver- 
stehen sein,  in  welchen  die  Fläche  9%  von  einem  durch  ihren 
Mittelpunct  gelegten  Ilorizontalschnitt  getroffen  wird.  Bedienen 
wir  uns  dieser  Bezeichnungen,  so  haben  wir  folgenden  Satz: 
Sämmtliche  Werihe,  welche  die  Wurzelgrösse    . 

f  =  y[z-A,)[z--A^) [z~A2,) 

überhaupt  besitzt  ^  lassen  sich  auf  einer  gewissen  zweibiättrigen 
Riemanh' sehen  A'ugelfläche  der  Art  ausbreiten,  dass  sie  daselbst 
überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  zweier ^  Pole  daselbst  auch 
überall  stetig  sind;  die  beiden  Pole  liegen  bei  z  =  oo. 

Diese  Riemann'sche  Kugel  fläche  besitzt  2v  Windüngspuncte; 
das  sind  die  Puncte  z  =  A^j  z  :=  A2,  .  *  .  z  t=:  A2y ;  und  femer  v 
Uebergangslinien ;  das  sind  die  Linien  A^  ^3»  ^3  -^4»  •  •  •  >  -^.2r— 1  -^2r« 

Zu  einem  ganz  analogen  Resultat  kann  man  leicht  auch  in 
dem  Fall  gelangen,  dass  die  Anzahl  der  bei  f  unter  dem  Wurzel- 
zeichen stehenden  Factorcn  keine  gerade,  sondern  eine  unge- 
rade ist.     Auf  folgende  Weise: 

Auf  der  eben  genannten  Riemann'schen  Kugelflächc  —  ^ie 
mag  SR  heissen  —  werden  sich  offenbar  nicht  allein  die  *Werthe 
von 

/(Z  —  AjJi'^A,,)    ....  (^  -  ^2r), 

sondern  ebenso  gut  auch  die  Werthe  von 


iiT.  /(c  -  A,)  [z  —  A,)    ....    (Z^  A2r) 

in  eindeutiger  Weise  ausbreiten  lassen;  vorausgesetzt,   dass  man 
unter  IC  einen   beliebigen   constanten  Factor  Versteht.     Wir 

nehmen  für  K  den  Werth  ■,.  -,   und  erhalten   alsdann   die 

y  —  A2v 

Wurzelgrösse 


9=/^ 


^(z  —  Ai)  (z  —  A2)  .".  .  .  (z  —  A2v  ) 

—  A2v  V 

Diese  Wurzelgrösse  g)  wird  sich  also  auf  der  Fläche  dt  —  ganx 
ebenso  wie  die  vorhin  betrachtete  Wurzelgrösse  f  —  der  Art  aus- 
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breiten  lassen,  dass  sie  dasellist  überall  eindeulig,  und  mit  Aus- 
nahme zweier  bei  2:  =  oo  liegenden  Pole  daselbst  auch  überall 
stetig  ist 

Jene  Fläche  dt  ist  bis  jetzt  völlig  ungcändert  geblieben;  sie 
besitzt  2v  Windungspuncte  ^j,  ^2»  -  •  -  •  ^^2^,  und  gleichzeitig  v 
Uebergaugslinien  A^  A^,  A.^  A^^  .  .  .  . ,  A2V-1  ^2»-  Aendern  wir 
nun  in  unsrer  Wurzelgrösse  g>  irgend  eine  der  darin  enthaltenen 
CoDStanten,  z.  B.  die  Constante  A^y,  so  wird  die  Fläche  9i  eben- 
falls eine  Aenderung  erleiden;  der  Windungspunct  ^2v  wird  sich 
nämlich  alsdann  verschieben,  und  liicmit  gleichzeitig  wird  sich 
die  von  ^2,-1  nach  A2v  hinlaufende  Uebergangslinie  verlängern 
oder  verkürzen.  Wir  wollen  iHis  nun  denken ,  die  Constante  ^2»- 
wör3e  grösser  und  grösser,  und  schliesslich  =  cx).  Alsdann  wird 
sich  der  Windungspunct  ^2y  dem  tief  st  gelegenen  Puncte  0' 
der  Kugelfläche  dt  mehr  und  mehr  nähern  und  schliesslich  in 
denselben  hineinfallen;  gleichzeitig  mrö  die  Uebergangslinie 
Atr-\  Ai^  länger  und  länger  werden ,  bis  sie  schliesslich  von  A^y-x 
bis  nach  0'  hinreicht.  AndrerseiU  ist  zu  beachten,  dass  unser«» 
Wurzelgrösse  g>  in  dem  hier  betrachteten  extreuu'u  Falle,  wo 
^2y  =  00  geworden  ist,  folgende  Gestalt  besitzt: 

Wir  gelangen  demnach,  wenn  wir,  wie  gewöhnlich,  die  tiefst- 
gelegene  Stelle  0'  der  Kugelfläche  SR  mit  z  :=  00  bezeichnen, 
zu  folgendem  Resultat: 

Sämmtliche   fFerthe,  welche  die   Wurzelgrösse 

(p  =  VW—~Äx)  Jz  -  ^2)  '-~~(2^—  ^2^0 
Überhaupt  besitzt^    lassen   sich   auf  einer  yetvissen   zweiblüUrigen 
Riemann* sehen  Kugelfläche   der  Art   ausbreiten^   dass  sie  daselbst 
überall  eindeutig^  und  mit  Ausnahme  eines  bei  z  =  00  liegenden 
Poles  daselbst  auch  überall  stetig  ist. 

Diese  Riemann'sche  Kugelfläche  besitzt  2v  Windungspuncte, 
welche  bei  zr=z  A^^  c  =  A^^,  ....  z  =.  A2V-1  und  bei  c  =  00 
liegen;  femer  besitzt  dieselbe  v  üebergangslinien ,  das  sind  die 
Linien  A^  A^^  A^  A^,  ....  A^v^z  A^v-^^  A^v-i  00. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  noch  die  liebe  rgangs - 
linien.     Mögen  wir  uns  nun  mit  der  Wurzelgrösse: 
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oder  mögen  wir  uns  mit  der  Wurzelgrösse: 


<P  =  V{z  —  Ai)  (z  —  ^2)  ...  (z  —  A2y^i) 
beschäftigen»  in  dem  einen  wie  in  dem  andern  Falle  ist  die  in 
Anwendung  zu  bringende  Riemann'sche  Kugelfläche'  nicht  voll- 
ständig bestimmt.  Bestimmt  ist  der  Durchmesser  der  Fläche, 
denn  dieser  ist  stets  gleich  Eins;  bestimmt  sind  ferner  diejenigen 
Stellen,  in  welchen  sich  die  Windungspuncte  der  Flache  befinden; 
unbestimmt  hingegen  sind  die  Lagen  der  Uebergangslinien.  Jede 
dieser  Linien  hat  nämlich  ihren  Anfang  und  ihr  Ende  in  irgend 
zwei  Windungspuncten,  willkührlich  aber  bleibt  der  Weg,  auf 
welchem  sie  von  dem  einen  nach  dem  andern  Puncto  hin  fort- 
läuft (Vergl.  den  Satz  Seite  186). 

p.     ^.  So  wird  es  z.  B.,  was  die  von  A^  nach  A^ 

fortlaufende  Uebcrgangslinic  anbelangt,  völlig 
gleichgültig  sein,  ob  wir  dieser  Linie  die  Lage 
A^p  A2,  oder  die  Lage  A^  q  A^,  oder  die  Lage 
A^  r  A2  u.  s.  w.  zuertheilen  (Fig.  47).  Dass  eine 
derartige  Verschiebung  der  Uebergangslinie 
zulässig  ist,  lässt  sich  übrigens,  falls  darüber 
noch  irgend  welcher  Zweifel  vorhanden  sein  sollte, 
in  folgender  Weise  leicht  darthun: 
Es  seien  —  im  Durchschnitt  betrachtet  —ad  und  ad  (Fig.  48) 
zwei  Theilc  der  von  uns  construirten  Fläche  SR,  welche  einander 

längs  einer  Linie  diirch- 

'^'      _«?    setzen.   Jeder  von  diesen 

^^^^^^^^^^^^„^^    beiden  Theilen,  z.  B.  der 
'-  Theil  ad,  wird  dann  mit 

Functionswerthen  belastet 
sein,  welche  'stetig  mit 
einander  zusammenhän- 
gen. Verschiebt  man  nun  die  Durchsetzungslinie,  und  lässt 
man,  während  solches  geschieht,  die  einzelnen  Puncto  der  beiden 
Flächentheile  mit  den  ihnen  einmal  zuertheilten  Functionswerthen 
unlöslich  verbunden,  so  wird  ein  gewisses  Gebiet  des  Theiles 
a  dy  das  Gebiet  h  c,  aus  dem  unteren  Blatt  der  Fläche  iii  das 
obere  hinübertrelen ,  ohne  aber  dabei  in  Bezug  auf  die  von 
ihm  getragenen  Functionswerthe  irgend  welche  Aenderung  zu  er- 
leiden.   Und   es  werden  demnach  die  auf  dem  Flächentheile  a  d 
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vorhandenen  Functionswerthe  —  mögen  wir  uns  nun  jene  Durch- 
setzungslinie  in  der  einen  oder  in  der  andern  Lage  denken  — 
immer  stetig  unter  einander  zusammenhängen.  AeRnliches  gilt 
natürlich  auch  für  den  andern  Flächentheil,  nämlich  für  a  d.  Wir 
können  allgemein  sagen: 

Ist  eine  Function  auf  irgend  welcher  Riemann'schen  Fläche 
ausgebreitet,  so  wird  man^  ohne  dass  dadurch  in  der  Eindeutigkeit 
oder  Mehrdeutigkeit^  in  der  Stetigkeit  oder  Unstetigkeit  der  Function 
irgendwelche  Aenderung  hervorgerufen  würde  ^  die  Uebergangs- 
linien  dieser  Fläche  beliebig  verschieben  können,  falls  man  nur 
ihre  Anfangs-  und  Endpuncte  ungeändert  lässt. 


Sechster  Abschnitt.  Sämmtliche  Werihe  einer  beliebig  gegebenen 
algebraischen  Function  von  x  +  iy  lassen  sich  immer  auf  einer 
gewissen  Biemänn'schen  Kngelfläche  in  eindeutiger  Weise  aus- 
breiten. Allgemeine  Bemerkungen  über  die  Windungspuncte 
der  Riemann'schen  Flächen. 

Nach  den  bisher  ausgefülirteu  Untersuchungen  sind  wir,  falls 
Z  irgend  welche  ganze  rationale  Function  von  z  oder  x  +  iy 
bezeichnet,  jederzeit  im  Stande,  diejenige  zweiblättrige  Riemann'- 
sehe  Kugeldäche  zu  construiren,  auf  welcher  sich  sämmtliche 
Werthe  der  Wurzelgrösse 

/z 

auf  eindeutige  Weise  ausbreiten  lassen.  Mit  gleicher  Leichtigkeit 
würde  solches  auch  dann  gelingen;  wenn  Z  keine  ganze,  sondern 
irgend  welche  gebrochene  rationale  Function  von  z  vor- 
stellt.     . 

Es  lässt  sich  aber  diese  Methode,  um  sämmtliche  Werthe  einer 
Wurzelgrösse  auf  eindeutige  Weise  räumlich  auszubreiten,  auch 
nach  einer  andern  Richtung  bedeutend  verallgemeinern.  Versteht 
man  nämlich  unter  n  irgend  welche  positive  ganze  Zahl,  und 
unter  Z  wiederum  eine  beliebig  gegebene  ganze  oder  ge- 
brochene rationale  Function  von  *,  so  lassen  sich  die 
Werthe  der  Wurzelgrösse 

n 

l/z 

ebenfalls  auf  einer  gewissen  Riemann'schen  Kugelfläche  in  eindeu- 
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liger  Weise  ausbreiten;  nur  ist  jene  Fläche  in  diesem  Falle  nicht 
mehr  zweiblättrig,  sondern  n  blättrig. 

Um  wenigstens  ein  hierlier  gehöriges  Beispiel  anzuführen, 
betrachten  wir  die  Wurzelgrösse 


■=m 


—  A 


A  und  B  sollen  beliebig  gegebene  Constanten  vorstellen. 

Mit  Ausnahme  von  %'=•  A  und  z'=^  B  besitzt  diese  Wurzel- 
grösse für  jedes  Argument  z  drei  verschiedene  Werthe;  für  z  =  -4 
hingegen  nur  einen  Werth,  und  ebenso  auch  für  z  =  ^. 

Wir  pflanzen  auf  der  Horizontalebene  in  irgend  einem  Puncte  z^ 
von  den  drei  Werthen,  welche  die  Wurzelgrösse  f  daselbst  be- 
sitzt, nur  einen  auf,  betrachten  diesen  als  einen  daselbst  fest- 
gesetzten Anfangswerth  und  bilden  sodann  um  jenen  Punct  herum 
ein  Werthsystem,  welches  sich  unter  stetigem  Anschluss  an  jenen 
Anfangswerth  nach  allen  Seiten  hin  mehr  und  mehr  erweitert 
Das  so  erhaltene  Werthsystcm  wird  während  seiner  weiter  und 
weiter  fortschreitenden  Vergrösserung  eindeutig  bestimmt  blei- 
ben, so  lange  das  von  ihm  bedeckte  Gebiet' der  Horizontalebene 
noch  keinen  der  beiden  Puncto  5:s=^,  z^=^B  in  sich  enthält, 
hingegen  mehrdeutig  werden  in  demjenigen  Augenblick,  in 
welchem  die  Grenze  jenes  Gebietes  über  einen  dieser  beiden 
Puncte  hinübergloitet. 

Um  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden,  scheiden  wir  —  ähn- 
lich wie  früher  —  von  der  Horizontalcbene  einen  unendlich  schma- 
len Flächenstreifen  ab,  welcher  die  beiden  Puncte  z  =  -4,  z=^  B 
in  sich  enthält.  Und  um  ausserdem  sämmtliche  Werthe  der 
Wurzelgrösse  f  ausbreiten  zu  können,  operiren  wir  nicht  mit 
einer,  sondern  gleichzeitig  mit  drei  Horizontalebenen. 

Es  seien  ^j,  ^^^  ^3  drei  horizontal  über  einander  liegende, 
nur  durch  unendlich  kleine  Zwfschenräunie  von  einander  getrennte 
ebene  Flächen,  welche  mit  einem  gemeinschaftlichen  rechtwink- 
ligen Coordinatensystem  x ,  y  versehen  sind.  Jede  derselben  mag 
die  Gestalt  einer  mit  unendlich  grossem  Radius  um  den  Anfangs- 
punct  beschriebenen  Kreisfläche  besitzen.  Ferner  seien  A  und  B 
die  auf  diesen  Flächen  durch  z=^  A  und  z  =  B  bestimmten 
Puncto.  Wir  führen  einen  Schnitt  aus,  welcher  alle  drei  Flä- 
chen durchdringt,  im  Punct  A  anfängt,  von  hier  aus  nach  B, 
endlich  von  B  aus  nach  den  unendlich  fernen  Rändern  der  Flächen, 
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etwa    nach  V  hin   fortlauft,    und   welclicr   in  jedem   der   beiden 
Puncte  A,  B  mit  einer   kleinen  kreisförmigen   Erweiterung   ver- 
sehen ist  (Fig.  49).     Die  Gestalten ,  welche  die  drei       p£g  49 
Flächen  $|,  S^2»  $3  U^^rdurch  gewinnen,  mögen 
$/,  ^2',  ^s'  genannt  werden. 

Durch  z=Zq  werden  in  den  Flächen  ^j',  ^2',  ©3' 
drei  über  einander  liegenden  Puncte  bestimmt.  In 
jedem  dieser  Puncte  pflanzen  wir  je  einen  von  den 
drei  Werthen  auf,  welche  die  gegebene  Wurzel- 
grösse  /*  für  z  =  z^^  besitzt,  und  breiten  sodann 
in  jeder  Fläche  dasjenige  System  aus,  welches  sich 
dem  in  solcher  Weise  festgesetzten  Anfangswerthe 
stetig  anschliesst.  Jedes  dieser  Systeme  \^ird,  weil 
die  Flächen  ^/,  ^2*  ^3'  keinen  der  Puncte  A,  B 
in  sich  enthalten ,  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  ein- 
deutig bestimmt  sein.  Und  all'  diese  drei  Systeme  zusammenge- 
nommen werden  den  ganzen  Werthvorralh  repräsentiren ,  welchen 
die  Wurzelgrösse  f  überhaupt  besitzt. 

Die  Werthe,  welche  die  auf  den  Flächen  ^1', -©2',  'Ö3'  ^"s- 
gebreiteten  Systeme  in  je  drei  über  einander  liegenden  Puncten 
besitzen,  sind  identisch  mit  denjenigen,  welche  die  gegebene 
Wurzelgrösse  

für  das  jenen  drei  Puncten  zugehörige  Argument  z  annimmt,  und 
werden  daher  nur  durch  die  constanlen  Factoren 


27ti 

o  3 


und 


yon  einander  verschieden  sein.     Setzt  man  zur  Abkürzung 


3 


=  n> 


so  verwandeln  sich  diese  Factoren  in 

iy    und     'vf'. 
Das  auf  ^/  ausgebreitete  System   wird   sich   demnach 
durch  Multiplication  mit  v{  in  das  auf  $2'  befindliche, 
und    durch  Multiplication   mit  17'^    in    das   auf  ^3'   vor- 
handene verwandeln. 

Wir  untersuchen  nun  diejenigen  Werthe,   welche  die  eben- 

13* 
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genannten  drei  Systeme  in  den  beiden  Uferlinien  des  Schnittes 
ABU  besitzen. 

Es  sei  $'  irgend  eine  unter  den  drei  Flächen  ^/,  ^j',  ^'. 
Der  in  dieser  Fläche  $'  vorhandene  Schnitt  ABU  b^tzt  io  den 
Puncten  A  und  B  zwei  kleine  krcisrörmigc  Erweiterungen  (Fig.  49); 
seine  beiden  üferlinien  a  ß  y  ,  ,  ,  .  und  «/?/...  bestehen  dem- 
nach thcils  aus  parallel  laufenden,  theils  aus  halbkreisfdrmigen 
Strecken ,  und  hängen  im  Puncte  er  mit  einander  zusammen.  Wir 
bezeichnen  die  stetig  auf  einander  folgenden  Werthe,  welche  das 
auf  der  Fläche  ^'  ausgebreitete  System  längs  dieser  beiden  Linien 
er  jS  y  .  .  .  und  er  jS'  /  .  .  .  besitzt,  mit: , 

und  mit: 

(2)  fa^  f\j  f2>  fz 

Diese  Werthe  (1)  und  (2)  gehören  sämmtlich  zu  dem  in  der  Wur- 
zelgrösse 

enthaltenem  Werthvorrath ;  sie  können  daher  als  zwei  Reihen 
angesehen  werden,  die  sich  aus  jenem  Werthvorrath, 
den  beiden  Uferlinien  a  ß  y  .  ,  ,  und  a/?"/...  entlang, 
auf  stetige  Weise  entwickeln.  Ausserdem  ist  zu  be- 
merken, dass  beide  Reihen  (1)  und  (2)  im  Puncte  er  mit  einem 
gemeinschaftlichen  Anfangswerlhe  beginnen.  Zwischen  den 
Werthen,  mit  welchen  beide  Reihen  in  je  zwei  auf  den  Linien 
a  ß  y  .  .  .  und  a  ß'  y  .  .  .  einantler  gegenüberliegenden 
Puncten  eintreffen,  werden  demnach  gewisse  Beziehungen  statt- 
fmden. 

Von  er  aus  durchlaufen  die  beiden  Reihen  zunächst  die  bei- 
den Halbkreise  cc  ß  und  a  ß^;  die  Werthe,  mit  Welchen  sie  in  ^en 

Endpuncten  der  Halbkreise,  also  in  ß  und  ß^,  eintreffen,  werden 
2ni 

durch  den  Factor  e  ^  oder  rj  von  einander  verschieden  sein. 
Diese  Werthverschiedenlieit  wird  sodann,  während  beide  Reihen, 
von  ß  und,  j8'  aus,  weiter  nach  B  hin  fortlaufen,  ungeändert  be- 
stehen bleiben.  In  der  Nähe  von  B  gelangen  die  Reihen  zu  den 
hier  beginnenden  halbkreisförmigen  Uferstrecken.  In  den  An- 
fangspuncten  dieser  Halbkreise  ist  die  Werthverschiedenheit  der 
beiden  Reihen  noch  immer  dieselbe  wie  vorhin,   nämlich  immer 
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noch  durch  den  Factor  17  dargestellt.  Bei  Durchlaufung  der  bei- 
den Halbkreise  wird  aber  jene  Verschiedenheit  verschwinden;  in 
denjenigen  beiden  Punclen  nämlich,  wo  die  Halbkreise  enden  und 
wiederum  in  parallele  Uferstrecken  übergehen,  werden  die  beiden 
Reihen  mit  Werthen  eintreffen,  welche  einander  völlig  gleich  sind. 
Und  diese  Gleichheit  bleibt  nun  fortan,  wälu*end  beide  Reihen 
ihre  Bahnen  nach  dem  unendlich  fernen  Puncte  V  hin  weiter  und 
weiter  verfolgen,  ungeändert  bestehen. 

Die  betrachteten  Reihen  (1)  und  (2)  bestehen  aus  denjenigen 
Werthen,  welche  das  auf  der  Fläche  $'  ausgebreitete  System  zu 
beiden  Ufern  des  Schnittes  ^^(7  besitzt;  und  ^'  war  irgend  eine 
unter  den  drei  über  einander  liegenden  Flächen  $/,  ^^i  ^3- 
Die  eben  erhaltenen  Resultate  beziehen  sich  daher  auf  jedes  der 
drei  Systeme,  welche  auf  jenen  drei  Flächen  ausgebreitet  sind. 
In  jedem  dieser  drei  Systeme  werden  daher  die  Werthe 
zu  beiden  Ufern  der  Schnittstrecke  ^5  durch  den  con- 
stanten  Factor  17  von  einander,  verschieden,  zu  beiden 
Ufern  der  Schnittstrecke  BJJ  hingegen  einander  gleich 
sein. 

Es  seien  (Fig.  49)  y^,  y/  irgend  zwei  auf  beiden  Ufern  der 
Schnittstrecke  AB  einander  gegenüberliegende  und  zur  Fläche 
^^  gehörige  Puncte;  ferner  seien  y^»  72  ^^^  ^s»  7^  die  darunter 
liegenden  Puncte  in  den  Flächen  ^2  ^^^  ^z-  ^^^  Werthe  des 
auf  $/  befindlichen  Systemes  sind  in  den  Puncten  y^  und  y^\ 
wie  wir  eben  gefunden  haben,  durch  den  Factor  17  verschieden. 
Bezeichnen  wir  daher  den  in  y^  vorhandenen  Werth  kurzweg  mit 
q>,  so  wird  der  in  y/  vorhandene  gleich  rfg)  sein.  'Aus  diesen 
beiden  Werthen  ergeben  sich  aber  —  wie  wir  früher  gesehen 
haben  —  durch  Multipllcatiou  mit  ri  diejenigen,  welche  das  auf 
^2  vorhandene  System  in  den  Puncten  yj  ^^^  72»  ferner  durch 
Multiplication  mit  17^  diejenigen,  welche  das  auf  ^^'  befindliche 
System  in  ^3  und  y^'  besitzt.  In  jenen  sechs  Puncten  sind  dem- 
nach folgende  Werthe  vorhanden: 

(3) 

Die  auf  den  Flächen  ^/,  ^2,  9z  ausgebreiteten  drei  Systeme 
repräsentiren  zusammengenommen  den  ganzen  Werthvorrath,  wel- 


m  y^  :      <p, 

m  yi 

:    rig) 

in  ^2  •   W » 

in  yj' 

:i?V 

in  y3 :  i?V, 

in  7s 

:.iyV 
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eher  in  der  gegebenen  Wurzelgrösse 


r-m 


enthalten  ist;  ferner  repräsentiren  die  hier  betrachteten  sechs 
Puncte  Yi,  y/,  yj»  72  >  ^3»  Tz  ^^^  sechs  Uferiüiien,  welche  die 
Schnittstrecke  AB  in  jenen  drei  Flächen  besitzt.  Wir  sehen  dem- 
nach aus  (3),  dass  die  Wurzelgrösse  f  in  den  beiden  Uferlinien 
yj  und  y/  gleiche  Werthe  hat;  ebenso  in  y^  und  y^i  und  ebenso 
endlich  in  y^  und  y^\  Heften  wir  also  (Fig.  50)  die  beiden  Ufer 
Fig.  50.  72  ""^  ?!    ™'  einander  zosam- 

_y      V  raen,  so  werden  in  der  Zusam- 

nienheftungslinie  von  beiden  Sei- 
ten her  gleiche  Werthe  zusam- 
raenstossen.  Dasselbe  wird  stattfinden,  wenn  wir  die  Ufer  y^  und 
yj'  vereinigen,  und  dasselbe  auch,  wenn  wir  endlich  die  Ufer  y^ 
und  yg'  an  einander  heften.*) 

Aehnliches  gilt  nun  andererseits  auch  von  der  Schnittstrecke 
Bü.  Sind  nämlich  (Fig.  49)  dj,  */,  ö^,  S^,  d^,  d^'  irgend  welche 
sechs  zu  dieser  Schnittstrecke  gehörige,  neben  und  über  einander 
liegende  Uferpuncte,   so  werden  die  in  den  sechs  Puncten  vor- 
handenen Werthe  von  folgender  Form;4fein: 
!in  ö^  :      1/;,       in  tf/ :      ip, 
in  ö^  :   i?ip,       in  *2' :   ^» 
in  ^3  :  i?V,       in  3^' :  ipip. 

Demnach  werden  gleiche  Werthe  zusammenstossen,   wenn  man 

das  Ufer  d^  (Fig.  50  a.)  mit  dem  Ufer  */  zusammenheftet;  ebenso 

Fig.  50  a.  bei  der  Zusammenheftung  von  d^ 

Ifggg/i^^gg^        iiLiMM—i  "*^'    ^2'    un<*    t>ei    der    von    3^ 

3hhh^ HHi^HH^B  £s    sind    bei    den    Schniit- 

strecken  AB  und  BU  im  Ganzen  sechs  Zusammenheftungen  ge- 
nannt worden;  wir  wollen  dieselben  wirklich  ausführen  und   die 


*)  In  der  vorstehenden  Figur  50  sind  die  Flächen  ^,',  §2',  ^3 
im  senkrechten  Durchschnitt  dargestellt,  und  kurzweg  mit  1,  2,  3  be- 
zeichnet. Gleichzeitig  sind  die  drei  in  diesen  Flächen  über  einander 
liegenden  Puncte  y, ,  y,»  Va  ^"^  durch  den  Buchstaben  y,  und  ebenso 
die  drei  über  einander  liegenden  Puncte  y,',  y^',  yg'  nur  durch  das  über 
dieselben  gesetzte  y   angedeutet. 
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hierdurch  entstehende  dreiblättrige  Fläche  mit  $/+ $2 '+ ^3' 
bezeichnen.  Bei  Ausführung  jener  sechs  Zusammenhcftungen  stossen 
in   jeder  einzelnen  Zusammenheftungslinie  von  beiden  Seiten  her 
gleiche  Werthe  an  einander.   Die  auf  den  drei  Flächen  $/>  $2' 
und  ^3'  ausgebreiteten  Werthsystenie  werden  demnach  durch  Aus-^ 
führung  jener  Zus^mmenlieftungen  auf  stetige  Weise  zu  einem 
einzigen  Systeme  verschmolzen.     Und  dieses  von  der  dreiblät- 
trigen Fläche  ßi'  +'^2'  +  ^3'  getragene  Werthsysteni  wird  den 
ganzen  Werthvorrath    repräsentiren ,    welcher    in   der    gegebenen 
W'urzelgrösse  f  enthalten  ist.   Schliesslich  lässt  sich  nun  die  eben 
genannte  dreiblättrige  Fläche  durch  Umformung  in  eine  drei- 
blättrige Kugelfläche  verwandeln,  welche  3fl  heisseu  mag. 

Die  so  erhaltene  Kugelfläche  9i  besitzt  im  Ganzen  zwei  Wui- 
dungspuncte  Ä  und  5,  von  welchen  jeder  zweiter  Ordnung  ist; 
^^''iier  zwei  Uebergangslinien,  welche  parallel  über  einander  lie- 
8^*^  >  und  von  Ä  nach  B  hinlaufen  (vgl.  Fig.  50).  Dass  diese 
Lirtien  gerade  über  einander  liegen,  ist  unwesentlich.  Wir 
l^öonen  nämlich  —  ebenso  wie  solches  bereits  in  einem  früheren 
Falle  (S.  192)  geschah  —  die  eine  von  jenen  Linien  beliebig  ver- 
^^t^iebeu,  falls  wir  nur  ihren  Anfangs-  und  Endpunct,  A  und  B, 
^'^geandert  lassen.  Thun  wir  dies,  so  yrixA  die  Fläche,  in  dem 
betreifenden  Durchschnitt  betrachtet,  die  in  Fig.  51  angegebene 
"^schaffenheit  annehmen.  Die  bei-  „.     -, 

^^n  Uebergangslinien  werden  also  p^^H^  ^^mhwm 
"^*in  auf  verschiedenen  Wegen  von  1 
^^     nach  B  laufen ;  die   eine  wird  1 
*^  bezeichnen  sein  als  eine  Ueber- 
^^*igslinie  zwischen  dem  oberen 
^f^^   mittleren  Blatt  der  Fläche, 
J^*^    andere  als  eine  Uebergangs- 
*^it»  zwischen  dem  mittleren  und 
^^teren  Blatt.  Wir  gelangen  also 
*^   folgendem  Resultat: 

Mle  in  der   Wurzeigrösse 


VI. 


z  —  A 


B 

^^^tütenen  Werihe  können  auf  einer  gewissen  dreiblättrigen  Rie- 
^^fCschcn  Kugelfläche  in  eindeutiger  Weise  ausgebreitet  werden, 
^cse  Fläche  besitzt  zwei  Windung  spunde  zweiter  Ordnung,  welche 
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bei  z  =  A  und  z  =  B  liegen,  femer  zwei  üebergangslimen,  welcke 
beide  von  z^=i  A  nach  z  =  B  laufen.  In  der  einen  von  Jenen 
beiden  Linien  findet  ein  üebergang  vom  oberen  zum  mittleren^ 
in  der  andern  hingegen  ein  üebergang  vom  minieren  zum  un- 
leren  Blatt  statt. 

Untersucht  man  in  ähnlicher  Weise  die  Wurzelgrösse: 

f=l/(z--Ä){z-B)(z^C). 
so  findet  man,  dass  zur  eindeutigen  Ausbreitung  derselben  eine 
dreibiäUrige  Riemann'scho  Kugelfläche  erforderlich  ist,  welche  drei 
Windungspuncte  zweiter  Ordnung  und  zwei  Uebergangslinien  be- 
sitzt. Jene  Windungspuncte  liegen  bei  z  =  -^,  bei  z  =  P  und 
bei  z  =  C.  Die  eine  der  beiden  Uebergangslinien  zieht  sich 
zwischen  dem  oberon  und  mittleren  Blatt  der  Fläche  hin,  und 
läuft  von  A  über  B  bis  nach  C;  die  andere  läuft  ebenfalls  von 
A  über  B  nach  C,  vermittelt  aber  einen  Üebergang  zwischen  dem 
mittleren  und  unteren  Blatt  der  Fläche  (Fig.  52).*) 
Fig.  52.  I^i^  Ricmann  sehen  Kugelflächen  sind,  wie  bereits 

1^  erwähnt,  auf  alle  Functionen  anwendbar,  welche  die 
Form: 

/•  =  /z 

oder  die  Form: 

f=rz 

besitzen,  vorausgesetzt,  dass  man  unter  Z  irgend  wel- 
chen von  z  auf  rationale  Weise  abhängenden  Aus- 
druck verstellt.  Und  solches  ist  durch  die  angeführten  Beispiele 
hinlänglich  erläutert. 

Es  sind  nun  aber,  wie  wir  gegenwärtig  zeigen  werden,  die 
Riemann'schen  Kugelflächcn  nicht  auf  jene  eben  genannten  Func- 
tionen beschränkt,  sondern  ganz  allgemein  anwendbar  auf  alle 
Functionen,  die  von  z  auf  algebraische  Weise  abhängen. 

Es  seien  Z^,  Z, ,  Z^,  ...  Z«  beliebig  gegebene  Ausdrücke, 

*)  In  Fig.  52  ist  (ebenso  wie  in  Fig.  51)  unter  der  ausgezogeneu 
Linie  die  Uebergangslinie  zwischen  dem  oberen  und  mittleren  Blatt, 
unter  der  punctirten  Linie  hingegen  die  Uebergangslinie  zwischen 
dem  mittleren  und  unteren  Blatt  zu  verstehen.  Die  Puncte  A,  B,  C 
sind  sämmtlich  Windungspuncte  2^"  Ordnung.  Die  den  Punct  A  um- 
gebende Windungsfläche  enthält  zwei  Uebergangslinien;  ebenso  die  den 
Punct  C  umgebende.  Die  den  Punct  B  umgebende  Windungsflächc  hin- 
gegen besitzt  vier  Uebergangslinien.     (Vgl.  die  Note  auf  S.  168.) 
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i^veJche  tod  z  auf  rationale  Weise  abhängig  sind,  und  es  mag 
ferner  unter  f  diejenige  Grösse  verstanden  werden,  weiche  durch 
die   Gleichung  n^^  Grades: 

Zo  +  Zi  .  /^  +  Zj  .  /^  +  . . .  +  Z.  .  /•-  =  0 
definlrt  whrd.  Der  Werth  von  f  wird  alsdann  von  den  CoefBcien- 
ien  Zy,  Zj,  Z2,  ...  Zn  abhängen;  diese  sind  ihrerseits  aber  nur 
von  X  abhängig.  Demnach  wird  der  durch  die  Gleichung  deflnirte 
W^rth  Yon  f  eine  nur  von  « ,  d.  i.  nur  von  x  +  %y  abhängende 
Function  sein ;  jedoch  eine  Function,  welche  für  jedweden  Werth 
des  Argumentes  z  nicht  einen,  sondern  mehrere,  im  Allgemei- 
iL^n  immer  n  Werthe  besitzt. 

Diese  Grösse  /'ist  eine  algebraische  Function  von  z  und  re- 
pr&sentirt  bekanntlich  die  allgemeinste  Form  einer  solchen  Function. 
^ir  werden  zeigen,  dass  man  jederzeit  eine  Riemann*sche  Kugel- 
flache construiren  kann,  auf  welcher  der  gesammte  Werthvorrath 
dieser  Function  f  in  eindeutiger  Weise  ausgebreitet  werden  kann. 
Es  seien  z  =  -<^,  s  =  P,  s  =  C,  z  =  i>,  .  .  .  diejenigen 
Berthe  des  Argumentes  z,  för  welche  die  Function  f  nicht  n, 
sondern  weniger  als  n  Werthe  besitzt;  wir  nehmen  also  an, 
ö^ets  ivx  z^=.  Ä  zwei  oder  auch  mehrere  von  den  n  Wurzeln 
der-  aufgestellten  Gleichung  emander  gleich  werden,  dass  es  sich 
«oenso  verhalte  bei  z'=  B,  ebenso  bei  2  =  C,  u.  s.  w. 

Wir  pflanzen  in  irgend  welchem  Punct  Zq  der  Horizontalebene 
^00  jgu  ^  Werthen,  welche  /*  daselbst  besitzt,  nur  einen  auf, 
^*^d  bilden  sodann  um  jenen  Punct  herum  ein  Werthsystem,  wel- 
^^^s  sich  unter  stetigem  Anschluss  an  den  dort  aufgepflanzten 
^^angswerth  nach  allen  Seiten  hin  ausdehnt.  Dieses  System 
^ird  während  semer  weiter  und  weiter  fortschreitenden  Vergrösse- 
^^^%  eindeutig  bestimmt  sein,  so  lange  das  von  ilmi  bedeckte 
^«biet  der  Horizontalebene  noch  keinen  der  Puncte  2  =  -<^,  z  =  ^, 
^  ^^^==!  C,  ...  in  sich  enthält,  hingegen  mehrdeutig  werden  in 
,^**^jenigen  Augenblick,  in  welchem  die  Grenze  jenes  Gebietes 
***^er  irgend  einen  diese;r  Puncte  liinübergleitet. 

Um  diesen  Uebelstand  zu  vermeiden,  scheiden  wir  nun  wie- 

^**   • —  ähnlich  wie  früher  —  von  der  Horizontalebene  einen  un- 

.  *^^Uch  schmalen  Flächenstreifen  ab,  welcher  die  Puncte  AyB,C ... 

p     ^ich  enthält.    Und  um  gleichzeitig  sämmtliche  Werthe  der 

^*^oiion  ausbreiten  zu  können,  operiren  wir  nicht  mit  einer, 

^4ern  gleichzeitig  mit  n  Horizoutalebenen. 
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Es  seien  Oi»  $2'  •  •  *  $i  ^  horizontal  ütier  einander  lie* 
gende  und  nur  durch  unendlich  kleine  Zwischenräume  von  ein- 
ander getrennte  ebene  Flächen,  welche  mit  einem  gemeinsamen 
rechtwinkligen  Coordinateusystem  x^  y  verschen  sind*,  und  von 
welchen  jede  die  Gestalt  einer  mit  unendlich  grossem  Radius 
um  den  Anfangspunct  beschriebenen  Kreisfläche  haben  mag. 
Ferner  seien  A^  B^  C^  D  .  .  .  die  auf  diesen  Flächen  durch  z  =  A, 
zi=i  B,  z  =  C,  «  =  i>,  . . .  bestimmten  Puncto.  Wir  führen  einen 
Schnitt  aus,  welcher  sämmtliche  n  Flächen  durchdringt,  im  Puncte 
A  anfangt,  von  hier  aus  über  die  Puncte  ^,  C,  i>  .  .  .  bis  zum 
unendlich  fernen  Rande  jener  Flächen,  etwa  bis  zu  einer  Rand- 
stelle ü  hinläuft,  und  welcher  in  jedem  der  Puncte  A^  B,  Cy  JD,  .  , , 
eine  beliebig  kleine  kreisförmige  Erweiterung  besitzt  Die  Ge- 
stalten, welche  die  n  Flächen  $^,  $2*  -  •  -  9n  hierdurch  gewin- 
nen, mögen  mit  ^|',  ^2,  -  -  -  ^n  bezeichnet  werden.    . 

Es  sei  Zq  ein  beliebig  gewählter  Werth  von  z;  in  den  Flä- 
chen $1',  ^2»  •  •  •  ^«  werden  durch  jenen  Werth  n  über  ein- 
ander liegende  Puncte  bestimmt  In  jedem  dieser  Puncto  pflanzen 
wir  je  einen  von  den  h  Werthen  auf,  welche  die  Function  f  für 
z  -=  Zq  besitzt;  und  breiten  sodann  in  jeder  Fläche  dasjenige 
System  aus,  welches  sich  dem  darin  so  eben  aufgepflanzten  An- 
fangswerthe  in  stetiger  Weise  anschliesst  Jedes  dieser  Systeme 
wird,  weil  die  Flächen  ^i,  ^2,  •  -  -  ^n  keinen  der  Puncte 
A,  By  Cy  B,  . .  .  in  sich  enthalten,  in  seiner  ganzen  Ausdehnung 
eindeutig  bestimmt;  und  all'  diese  h  Systeme  zusammengenommen 
werden  den  ganzen  Werthvorrath  repräsentiren,  welchen  die  Func- 
tion f  überhaupt  besitzt. 

Wir  müssen  nun  die  Werthe  untersuchen,  welche  diese 
n  Systeme  längs  des  Schnittes  ABC , , ,  U  besitzen;  wir  betrach- 
ten zuerst  diejenige  Strecke  dieses  Schnittes,  welche  von  A  nach 
B  geht;  und  bezeichnen  zwei^uf  der  Fläche  $/  zu  beiden  Ufern 
dieser  Schnittstrecke  einander  gegenüberliegende  Puncte  mit 
A^,  9j,  und  die  gerade  darunter  liegenden  Puncte  von  ^j',  von 
^3'  u.  s.  w.  von  §,/  mit  Aj,  ^2»  ^^^  ^3»  ^3  "•  s.  w.,  endlich 
mit  In,  Qn*  Ist  z=il  derjenige  Werth,  welchen  z  in.denPunc^ 
ten  A,  und  z=:r  derjenige,  welchen  z  in  den  Puncten  q  besitzt, 
so  wird  jeder  der  i'uncte  A  mit  je  einem  von  denjenigen  n  Wer- 
then belastet  sein,  welche  die  Function  f  fuv  z  =  l  annimmt; 
und  ebenso  wird  alsdann  jeder  von  den  Puncten  q  mit  einem 
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von  denjenigen  n  Werthen  belastet  sein,  welche  f  [nv  z  =  r  be- 
sitzt..  Nun  ist  aber,  weil  die  beiden  Uferlinien  unseres  Schnittes 
einander  unendlich  nahe  liegen,  /  identisch  mit  r ,  demnach  sind 
die  erstem  n  Werthe  identisch  mit  den  letztern  n  Werthen. 
Die  n  Puncte  X  und  die  n  Puncte^  müssen  sich  also  in  Gedanken 
zu  n  Paaren  ordnen  lassen,  von  welchen  jedes  aus  einem  Puncte 
l  und  aus  einem  Puncte  q,  und  zwar  aus  zwei  Puncten  besteht, 
welche  beide  mit  demselben  Werth  von  f  belastet  sind.  Dem- 
nach wird  man  die  n  Ufer,  welche  auf  dßr  einen  Seite  des  Schnit- 
tes AB  liegen,  mit  den  n  Ufern,  welche  sich  auf  der  andern  Seite 
desselben  befinden,  je  eines  der  einen  Seite  mit  je  einem  der 
andern  Seite  in  solcher  Anordnung  zusammenheften  können,  dass 
in  jeder  Zusammenheftungslinie  von  beiden  Seiten  her  gleiche 
Werthe  von  f  zusammenstossen. 

Aehnliches  wird  man  ausführen  können  bei  der  nächstfolgen- 
den Schnittstrecke  BC,  sodann  bei  der  Strecke  CD,  u.  s.  w.,  end- 
lich bei  der  letzten  Schnittstrecke,  welche  in  dem  unendlich  fer- 
nen Puncte  U  ihr  Ende  erreicht.  Die  durch  all*  diese  Zusammen- 
heftungen entstehende  ebene  n  blättrige  Fläche  mag  mit 

ii  +  ^2'  +  •  •  •  +  9n 
bezeichnet  werden. 

Durch  Umformung  dieser  Fläche  ^/  +  ^2'  +  •  •  •  +  ^»' 
wird  man  sodann  eine  gewisse  n  blättrige  Riemann'sche  Kugelfläche 
fft  erhalten.  Und  auf  dieser  Fläche  dt  werden  alsdann  sämmtliche 
Werthe,  welche  die  Function  f  übdt'haupt  besitzt,  in  eindeutiger 
Weise  ausgebreitet  sein.    Wir  haben  also  folgenden  Satz: 

Sämmtliche  Werthe  einer  beliebig  gegebenen  algebraischen 
Function  von  z  können  jederzeit  auf  einer  gewissen  JRiemann' sehen 
JSCugelfläche  in  eindeutiger   Weise  ausgebreitet  werden. 

Jede  Riemann'sche  Kugelfläche  besitzt  irgend  welche  Anzahl 
von  Windungspuncten.  Ist  die  Fläche  n  blättrig,  so  sind  jene 
Windungspuncte  nicht  immer  von  der  («  -—  1)  Ordnung;  ihre  Ord- 
nung kann  nicht  höher  sein  als  n  —  1,  wohl  aber  niedriger; 
sie  kann  nämlich  durch  irgend  eine  der  Zahlen  1,2,  3,  . . .  n—l 
dargestellt  sein.  Auch  kann,  was  ebenfalls  beachtenswerth  ist, 
der  Fall  vorkommen,  dass  an  ein  und  derselben  Stelle  einer  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche  zwei,  drei  oder  mehrere  Windungspuncte 
gerade  über  einander  liegen. 

Um  diese  Behauptungen  durch  ein  möglichst  einfaches  Bei- 
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spiel  zu  erläutern,  wollen  wir  uns  zwei  algebraische  Functionen 
g)  und  ^  denken.    Die  eine  sei  definirt  durch  die  Gleichung: 

Zq  +  Z^.tp  +  ...  +  Z^ffT  =  0, 
die  andere  durch  die  Gleichung: 

wo  die  Z  und  Z'  beliebig  gegebene  rationale  Functionen  von  z 
vorstellen  sollen.  Die  zur  Ausbreitung  der  ersten  erforderliche 
Riemann'sche  Kugelfläche  wird  dann  m  blättrig,  die  zur  Ausbrei- 
tung der  letztern  erforderliche  n  blättrig  sein.  Die  eine  mag  91, 
die  andere  9i'  genannt  werden. 

.  Wir  betrachten  nun  eine  dritte  algebraische  Function  F^  und 
zwar  diejenige,  welche  durch  die  Gleichung: 

(Zo  +  z^i?»  +  ...  +  z„,F-^)  (Zo'  +  z;f  +  ...  +  z;f-)  =  0 

definirt  wird.  Diese  Function  F  wird  alsdann  den  ganzen  Werth- 
vorrath  von  g)  und  ebenso  auch  den  ganzen  Werthvorrath  von  ^ 
in  sich  zusammenfassen;  die  zu  ihrer  Ausbreitung  erforderliche 
Riemann'sche  Kugelfläche  wird  (m  +  n)  blättrig  sein  und  darge- 
stellt sein  durch  die  Fläche  di  +  dt\  nämlich  dargestellt  sein 
jiwrch  diejenige  Fläche,  welche  entsteht,  wenn  man  die  beiden 
vorhin  genannten  Kugelflächen  91  und  9i'  —  ohne  sie  gegenseitig 
mit  einander  zu  verbinden  —  in  einander  schachtelt. 

Es  kann  demnach  9t  +  9i'  als  eine  (m  -f-  n)  blättrige  Rie- 
mann'sche  Kugelfläche  angesehen  werden.  Offenbar  wird  nun 
aber  diese  Fläche  Windungspuncte  in  sich  enthalten,  deren  Ord- 
nung niedriger  als  m  +  n  —  1  ist,  nämlich  Windungspuncte 
(w  —  ly^^  und  (n  —  1)^°*"  Ordnung  besitzen  können.  Auch  wird 
der  Fall  eintreten  können,  dass  ein  Windungspunct  (m  —  1)*®' 
Ordnung  genau  über  einem  anderen  Windungspunct  von  der 
(;i  — l)ton  Ordnung  liegt.  Und  hiermit  ist  die  Richtigkeit  der 
obigen  Behauptungen  bewiesen. 

Ist  von  irgend  einer  Fläche  die  Rede,  so  ist  zufolge  unserer 
Definition  (*.  92)  unter  dem  Bereich  eines  Puuctes  ein  um 
den  Punct  herum  abgegrenztes,  den  Punct  selber  also  in  sich 
enthaltendes,  hinreichend  kleines  Flächenstuck  zu  verstehen.  Dem- 
nach wird  bei  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  das  Bereich  eines 
Windungspunctes  durch  eine  kleine  Windungs fläche,  das  Be- 
reich eines  jeden  andern  Punctes  hingegen  durch  eine  kleine 
einblättrige  Fläche  dargestellt  sein. 


Sechste  Vorlesung. 

Reduction  einer  ßiemann'schen  Kugelfläche  auf 
ein  System  von  Elementarflächen. 


Erster  Abschnitt.    Allgemeine   Bemerkungen  über   die  stetige 
Umformung  einer  Fläche. 

Es  sei  eine  beliebige  Fläche  gegeben,  also  eine  Fläche 
mit  beliebiger  Krümmung,  mit  beliebig  vielen  und  beliebig  ge- 
stalteten Randcurven.  In  der  Fläche  mag  ein  Liniennetz  gezogen 
werden,  durch  welches  dieselbe  in  lauter  unendlich  kleine  Ele- 
mente getheilt  wird.  Dieses  Liniennetz  —  es  mag  dl  heissen  — 
wird  dann,  für  sich  allein  betrachtet,  nämlich  nach  Fortlassung 
der  in  seinen  Maschen  vorhandenen  Flächenelemente,  gewisser- 
massen  ein  Gerippe  der  gegebenen  Fläche  darstellen  und  als 
solches  die  gegebene  Fläche  zu  vertreten  im  Stande  sein. 

Wir  denken  uns  nun  dieses  Netz  durch  irgend  welche  Bie- 
gungen und  Dehnungen*)  der  in  ihm  enthaltenen  Linien,  und 
zwar  durch  Dehnungen,  welche  nicht  nur  für  die  verschiedenen 
Linien,  sondern  auch  für  verschiedene  Theile  ein  und  derselben 
Linie  verschieden  stark  sein  können,  in  seiner  Form  beliebig  ge- 
ändert, und  bezeichnen  dasselbe  in  dieser  neuen  Form  mit  9i'. 
Wie  die  angewendeten  Biegungen  und  Dehnungen  auch  beschaffen 
sein  mögen,  immer  wird  zwischen  der  alten  Form  91  und  zwi- 


*)  Die  Bezeichnung  „Dehnung**  soll  gleichzeitig  den  Begriff  der 
Verlängerung  und  auch  den  der  Verkürzung  umfassen,  indem  eine  Ver- 
längerung als  eine  positive,  eine  Verkürzung  als  eine  negative 
Dehnung  angesehen  wird. 
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sehen  der  neuen  91' eine  gewisse  Ue  her  eins  ti  mm  ung  zurück- 
bleiben. So  z.  B.  werden  irgend  zwei  Knotenpuncte  des  Netzes, 
je  nachdem  sie  während  der  einen  Form  des  Netzes  einander 
benachbart  oder  nicht  benachbart  sind,  auch  während  der  an- 
drem Form  desselben  einander  benachbart  oder  nicht  benachbart 
sein.  Denkt  man  sich  daher  während  des  Zustandes  91  auf  dem 
Netze  irgend  welche  in  sich  zurücklaufende  und  sich  selber  nir- 
gends durchschneidende  Curve  gezogen,  so  werden  die  auf  der 
Curve  gelegenen  Knotenpuncte  nach  Eintritt  des  neuen  Zustandes 
31'  eine  Curve  von  gleicher  Beschaffenheit  bilden,  nämlich 
wiederum  eine  Curve  bilden,  welche  in  sich  zurückläuft  und  sich 
selber  nirgends  durchschneidet.  Zugleich  sieht  man,  dass  alle 
diejenigen  Knotenpuncte,  welche  bei  31  innerhalb  der  Curve 
liegen,  bei  91'  sich  ebenfalls  innerhalb  derselben  befinden  wer- 
den. Denkt  man  sich  ferner  in  9c  irgend  einen  Schnitt  ausge- 
führt, welcher  das  Netz  in  zwei  von  einander  vollständig  ge- 
trennte Stücke  zerlegt,  so  wird  von  einem  in  9t'  über  dieselben 
Knotenpuncte  hin  fortlaufenden  Schnitte  dasselbe  gelten. 

Ebenso  wie  sich  die  beiden  Netze  91,  91'  zu  einander  Ter- 
halten,  ebenso  werden  sich  zu  einander  auch  diejenigen  Flächen 
%  %'  verhalten,  welche  entstehen,  sobald  man  sich  die  Maschen 
jener  Netze  wieder  durch  Flächenelemente  ausgefüllt  denkt.  Die 
Operation,  durch  welche  wir  das  Netz  91'  aus  dem  Netze  9i,  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  Fläche  31'  aus  der  Fläche  31  abgeleitet  haben» 
kann  bezeichnet  werden  als  eine  stetige  Umformung. 

Unter  der  stetigen  Umformung  einef^  Fläche  soll  also  eine 
Veränderung  derselben  verstanden  werden,  welche  durch  blosse  An- 
wendung von  Lehnungen  und  Biegungen^  nämlich  mit  Ver- 
meidung von  Zerreissungen  und  Zusammenheftung en^  zu 
Stande  kommt. 

Um  Von  irgend  zwei  beliebig  gegebenen  Flächen  die  eine  in 
die  andere  umzuformen ,  bedarf  es  (sobald  eine  solche  Umformung 
überhaupt  möglich  ist)  nur  der  Auffindung  eines  Gesetzes,  nach 
welchem  jeder  Punct  der  einen  Fläche  mit  einem  bestimmten 
Puncte  der  andern  correspondirt ,  jedoch  eines  Gesetzes,  welches 
so  beschaffen  ist,  dass  demselben  zufolge  benachbarte  Puncte 
der  einen  Fläche  auch  immer  mit  benachbarten  Puncten  der 
andern  in  Correspondenz  stehen.  Ist  nämlich  ein  solches  Gesetz 
gefunden,  so  wird  man  dann,  wie  Jeicht  zu  übersehen  ist,  durch 
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An^wendang  von  Dehnungen  und  Biegungen  es  in  der  Thai  dahin 
bringen  können,  dass  die  eine  Fläche  mit  der  andern,  und  zwar 
jeder  Punct  der  einen  mit  ^em  correspondirenden  Punete  der 
avidern  zur  Deckung  kommt. 

Aus  dem,  was  vorhin  in  BetrelF  der  stetigen  Umformung 
eines  Liniennetzes  bemerkt  wurde,  ergeben  sich  nun  leicht  für 
z^wei  Flächen  31,  31',  von  weichen  die  eine  durch  stetige  üm- 
formung  der  andern  entstanden  ist,  mehrere  Sätze.  Bezeichnet 
man  irgend  welche  auf  31  gezogene  Curvc  mit  c  und  die  cor- 
respondirende  auf  3{' mit  a',  d.  h.  versteht  man  unter  a'  die- 
jenige Gurve,  in  welche  sich  a  bei  der  Umformung  von  31  in  31' 
verwandelt,  so  lassen  sich  diese  Sätze  folgendermassen  aussprechen : 

I.  Ist  <r  in  sich  zurücklaufend ,  so  gilt  Gleiches  auch  von  a\ 

II.  Durchschneidet  a  nirgends  sich  selber,  so  kann  solches 
^<^i  ^  ebenfalls  nicht  stattfinden. 

m.  Zerfällt  31  durch  einen  längs  <r  hin  ausgeführten  Schnitt 
1^  zwei  von  einander  getrennte  Stücke,  so  wird  Gleiches  auch 
^on  31'  mit  Bezug  auf  o'  gelten. 

IV.  Die  Anzahl  der  in  %  vorhandenen  Randcurven  ist  jeder- 
*«it  ebenso  gross,  als  die  Anzahl  der  in  31'  vorhandenen. 

Ein  Quadrat  kann  als  stetige  Umformung  eines  Rechtecks, 
ebenso  ein  Kreis  als  eine  stetige  Umformung  einer  Ellipse  an- 
gesehen werden.  Andererseits  würde  sich  der  Kreis,  d.  i.  eine 
^'>ene  Kreisfläche  aber  auch  als  die  stetige  Umformung  einer 
^^ilbkug'elfläche,  oder  auch  als  die  einer  Kegel  fläche  an- 
*^hen  lassen. 

Und  so  lassen  sich  überhaupt,  falls  eine  Fläche  gegeben 
^^  immer  mehrere  und  von  einander  sehr  verschiedene  Flä- 
**eii  finden,  von  denen  jede  als  eine  stetige  Umformung  der  ge- 
gebenen Fläche  aufgefasst  werden  kann. 

i  Jedoch  kann  man  keineswegs  die  gegebene  Fläche  als  die 

^^c^e  Umformung  jeder  beliebig  gewählten  andern  Fläche  an- 
^^en.    Sollen    nämlich   zwei  Flächen    einer   solchen   Auffassung 
^^^  sein,  so  ist  dazu,  wie  man  sofort  erkennt,   zunächst  schon 
erforderlich,  dass  in  beiden  die  Anzahl  der  Randcurven  ein  und 
fieselbe  ist.     Und  zu  dieser  Bedingung  treten   noch  andere  Be- 
en  hinzu.     Denn   bei   einer   Kugelfläche  z.  B.  und  bei 
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einer  Ring  fläche*)  ist  die  Anzahl  der  Randcurven  gleich  gross, 
nämlich  bei  beiden  =  0;  und  trotzdem  lässt  sich,  ^ie  man  leicht 
übersieht,  die  eine  keineswegs  als  chie  Umformung  der  andern 
auffassen.  Wir  gehen  einstweilen  auf  die  hier  erforderlichen  Be- 
dingungen nicht  näher  ein. 

Wir  wollen  uns  im  Räume  irgend  welche  Fläche  denken  von 
beliebiger  Krümmung  und  überhaupt  von  ganz  beliebiger  Gestalt; 
und  auf  dieser  Fläche  wollen  wir  uns  die  Werthe  irgend  welcher 
Function  ausgebreitet  denken.  Jene  Fläche  mag  nun  einer  stetig 
fortschreitenden  Veränderung  unterworfen  werden.  Während  diese 
Veränderung  aber  vor  sich  geht,  während  also  die  Gestalt  der 
Fläche  durch  stetige  Umformung  hi  andere  und  andere  Ge- 
stalten übergeiU,  mögen  die  einzelnen  Puncte  der  Fläche  mit 
den  ihnen  einmal  zuertheilten  Functionswerthen  unlöslich  verbunden 
bleiben.  Wir  wollen  den  zu  Anfang  gegebenen  Zustand  der 
Fläche  kurzweg  ihren  Anfangszustand,  und  den  in  Folge  jener 
stetigen  Umformung  schliessUch  eintretenden  neuen  Zustand  den 
Endzustand  nennen. 

War  die  Function  während  des  Anfangszustandes  der  Fläche 
auf  derselben  überall  eindeutig,  d.  b.  war  damals  jeder  Punct 
der  Fläche  immer  nur  mit  je  einem  Werthe  der  Function  be- 
lastet, so  wird  Gleiches  ofTenbar  auch  dann  noch  stattfinden,  wenn 
dieselbe  in  ihren  Endzustand  übergegangen  ist. 

War  ferner  die  Function  zur  Zeit  des  Anfangszustandes  auf 
der  Fläche  allenthalben  stelig,  so  wird  sie  nach  Eintritt  des 
Endzustandes  ebenfalls  überall  stetig  sein. 

War  die  Function  zur  Zeit  des  Anfangszustandes  der  Fläche 
in  einzelnen  .Puncten  oder  Linien  unstetig,  so  wird  sie  nach 
Eintritt  des  Endzustandes  nach  wie  vor,  und  zwar  in  eben  den- 
selben Puncten  oder  Linien  unstetig  sein. 

hisbesondere  wollen  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  diejeni- 
gen Unstetigkeitspuncte  richten,  welche  wir  früher  ^Seite  94) 
mit  dem  Namen  „polare  Unstetigkeitspuncte"  oder  kurz- 
weg mit  dem  Namen  „Pole"  bezeichnet  haben,   also  auf  die- 


*)  Unter  einer  Ringfläcbe  ist  die  Oberfläche  eines  körperlichen 
Ringes,  also  z.  B.  diejenige  Rotationsfläche  zu  verstehen,  welche  von 
einem  Kreise  erzeugt  wird,  sobald  man  denselben  um  eine  Achse,  die  in 
der  Ebene  des  Kreises  liegt  und  den  Kreis  nicht  schneidet,  rotiren  lässt. 
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jenigen  Puncto,  in  weichen  die  Function  selber  —  sie  mag  f  ge- 
nannt werden  —  unstetig  ist,  in  deren  Bereich  aber  der  reci- 

proce  Werth  der  Function,  nämlich  der  Werth  von  -j  stetig 

Woibt.    Jene  Unstetigkeit  von  f  und  jene  Stetigkeit  von  --  wer- 

don,  falls  sie  in  irgend  einem  i^uncte  der  Fläche  einmal  vorhan- 
den sind,  ungeändert  fortbestehen,  welches  auch  die  stetige  Um- 
rormung  sein  mag,  der  die  Fläche  imterworfcn  wird.  Sic  werden 
demnacli,  falls  sie  zur  Zeit  des  AnfangszusUnds  vorhanden  sind, 
fttioli  noch  vorhanden  sein  zur  Zeit  des  Endzustandes.  Wir  sehen 
also ,  dass  die  Bedingungen  der  polaren  Unstetigkeit ,  falls  sie  er- 
füllt sind  zur  Zeit  des  einen  Zustandes,  »luch  erfüllt  sein  werden 
nsieli  Eintritt  des  andern. 

Besitzt  also  —  so  können  wir  uns  ausdrücken  —  die  auf 
d^r  Flache  ausgebreitete  Function  zur  Zeit  des  Anfangszustandes 
ir^  irgend  einem  Punct  der  Fläche  einen  Pol,  so  wird  sie  in  je- 
n^m  Punct  nach  Eintritt  des  Endzustandes  ebenfalls  einen  Pol 
Mestizen. 

Gleiches  wird  offenbar  auch  von  den  Nullpuncten  gelten. 
Denn  es  ist  ja  nach  unserer  Annahme  jeder  Punct  der  Fläche 
■*^it    dem  ihm  einmal  zuertheihen  Fuuctionswerth  unlösUch  ver- 
bunden.    Ist  also  irgend  ein  Punct  der  Fläche  mit  dem  Werthe 
Null  belastet,   so  wird  er,  mag   sich  nun  die  Gestalt  der  Fläche 
Verändern,  wie  sie  wolle,  diesen  Werth  Null  beständig  behalten. 
Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  allgemeinen  Satz: 
Sind  die   Werthe   einer  Function   auf  irgend  welcher  Fläche 
^^^^gebreitet,  so  tritt  hinsichtlich  der  auf  Jener  Fläche  vorhandenen 
^^^tigkeit spunde^   Nullpuncte   und  Pole  keine  Aenderung 
^^t    mag  man  nun  die  Fläche  in  ihrem  ursprünglichen  Zustande 
^^^harren^   oder  mag  man  dieselbe  durch  stetige  Umformung  in 
^9end  welchen   andern  Zustand  übergehen  lassen.     In  jedem  ein- 
^nen  Punct  der  Fläche  wird  die  Function  sich  zur  Zeit  des  neuen 
^^*tandes  genau  ebenso  verhalten ,  wie  zur  Zeit  des  ursprünglichen 
^^^standes;  in  jedem  einzelnen  Punct  der  Fläche  wird  sie  zur  Zeit 
,^*   neuen  Zustandes  stetig  oder  unstetig,  Null  oder  von  Null 
^^^schieden,  mit  einer  polaren  oder  nichtpolaren  ünstetig- 
*^'^  behaftet  sein,  je  nachdem  zur  Zeit  des  ursprünglichen  Zustan- 
^^   das  Eine  oder  das  Andere  der  Fall  war, 

^eomann,  Abel'schn  Inleg^ralo.  14 
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Ebenso  verhält  es  sich  andererseils  auch  mit  der  Eindeu- 
tigkeit der  Function.  In  jedem  einzelnen  Punct  der  Fläche  wird 
die  Function  zur  Zeit  des  neuen  Zustandes  eindeutig  oder  mehr- 
deutig sein^  je  nachdem  zur  Zeit  des  ursprünglichen  Zustandes 
das  Eine  oder  das  Andere  der  Fall  war. 

Zweiter  AbBchnitt    Ueber  die  stetige  Umformang  eines  Becht* 
ecks  in  ein  anderes  Eechteck. 

Es  seien  zwei  itbene  Flächen  gegeben,  die  sich  an  verschic- 
dencn  Stellen  des  Raumes  beßnden,  und  von  denen  jede  die  Ge- 
stalt eines  Rechtecks  besitzt.     Das  eine  Rechteck  habe  die  Kan- 
ten   a,  6,    das   andere    die  Kanten   a,  ß.     Jedes   dieser  Recht- 
ecke  mag   auf   ein  Coordinatensystem   bezogen 
y  *  gedacht  werden,  dessen  Achsen  durch  zwei  sei- 

\  ner  Kanten  dargestellt  sind.     Die  mit  a,  6  pa- 

1^  rallelen  Coordinaten  eines  Punctes  in  dem  einen 

bHH  Rechteck  mögen  mit  ooy  y^   und    die  m\i  a,  ß 

a  parallelen  Coordinaten  eines  Punctes  in  dem  an- 

^  dem  Rechteck  mit  ^,  i^  bezeichnet  werden  (Fig.  53). 

^^^1^  ^  Offenbar  wird  man,  falls  man  sich  ganz  be- 
MjaMß^^,^^  liebiger  Dehnungen  bedienen  wollte,  diese  Deh- 
nungen auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten 
so  einrichten  können,  dass  das  eine  Rechteck  mit  dem  andern 
zur  Deckung  kommt;  man  könnte  z.  B.  in  dem  Rechteck  ah  ir- 
gend einen  Theil  im  Innern  abgrenzen,  diesen  innern  Theil 
ungeändert,  und  den  äusseren  Theil  allein  in  solcher  Weise 
sich  ausdehnen  lassen,  dass  die  Deckung  mit  dem  andern  Recht- 
eck ctß  zw  Stande  kommt.  Demgemäss  wird  man  also  auch  auf 
unendUch  viele  verschiedene  Arten  zwischen  den  Puncten  des 
einen  und  denen  des  andern  Rechtecks  eine  Correspondenz  fest- 
stellen können,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  durch  Anwendung 
von  Dehnungen  jeder  Punct  des  einen  Rechtecks  mit  dem  corre- 
spondirendcn  des  andern  zur  Deckung  gelangt. 

Diejenige  Correspondenz,  welche  sich  hier  am  naturlichsten 
darbietet,  ist  folgende: 


b  —  J 


Reduction  einer  Riemann*schen  Kugelfläche  elc.  211 

Werden  nämlich  je  zwei  Puncte  ar,  y  und  ^,  ri  in  dem  einen 
und  in  dem  anderen  Rechteck,  welche  diesen  Relationen  Genüge 
leisten,  correspondirende  Puncte  genannt,  so  wurd  man,  um 
die  in  Rede  stehende  Deckung  zu  bewerkstelligen,  zuerst  das 
Rechteck  ah  einer  mit  a  parallelen  Dehnung  unterwerfen,  durch 
welche  jedes  in  dieser  Richtung  liegende  Linienelement  im  Ver- 
hältniss  von  a  :  a  verlängert  wird,  und  sodann  dieses  Rechteck 
einer  zweiten  mit  b  parallelen  Dehnung  unterwerfen,  durch  weiche 
alle  mit  b  parallelen  Linienelemente  im  Verhältniss  von  b  :  ß  ver- 
längert werden.  Ist  solches  geschehen ,  so  wird  das  eine  Rechteck 
mit  dem  anderen  congruent  sein;  und  es  bedarf  daher  alsdann, 
um  die  Deckung  wirklich  herbeizuführen,  nur  noch  einer  gewis- 
sen Verschiebung  im  Räume. 

Setzt  man  also  zwischen  den  Piincten  x,  y  des  einen,  und 
zwischen  den  Puncten  §,  tj  des  andern  Rechtecks  die  Correspon- 
denz  fest: 


X 

l 

a 

a  ' 

y 

V 

h 

r 

so  kann  man  durch  stetige  Umformung  das  eine  Rechteck  mit 
dem  andern,  und  zwar  jeden  Ptinct  des  einen  mit  dem  correspon- 
direnden  Punct  des  andern  zur  Deckung  bringen. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Umformung  können  wir  die  beiden 
Rechtecke  ab  und  ccß  als  unter  einander  identisch,  nämlich  als 
zwei  verschiedene  Zustände  ein  und  derselben  Fläche  ansehen; 
jeder  Punct  Xy  y  des  einen  ist  dann  identisch  mit  dem  correspon- 
direnden  Punct  |,  rj  des  andern. 

Wir  wollen  uns  nun  denken ,  die  einzelnen  Puncte  x,  y  die- 
ser Fläche  wären  zur  Zeit  ihres  ursprünglichen  Zustandes  mit 
den  Werthen  irgend  welcher  gegebenen  Function 

f^f[x  +  iy) 

belastet,  und  diese  Werthe  blieben,  während  die  Fläche  ihren 
Zustand  ändert,  mit  den  einzelnen  Puncten  der  Fläche  unlös- 
lich verbunden.  Ist  also  p  irgend  ein  Punct  der  Fläche,  so  wird 
der  in  p  vorhandene  Functionswerth  ein  und  derselbe  sein, 
mag  sich  nun  die  Fläche  in  ihrem  ursprüngüchen  Zustande  ab, 
oder  in  ihrem  neuen  Zustande  ctß  befinden. 

Rezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Punctes  p  zur  Zeit  des 

14* 
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ursprünglichen  Zustande»  mit  Xp,  t/p,  und  zur  Zeit  des  neuen  Zu- 
Standes mit  5p?  Vpi  so  wird 

a  y 

OOp  —   —   §p, 
b 

yp  =  j  vp 

sein.  Der  mit  p  unlöslich  verbundene  Functionswerth  —  er  mag 
fp  genannt  werden  —  wurd,  was  seine  Abhängigkeit  von  den 
ursprünglichen  Coordinatcn  Xp^  yp  dieses  Punctes  anbelangt, 
dargestellt  werden  durch 

fp  =  f  [xp  +  iyp). 
Demnach    wird    derselbe,    was  seine  Abhängigkeit  von  den 
neuen  Coordinatcn  $p,  rip   jenes  Punctes  anbelangt,    dargestellt 
sein  durch 


fp  =  f(j;^p  +  'j'^p)' 


Sind  also  die  auf  der  Fläche  ausgebreiteten  Functionswerthe 
während  ihres  ursprünglichen  Zustandes  nicht  von  or,  y^  sondern 
nur  von  dem  einen  Argument 

X  +  iy 
abhängig,  so  werden  dieselben  zur  Zeit  des  neuen  Zustandes  der 
Fläche  ebenfalls  nicht  von  5,  %  sondern  nur  von 

abhängig  sein,  oder,  falls  zufälUg  ~  =  -g-  sein  sollte,   nur   von 

§  +  ti? 
abhängig  sein. 

Im  Folgenden  werden  wh*  inmier  nur  mit  Umformungen 
zu  thun  haben,  bei  welchen  der  letzterwähnte  Fall  eintritt. 
Sind  nämlich  x^  y  die  Coordinatcn  irgend  eines  Punctes  der 
Fläche  während  ihres  ursprünglichen,  und  sind  g,  ri  die  Coordi- 
natcn desselben  zur  Zeit  ihres  neuen  Zustandes,  so  werden  die 
auf  der  Fläche  ausgebreiteten  Functionswerthe,  falls  sie  zur  Zeit 
des  ersteren  nicht  von  x^  y^  sondern  nur  von  x  +  iy  abhängen, 
auch  zur  Zeit  des  letzteren  nicht  von  ^,  t/,  sondern  nur  von 
5  -f  iri  abhängig  werden. 
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Dritter  Absclmitt.    Ueber  die  stetige  Umformang  einer  Kegel- 
flache  in  eine  andere  Kegelflache;  insbesondere  über  die  stetige 
irmformung  einer  Windimgsflache  in  eine  Windungsfläche 
anderer  Ordnnng. 

Da  die  VVindungsfläcben  ihrer  Definition  zufolge  nichts  an- 
deres sind,  als  eine  gewisse  Art  von  Kegelllächen,  so  wird  es 
gut  sein,  wenn  wir  mit  diesen  letzteren  beginnen. 

Wir  können  (Fig.  54)  eine  in  sich  zurücklaufende ,  z.  B.  eine 


kreisförmige  Curve  aus  ibrem  ursprüngliclien  Zustande  I  durch 
Biegung  und  Dehnung ,  also  durch  eine  stetig  fortschreitende  Um- 
formung in  den  Zustand  I  a,  sodann  in  den  Zustand  I  b,  und 
schliesslich  in  den  Zustand  II  versetzen.  Ebenso  können  wir  dann 
den  letzterhaitenen  Zustand  11  durch  weitere  Umformung  in  den 
Zustand  lU  übergehen  lassen. 

Denken  wir  uns  nun  die  hier  beti'achtete  Curve  als  die  Leit- 
curve  eines  Kegels,  dessen  Spitze  irgendwo  im  Räume,  etwa  ge- 
rade über  dem  Mittelpunct  der  Curve  sich  befindet,  so  werden 
den  verschiedenen  Zustanden  I,  11,  IH  jener  Curve  ebenso  viele 
verschiedene  Zustände  dieses  Kegels  entsprechen.  Der  der  Curve  I 
angehörige  Kegel  wird  sich  also  durch  eine  stetige*)  Umformung 


*)  Jede  Umformung,  bei  welcher  Zerreissungen  und  Zusammenhef- 
tongen  vermieden  werden,  ist  nach  unserer  Definition  eine  stetige 
Umformung.  Wenn  wir  den  hier  betrachteten  Kegelitiantel  aus  dem 
Zustande  I  in  den  Zustand  II  tibergehen  lassen,  so  müssen  wir  dabei 
zwei  Flächentheile  dieses  Mantels  in  einer  gewissen  Linie  einander 
durchsetzen  lassen.  Eine  solche  Durchsetzung  geht  nun  aber  (zu- 
folge unserer  Vorstellungen  S.  163)  vor  sich,  ohne  dass  dabei  die 
Puncte  des  einen  Flächentheiles  mit  denen  des  andern  längs  jener 
Linie  hin  in  irgend  welchen  Zusammenhang  treten,  geht  also  vor  sich, 
ohne  dass  dabei  irgend  welche  Zusammenheftungen  eintreten. 
Ebenso  wenig  finden  dabei  Zerreissungen  irgend  welcher  Art  statt. 
Demnach  ist  die  Umformung  unseres  Kegels  aus  dem  Zustande  I  in 
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in  den  der  Curve  H  eulspreclienden  Kegel,  und  dieser  wieder  aiif 
gleiclie  Weise  in  den  der  Curve  HI  entsprechenden  Kegel  ver- 
wandein lassen. 

Solches  gilt  ganz  allgemein  —  gleichgültig,  an  welchem  Ort 
des  Raumes  wir  uns  die  Spitze  des  Kegels  auch  denken  mögen; 
und  wird  denmach  auch  dann  gelten,  wenn  wir  uns  die 
Spitze  des  Kegels  in  der  Ebene  der  Curve,  oder  wenigstens 
dieser  Ebene  unendlich  nahe,  etwa  im  Mittelpunct  der  Curve 
gelegen  denken.  In  diesem  Falle  siud  aber  unsere  Kegel  I,  II,  III 
nichts  anderes  als  Windungs flächen ,  nämlich  der  Kegel  I  eine 
Windungsfläche  0^<^'  Ordnung,  d.  h.  eine  gewöhnliche  einblättrige 
ebene  Fläche,  der  Kegel  II  eine  Windungsfläche  1^^"^  Ordnung, 
und  der  Kegel  ill  eine  Windungsfläche  2*<^'^  Ordnung. 

Wir  sehen  demnach^  dass  eine  gewöhnliche  einblättrige  ebene 
Fläche  durch  stetige  Umformung  in  eine  Windungsfläche  be- 
liebiger Ordnung,  oder  dass  auch  umgekehrt  jede  Windungsfläche 
durch  stetige  Umformung  in  eine  einblättrige  ebene  Fläche 
verwandelt  werden  kann. 

Um  auf  diese  Umformungen  näher  einzugehen,  wird  es  gut 
sein,  wieder  zunächst  einen  BUck  zu  werfen  auf  die  Umformung 
einer  Kegelflächc. 

Es  sei  eine  Kegelfläche  von  ganz  beliebiger  Gestalt  gege- 
ben. Jede  auf  dem  Mantel  des  Kegels  gezogene,  von  seinem 
Scheitelpunct  ausgehende  gerade  Linie  mag  mit  dem  Namen 
„Kante"  bezeichnet  werden.  Denken  wir  uns  den  Kegelmantel 
für  einen  Augenblick  längs  irgend  einer  Kante  hin  — -  sie  mag 
die  Anfangskante  genannt  werden  —  aufgeschlitzt,  und  den- 
selben sodann  auf  einer  Ebene  ausgebreitet,  so  werden  wir  die 
Lage  eines  jeden  Punctes  auf  diesem  Mantel  dmxh  Anwendung 
eines  Polarcoordinatensystems  (r,  t)  bestimmen  können,  indem 
\nr  unter  r  die  Entfernung  des  betreffenden  Punctes  von  dem 
Scheitelpuncte,  und  unter  t  denjenigen  Winkel  verstehen,  unter 
welchem  die  durch  den  Punct  gehende  Kante  geneigt  ist  gegen 
die  Anfangskante. 

Soll  eine  um  den  Scheitelpunct  rotirende  Linie  den  in  der 
Ebene  ausgebreiteten  Kegelmantel  vollständig  durchlaufen,  so  wird 

den  Zustand  II  in  der  Thal  eine  stetige  Umformung  zu  nennen. 
Gleiches  gilt  natürlich  von  dem  Uebergange  des  Kegels  aus  dem  Zu- 
stande II  in  d«n  Zustand  III  u.  s.  w. 
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der  von  ihr  beschriebene  Winkel  t  von  0  aus  bis  zu  einem  ge- 
wissen Werihe  T  anwachsen  müssen.  Diese  Grösse  T  mag  für 
den  Äugenblick  der  „Winkelumfang*'  oder  geradezu  der  „Um- 
fang" des  Kegels  genannt  werden. 

Genau  dieselben  Coordinaten  r,  /  werden  nun  zur  Ortsbe- 
stimmung eines  Punctes  auf  dem  Kegelmantel  auch  noch  dann  in 
Anwendung  gebracht  werden  können,  wenn  wir  uns  denselben 
wieder  in  seinen  ursprünglichen  Zustand,  nämlich  in  seine 
gekrümmte  und  geschlossene  Form  zurückversetzt  denken.  Der 
Winkel  /  wird  alsdann  nicht  mehr  in  einer  £bene,  sondern  auf 
der  gekrümmten  Kegelfläche  gemessen,  nämlich  durch  die  Bogen- 
länge derjenigen  Curve  gemessen  werden,  in  welcher  der  Kegel- 
mantel von  einer  um  seinen  Scheitelpunct  mit  dem  Radius  1  be- 
schriebenen Kugelfläche  durchschnitten  wird;  T  wird  die  voll- 
ständige Länge  der  eben  genannten  Curve  darstellen;  ferner 
wird  r,  nach  wie  vor,  den  geradlinigen  Abstand  repräsentiren, 
um  welchen  irgend  ein  Punct  auf  dem  Kegelmantel  von  dem 
Scheitelpunct  entfernt  ist. 

Wir  wollen  nun  gleichzeitig  zwei  beliebig  gegebene  und 
an  verschiedenen  ,  Stellen  des  Raumes  liegende  Kegelflächen  in 
Betracht  ziehen.  Bei  der  zweiten  mögen  q,  ^,  $  dieselben  Be- 
deutungen haben,  welche  r,  /,  T  für  die  erste  besitzen. 

Je  zwei  Kanten  des  einen  und  des  andern  Kegels  mögen 
correspondirende  Kanten  genannt  werden,  falls  zwischen 
ihren  Winkeln  /  und  «d-  die  Relation 

i  -^ 
T~  $ 

stattfindet. 

Ferner  mögen'  je  zwei  Puncte   auf  dem  einen  und  auf  dem 

andern  Kegelmantel  correspondirende  Puncte  heissen,  wenn 

dieselben    erstens    auf  correspondirenden   Kanten   liegen,   und 

wenn  sie  zweitens,  was  ihre  Entfernungen  von  den  Scheitelpunc- 

ten  anbelangt,    eine  wiilkührlich   festgesetzte  Relation,   z.  B.  die 

Relation 

erfüUen ,  wo  unter  n  und  v  zwei  beliebig  gewählte  positive  ganze 
Zahlen  verstanden  werden  sollen.  Fassen  wir  irgend  zwei  cor- 
respondirende Kanten  ins  Auge,  so  wird  dann  mit  jedem 
Puncte  der  einen  immer  nur  ein  Punct  der  andern  in 
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Correspondenz  stehen.  Denken  wir  uns  ferner  auf  der  einen 
Kante  einen  Punct  in  Bewegung,  welcher  dieselbe  von  dem  Schei- 
telpunct  aus  bis  ins  Unendliche  hin  durchläuft,  so  wird  gleich- 
zeitig der  auf  der  andern  Kante  sich  fortbewegende  correspon- 
dirende  Punct  ebenfalls  vom  Scheitelpunct  aus  bis  ins  Unendliche 
hin  fortlaufen. 

Es  mag  nun  der  Mantel  des  einen  Kegeis  durch  unendlich 
viele,  und  in  unendlich  kleinen  Winkelabständen  auf  einander 
folgende  Kanten  in  schmale  Dreiecke  zerlegt  werden;  ferner  mögen 
diese  Dreiecke  durch  Curven,  welche  die  Kanten  senkrecht  durch- 
schneiden, in  unendlich  kleine  Rechtecke  getheiit  werden.  Auf 
dem  Mantel  des  andern  Kegels  mögen  die  correspondirenden  Kan- 
ten und  die  correspondirenden  Curven  gezogen  werden,  so  dass 
auch  dieser  in  unendlich  kleine  Rechtecke  zerlegt  wird. 

Mit  jedem  Flächenelement  des  einen  Mantels  wird  dann  immer 
nur  ein  Flächenelement  des  andern  correspondiren.  Ferner  wird 
die  gegenseitige  Gruppirung  der  auf  dem  einen  Mantel  vorhan- 
denen Elemente  allenthalben  ebenso  beschaffen  sein,  wie  die  gegen- 
seitige Gruppirung  der  correspondirenden  Elemente  auf  dem  an- 
dern Mantel.  Es  werden  sich  demnach  diese  beiden  Mantel- 
flächen, was  die  Elemente  anbelangt,  in  welche  wir  jede  derselben 
zerlegt  haben,  nur  durch  die  verschiedene  Grösse  dieser  Ele- 
mente von  einander  unterscheiden.  Zwischen  den  Elementen  des 
einen  und  zwischen  den  correspondirenden  Elementen  des  andern 
Mantels  werden  wir  aber,  was  ihre  Grösse  anbelangt,  vollstän- 
dige Congruenz  hervorrufen  können,  sobald  wir  die  Elemente  des 
einen  gewisse  Dehnungen  und  Biegungen  erleiden  lassen.  Dem- 
nach wird  es  also  nur  gewisser  Dehnungen  und  Biegungen  be- 
dürfen, um  die  eine  Kegelfläche  mit  der  andern,  und  zwar  jeden 
Punct  der  einen  mit  dem  correspondirenden  Punct  der  andern 
zur  Deckung  zu  bringen. 

Somit  ergiebt  sich  folgendes  Resultat; 

Sind  T  und  0  die  Umfange*)  zweier  beliebigen  Kegelflächen^ 
und  setzt  man  zwischen  den  Puncten  r,  /  der  einen  ^  und  den 
Puncten  q,  &  der  andern  die  Correspondenz  fest: 


*)  Unter  dem  Umfang  eines  Kegels  ist  hier  (vergl.  S.  215)  die  Länge 
derjenigen  Curve  zu  verstehen,  in  welcher  der  Kegelmantel  von  einer 
um  seinen  Scheitelpunct  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kugelfläche 
durchschnitten  wird. 


i 
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i     —     ^ 

^o  w ,  V  beliebig  gewählte  positive  ganze  Zahlen  vorstellen ,  so  wird 
^<^n ^  durch  stetige  Umformung,  jederzeit  die  eine  Fläche  mit 
^^^  andern  y  und  zwar  jeden  Punct  der  einen  mit  dem  correspon- 
^^^etiden  Punct  der  andern  zur  Deckung  bringen  können. 

An  Stelle  der  beiden  Kegelflächen  können  wir  nun,  da  die- 
^^'bcn  vollständig  beliebig  waren,  auch  zwei  Windungsflächen, 
^öcl    zwar  zwei  Windungsfläcben  von  beliebiger  Ordnung,  nehmen, 
^'e     Umfange  T  und  ö  werden  dann  Vielfache  von  2n  sein;    es 
'^'»•cl  nämlich  jTs  m  .  27C  und  ö  ==  f*  .  27C  werden,  falls  die  bei- 
den   Windungsflächen  respective  von  der  [m  —  If^^  und  (/it  —  1)*®" 
0''cl:riung  sind.     Unsere  Formeln  gehen  demnach,    wenn  wir  in 
diesem  Fall  die  beliebig  zu  wählenden  Zahlen  «  und  v  respective 
™^t      m  und  fA  gleich  gross  nehmen,  über  in: 

i   =  - 
(1)  w  /* 

^"^     diesen  beiden  Formeln  folgt  sofort: 

^^^  umgekehrt  lassen  sich  die  beiden  Formeln  (1)  aus  der  Glei- 
chtÄi:ig  (2)  ableiten,  sobald  man  in  dieser  das  Reelle  vom  Imagi- 
"^^^n  sondert.     Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Setzt  man  zwischen  den  Punclen  r,  /  und  q,  &  zweier  Win- 
^^^^^sflächen,  deren  Ordnungen  gleich  m  —  1  und  fi  —  1  sind, 
^^     Correspondenz  fest: 

y  re     —  y  Qe    , 

^  ^^st  sich  durch  stetige  Umformung  die  eine  Fläche  mit 
^^^^  andern,  und  zwar  jeder  Punct  der  einen  mit  dem  correspon- 
^^^9iden  Punct  der  andern  zur  Deckung  bringen. 

Für  |iA  =  1  wird  die  eine  Windungsfläche  von  der  0*^"  Ord- 
^^^8,  also  einblättrig.     Somit  ergiebt  sich: 

Setzt  man  zwischen  den  Puncten  r,  t  einer  Windungsfläche 
^^  •1)'*''*  Ordnung,  und  zwischen  den  Puncten  q,  O  einer  ebenen 
^^^blättrigen  Fläche  die  Correspondenz  fest: 
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f 


re     —  Q^ 


SU  lässl  sich  durch  stelige  Umformung  die  eine  Fläche  mit 
der  andern  y  und  zwar  jeder  Punct  der  einen  mit  dem  correspon- 
dir enden  Punct  der  andern  zur  Deckung  bringen. 

Die  stetige  Umformung  einer  Windungsfläche  in  eine  gewöhn- 
liche einblättrige  Fläche  ist  von  besonderer  Wichtigkeit.  Wir 
werden  daher  auf  diesen  Gegenstand  sogleich  von  Neuem  ein- 
gehen, und  denselben  von  einer  etwas  andern  Seite  her  in  Ueber- 
legung  ziehen. 


Vierter  Abschnitt.    Ueber  die^stetige  Umformniig  einer 
Windnngsflache  in  eine  Elementarflache. 

Man  kann  eine  Linie  durch  die  Bewegung  eines  Punetes, 
und  ebenso  eine  Fläche  durch  die  Bewegung  einef  Linie  ent- 
stehen lassen. 

Wir  denken  uns  in  der  Horizontalebene  einen  Radius,  wel- 
cher um  seinen  Anfangspunct  o  in  positiver  Richtung  und  mit 
beliebiger  Geschwindigkeit  rotirt,  und  dessen  Länge  sich  von 
Augenblick  zu  Augenblick  auf  ganz  beliebige  Weise  ändert. 
Durch  die  Rotationsbewegung  des  Radius  wird  eine  ebene  Fläche 
erzeugt  werden,  welche,  so  lange  jene  Bewegung  andauert,  fort- 
während im  Wachsen  begriflen  ist.  Es  wird  diese  Fläche  (Fig.  55) 
in  jedem  Augenblick  begrenzt  sein  von  drei 
Linien,  nämlich  einerseits  begrenzt  sein 
von  denjenigen  beiden  geraden  Linien  Ä^ 
und  R,  durch  welche  die  Anfangslage 
und  die  augenblicklich  vorhandene 
Lage  des  Radius  dargestellt  sind,  und  an- 
dererseits begrenzt  sein  von  derjenigen 
***  krummen  Linie  S,  auf  welcher  der  End- 

punct  des  Radius  sich  inzwischen  fortbewegt  hat.  Von  diesen  drei 
Begrenzungslinien  ist  es  die  Linie  Ä,  welche,  während  sie  in 
ihrer  Rotationsbewegung  weiter  und  weiter  vorschreitet,  ein  fort- 
währendes Wachsen  der  Fläche  bewirkt. 


Fig.  55. 
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Neben  der  Fläche  {R^^  R  S)  denken  wir  uns  (Fig.  56) 
gleichzeitig  eine  zweite,  und  el)enfalls  noch  im  Wach- 
sen begriffene  Fläche  {P^  P  £),  Diese  letztere  mag  an 
irgend  einer  andern  Stelle  des  Raumes,  aber  wiederum 
in  irgend  welcher  Horizontalebene,  auf  ganz  analoge  ^ 
Weise  entstehen,  nämlich  erzeugt  werden  durch  einen  Radius, 
in  jener  Ebene  in  positiver  Richtung  um  seinen  Anfangspunct  gd 
rotirt,  und  dessen  Länge  sich  ebenfalls  von  Augenblick  zu  Augen- 
blick ändert. 

Bei  der  Fläche  [R^^  R  S)  waren  die  Geschwindigkeit,  mit  wel- 
cher der  erzeugende  Radius  rotirt,  und  die  Schnelligkeit,  mit 
welcher  die  Länge  des  Radius  zu-  oder  abnimmt,  diu*chaus  will- 
kührlich.  Anders  soll  es  sich  bei  der  Fläche  [P^  PH)  verhal- 
ten. Sind  nämlich  in  irgend  einem  Augenblick  R  und 
P  die  Längen  der  beiden  erzeugenden  Radien,  und  t 
und  d"  die  von  ihnen  beschriebenen  Rotationswinkel, 
so  soll  beständig 

und 

m 
sein,  wo  m  eine  beliebig  gegebene  positive  ganze  Zahl 
vorstellt. 

Die  Flächen  (Ä^  R  S)  und  (Pq  P  2)  werden  alsdann  gleich- 
zeitig entstehen  und  wachsen.  Während  aber  das  Wachsen  der 
ersteren  auf  völlig  freie  und  willkührliche  Weise  vor  sich 
geht,  wird  das  Wachsen  der  letztern  auf  bestimmte  Weise 
gebunden  sein  an  das  der  erstem. 

Wir  wollen  uns  beide  Flächen  materiell  denken.  Die 
Fläche  (R^  R  S)  wird  in  dem  Augenblick,  wo  ihr  erzeugender 
Radius  einen  Rotationswinkel  von  360"  beschrieben  hat,  zwei 
Randgebiete  Rq  und  R  besitzen,  welche  dicht  neben  einander 
liegen.  Zwischen  diesen  beiden  Randgebieten  mag  aber  keine 
Vereinigung  eintreten.  Wir  wollen  nämlich  den  erzeugenden 
Radius,  sobald  er  nach  einer  Drehung  von  360"  zu  seiner  An- 
fangslage Rq  zurückgekehrt  ist,  in  seiner  Rotationsbewegung 
weiter  fortfahren  lassen,  und  gleichzeitig  wollen  wir  das  von 
ihm  nachgeschleppte,  neu  entstehende  Flächengebiet,  ohne  n)ii 
dem    bei    Rq    schon    vorhandenem    in    Zusammenhang   zu    tre- 


« 
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ten,  über  dieses  hinweg  sich  fortschieben  lassen.  Die  Fläche 
{Rq  R  S)  wird  alsdann  die  Gestalt  einer  Schraubenfläche  an- 
nehmen, in  welcher  die  Anzahl  der  über  einander  liegenden  Blätter 
mit  jeder  Umdrehung  des  erzeugenden  Radius  um  Eins  zunimmt, 
und  bei  welcher  eine  Vereinigung  der  bei  Rq  und  R  liegenden 
Bandgebiete  nun  weiterhin  völlig  unmöglich  ist. 

Wir  ändern  gegenwärtig  unsere  Vorstellungen.  Die  Fläche 
(RqRS)  mag  nicht  geradezu  wie  eine  Schrauben  fläche, 
sondern  in  etwas  anderer  Art  wachsen.  Während  nämlich  bei 
Entstehung  einer  Schraubenfläche  das  im  Wachsen  begriffene  obere 
Blatt  der  Fläche  beständig  auf  dem  schon  vorhandenen  darunter 
liegenden  Blatt  sich  fortschiebt,  nehmen  wir  an,  dass  bei  Ent- 
stehung der  Fläche  [Rq  R  S)  das  im  Wachsen  begriffene  Blatt 
die  schon  vorhandenen  Blätter  beliebig  oft,  und  an  beUebigen  Stel- 
len durchsetzen  dürfe,  dass  also  die  voranschreitende  Begren- 
zungslinie R  des  neu  entstehenden  Blattes  sich  gewissermassen 
wie  eine  scharfe  Kante  oder  Schneide  verhalte,  welche  die  schon 
fertigen  Blätter  nach  Belieben  durchdringen  kann. 

Wir  lassen  nun  die  voranschreitende  Kante  R  von  ihrer  An- 
fangslage Rq  aus  im  Ganzen  m  volle  Umdrehungen  machen,  und 
lassen  dieselbe  im  Verlaufe  dieser  Umdrehungen  in  jedem  Augen- 
blick nach  Belieben  entweder  das  schon  früher  entstandene  Flä- 
chengebiet durchschneiden,  oder  ohne  dasselbe  zu  verletzen  ruhig 
darüber  hingleiten;  jedoch  so,  dass  sie  schliesslich  nach  Ablauf 
jener  m  Umdrehungen  in  ihre  Anfangslage  Rq  hineinfällt.  Ihre 
Länge  mag  sie  während  jener  m  Umdrehungen  von  Augenblick 
zu  Augenblick  beliebig  geändert  haben,  zuletzt  aber  wiederum 
eben  so  gross  geworden  sein,  als  sie  zu  Anfang  war.  Die  solcher 
Weise  entstandene  Fläche  {Rq  R  S)  wird  alsdani\  zwei  bei  Rq  und  M 
unmittelbar  neben  einander  liegende  Randgebiete  haben.  Lassen 
wir  zwischen  diesen  beiden  Randgebieten  eine  Zusammenschmel- 
zung eintreten,  und  setzen  wir  ferner  —  in  Uebereinstimmung 
mit  den  von  uns  angenommenen  Grundvorstellungen  (Seite  163) 
—  fest,  dass  in  jeder  Linie,  wo  zwei  Theile  der  Fläche  einan- 
der durchsetzen,  zwischen  diesen  beiden  Theilen  kein  Zusam- 
menhang vorhanden  sein  soll,  so  haben  wir  eine  Fläche  vor 
uns,  die  nichts  Anderes  ist,  als  eine  m  blättrige  Windungs- 
fläche, deren  Windungspuuct  in  o  liegt,  und  deren  Rand  durch 
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eine  *  einzige  nach  m  vollen  Umgängen  in  sich  selber  zurücklau- 
fende Curve  S  dargestellt  wird. 

Während  nun  die  Fläche  {Rq  R  S)  in  solcher  Weise  anwächst 
und  schliesslich  in  eine  m  blättrige  Windungsfläche  übergeht,  nimmt 
gleichzeitig  die  von  ihr  abhängende  Fläche  (P^  P  2*)  eine  sehr  viel 
einfachere  Gestalt  an.  Da  nämlich  die  von  den  Radien  R  und  P 
gleichzeitig  beschriebenen  Rotationswinkel  t  und  &  in  jedem  Augen- 
blick durch  die  Gleichung 

m 
mit  einander  verbunden  sind,    der  Radius  R  aber  m volle  Um- 
drehungen gemacht  hat,   so  wird  gleichzeitig  der  Radius  P  nur 
eine  Umdrehung  ausgeführt  haben.     Und  da  ferner  die  Längen 
jener  beiden  Radien  in  jedem  Augenblick  durch  die  Gleichung 

verbunden  sind,  der  Radius  R  aber  nach  Ablauf  seiner  m  Um- 
drehungen wieder  seine  ursprüngliche  Länge  Rq  angenommen  hat, 
so  wird  auch  der  Radius  P  nach  Ausführung  seiner  einen  Um- 
drehung wiederum  zu  seiner  anfänglichen  Länge  Po  zurückgekehrt 
sem.  Während  sich  also  die  Fläche  {Rq  R  S)  in  eine  m  blätt- 
rige Windungs fläche  verwandelt  hat,  wird  gleichzeitig  die 
von  ihr  abhängende  Fläche  [Pq  P £)  in  eine  einblättrige  Win- 
dungsfläche übergegangen  sein,  deren  Windungspunct  in  co  liegt, 
und  deren  Rand  durch  eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Curve  2 
dargestellt  ist.  Eine  solche  einblättrige  Windungsfläche  ist  aber 
offenbar  nichts  Anderes  als  eine  gewöhnliche  Elementar  fläche. 

Um  die  Lage  irgend  eines  Punctes  auf  der  m  blättrigen  Win- 
dungsfläche zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  der  Polarcoor- 
dinaten  r,  /;  wir  verstehen  nämlich  unter  r  den  Abstand  des 
Punctes  vom  Windungspuncte  o,  und  unter  t  den  Winkel,  um 
welchen  sich  ein  um  o  in  positiver  Richtung  rotirender  und  auf 
der  Fläche  fortgleitender  Radius  von  der  Lage  Rq  aus  drehen 
muss,  bevor  er  mit  dem  betrachteten  Punet  zusammentrifft.  Den- 
ken wir  uns  m  Puncte,  welche  in  den  m  Blättern  der  Fläche 
gerade  über  einander  liegen,  so  werden  die  Coordinaten  r  für  all* 
diese  Puncte  ein  und  dieselbe  Grösse  haben,  die  Coordinaten  i 
hingegen  Werthe  besitzen,  von  denen  je  zwei  immer  um  360^ 
von  einander  verschieden  sind. 

In  ähnlicher  Weise  mag  die  Lage  eines  Punctes'  auf  der  ein- 
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blättrigen  Eiementarfläche  durch  zwei  Coordinaten  q ,  O  be- 
stimmt werden,  von  welchen  die  erstere  den  geradlinigen  Abstand 
des  Punctes  von  m,  und  die  zweite  den  positiv  gerechneten  Win- 
kelabstand des  Punctes  von  der  Linie  Pq  angiebt. 

Endlich  mögen  je  zwei  zu  der  Windungsfläche  und  zu  der 
Elementarfläche  gehörige  Puncte  r,  t  und  q,  ^  correspondirende 
Puncte  genannt  werden,  sobald 

q  =  p^r,     und 
m 

ist.  Je  zwei  einander  correspondirende  Radien  der  einen 
und  andern  Fläche  werden  dann  nichts  Anderes  sein  als  zwei 
Lagen,  welche  die  erzeugenden  Radien  der  beiden  Flächen  in 
ein  und  demselben  Augenblick  besessen  haben.  Denken 
wir  uns  also  die  Windungsfläche  durch  unendlich  viele  Radien  in 
lauter  unendlich  kleine  Sectoren  zerfallt,  so  wird  die  Elementar- 
fläche durch  die  correspondirenden  Radien  ebenfalls  in  lauter 
unendlich  kleine  Sectoren  getheilt  werden.  Zieht  man  auf  der 
Windungsfläche  eine  den  Windungspunct  o  umkreisende  und  also 
nach  m  vollen  Kreisumgängen  in  sich  selber  zurücklaufende  Linie, 
so  wird  mit  dieser  auf  der  Elementarfläche  eine  den  Punct  m 
umkreisende  und  nach  einem  einzigen  Umgang  in  sich  zu- 
rücklaufende Linie,  also  eine  gewöhntiche  Kreislinie  correspon- 
diren.  Ist  der  Radius  der  auf  der  Windungsfläche  gezogenen 
Linie  gleich  r,  so  ist  der  Radius  der  correspondirenden  Linie  auf 
der  Elementarfläche  gleich  y^.  Denken  wir  uns  nun  die  auf  der 
Windungsfläche  construirten  Sectoren  durch  kreisförmige  Linieh 
der  genannten  Art  in  lauter  unendlich  kleine  Flächeneleraente  zer- 
legt, so  werden  die  correspondirenden  Sectoren  auf  der  Eiemen- 
tarfläche durch  die  correspondirenden  Kreislinien  ebenfalls  in 
lauter  unendlich  kleine  Flächenelemente  zerfallen. 

Mit  jedem  Element  der  einen  Fläche  wird  dann  immer  ein 
bestimmtes  Element  der  andern  correspondiren.  Ferner  wird  die 
gegenseitige  Lagerung  benachbarter  Elemente  auf  der  einen  Fläche 
völlig  dieselbe  sein ,  wie  die  gegenseitige  Lagerung  der  correspon- 
direnden Elemente  auf  der  andern.  Es  werden  sich  demnach  die 
beiden  Flächen,  was  die  Elemente  anbelangt,  in  welche  wir  jede 
derselben  zerlogt  haben,  nur  durch  die  verschiedene  Grösse 
dieser  Elemente  von  einander   unterscheiden.     Das  aber  ist  ein 
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Unterschied,  der  durch  geeifjnete  Dehnungen  und  Biegungen 
einer  der  beiden  Flächen  beseitigt  werden  kann.  Wir  gelangen 
somit   zu  folgendem  Resultat: 

Setzt  man  zwischen  den  Puncten  r,  /  der  Windungsfläche  und 
zwischen  den  Puncten  q,  d^  der  Elementarfläche  die  Correspon- 
denz  fest: 

m/ — 

m 

so  Tvird  sich  durch  stetige  Umformung  die  eine  Fläche  in  die 
aneicre^  und  zwar  jeder  Punct  der  einen  in  den  correspondirenden 
■^^^^€t  der  andern  verwandeln  lassen.  Zugleich  ist  zu  bemerken^ 
da^^  die  beiden  Gleichungen^  durch  welche  hier  die  Correspondenz 
^^^^^chen  den  Puncten  der  einen  und  andern  Fläche  festgesetzt 
**'»     in  die  eine  Gleichung 


Qe     =   y  re 


^^"^^Mmmenge zogen  werden  können. 

Wir  wollen  uns  zwei  Ilorizontalebenen ,   die  a:y  Ebene  und 

^*^     |iy  Ebene   denken,    die   sich    an  verschiedenen   Stellen    des 

"^^nies  befinden,  und  von  welchen  die  eine  der  Windungsfläche, 

*^^    andere  der  Öcmentarfläche  zur  Unterlage  dienen  mag.    Was 

"*^    Lage  der  in   diesen  Ebenen  vorhandenen  Coordinatensysteme 

^'Abdangt,  so  mögen  die  Achsen  x  und  |  durch  diejenigen  Lagen 

"^^•gestellt  sein,  welche  die  erzeugenden  Radien  der  beiden  Flä- 

^^en  zu  Anfang  besassen,  also   durch  die  Lagen  Bq  und  P^, 

^^^  andererseits    die  Achsen   y  und  ri  durch  diejenigen  Lagen, 

^^Iche  jeder  der  beiden  Radien  in  demjenigen  Augenblick  besass, 

^o    er   sich   von  seiner  Anfangslage  aus  um  90^  gedreht  hatte. 

V^>  wie  wir  angenommen  haben,  die  erzeugenden  Radien  um  ihre 

^^fangspuncte  o  und  co  in  positiver  Richtung  rotiren,  so  wird  bei 

dieser  Wahl  der  Achsen  die  y  Achse  zur  o;  Achse,    und  ebenso 

^^h  die  iy  Achse  zur  |  Achse  der  Art  liegen,  wie  es  durch  unsere 

'^Oberen  Festsetzungen  (Seite  163)  geboten  ist. 

Die  rechtwink Ugen  Coordinaten  x,  y  irgend  eines  zur  Win - 
^^Bgsfläche  gehörigen  Punctes  drucken  sich  alsdann  durch 
*^^e  Polarcoordinaten  r,  Mn  folgender  Weise  aus: 
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a;  =  r  cos  t, 
y  z=  r  sin  tj 

X  +  ty  =^  re   , 
Und  in  ganz  ähnlicher  Weise  lassen  sich  alsdann  auch  die  recht- 
winkligen Coordinatcn  g,  ri  irgend  eines  zur  Elementar  fläche 
gehörigen  Puncles  ausdrucken  durch  seine  Polarcoordinaten  q,  ^; 

nämlich  so: 

5  =  Q  cos  d"^ 

ri  t=z  Q  sin  -ö", 
^  +  tri  =  Q  ,  e     . 
Die  zwischen  den  Puncten  der  einen  und  denen  der  andern  Fläche 
festgesetzte  Correspondenz 

nimmt  daher,  falls  man  die  Polarcoordinaten  mit  den  reehtwink- 
^  ligen  Coordinatcn  vertauscht,  folgende  Gestalt  an: 

^  +  iV  =  V^c~+ly7 
Somit  können  wir  das  vorhin  erhaltene  Resultat  gegenwärtig  auch 
so  aussprechen: 

Setzt  man  zwischen  den  zur  Windungsfläche  und  zwischen  den 
zur  Elementarfläche  gehörigen,  Puncten  a?,  y  und  5,  '»?  die  Catr 
respondenz  fest: 

^  +  11/  =  f^x  +  iy, 
so  wird  sich  durch  stetige  Umformung  die  eine  Fläche  in  die 
andere ,  und  zwar  jeder  Punct  der  einen  in  den  correspondirenden 
Punct  der  andern  verwandeln  lassen. 

Es  seien  o^,  o^,  oC,  ....  die  Lagen,  welche  der  erzeu* 
gende  Radius  der  Windungsfläche,  während  er  in  positiver  Richtung 
um  0  rotirt,  von  Augenblick  zu  Augenblick  annimmt;  und  ferner 
caa,  G)ß,  (oy,  ,  ,  .  diejenigen  Lagen,  welche  der  um  cf>  in  posi- 
tiver Richtung  rotirende  Radius  dier  Elementarfläche  in  ebc^n- 
denselben  Augenblicken  annimmt.  Alsdann  werden  die  Puncte 
^,  ^,  C,  .  .  .  .  diejenigen  sein,  welche  mit  den  Puncten  ci,  ß,  y,  , , . . 
correspondiren,  also  diejenigen  sein,  welche  in  die  Puncle 
cc,  ß,  y,  ,  ,  ,  sich  verwandeln,  sobald  man  die  eine  Fläche  in  die 
andere  umformt.  Die  Puncte  A,  B,  C^  .  .  .  geben  aller  durch 
ihre  Reihenfolge  eine  positive  Umlaufung  der  Windungsflicbe 
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an;  und  Gleiches  gilt  von  9en  Puncten  a,  ß,  y,  ,,,.  mit  Be- 
zug auf  die  Elementarfläche.  Beachten  wir  dies,  und  geben  wir 
gleichzeitig  dem  Coordinatensystem  x,  y,  auf  welches  die  Win- 
dungsfläche bezogen  wurde,  eine  etwas  andere  Lage,  nämlich 
eine  Lage,  welche  der  bisher  angenommenen  parallel  ist,  bei 
welcher  der  Windungspunct  o  aber  nicht  auf  den  Anfangspunct 
des  Coordinatensystems,  sondern  auf  irgend  welchen  andern  Punct 
fallt,  so  erhalten  wir  schliesslich  folgenden,  für  die  Zukunft  wich- 
tigen Satz: 

JSine  beliebig  gegebene  und  beliebig  begrenzte  Windungs- 
fläche  kann  durch  stetige  Umformung  immer  in  eine  gewisse 
Elementar  fläche  umgewandelt  werden,  Ist  m  die  Anzahl  der 
in  der  Windungsfläche  vorhandenen  Blätter^  und  sind  a,  b  die 
Coordinaten  des  Windung  spunde  s  in  Bezug  auf  irgend  ein  in  der 
Ebene  der  Windungsfläche  festgesetztes  rechtwinkliges  Coordinaten- 
System  y  so  kann  jene  Umformung  der  Art  ausgeführt  werden, 
dass  jeder  zur  Windungsfläche  gehörige  Punct  x^  y  in  denjenigen 
Punct  ^,  ri  der  Elementarfläche  sich  verwandelt^  welcher  mit  ihm 
durch  die  Gleichung 


S   +  II?  =  yix  +  iy)  -  (ö  +  ib) 
verbunden  ist. 

Sind  A,  B^  C,  ...  die  auf  einander  folgenden  Puncte  im 
Rande  der  Windungsfläche,  und  a,  jS,  y,  ....  diejenigen  Puncte 
im  Rande  der  Elementarfläche,  in  welche  sich  jene  bei  der  in  Rede 
stehenden  Umformung  verwandeln,  so  wird,  falls  durch  die  Reihen- 
folge A,  B,  C,  ...  eine  positive  Umlauf ung  der  Windungsfläche 
angedeutet  ist,  durch  die  Punctreihe  a,  ß,  y,  ...  eine  ebenfalls 
positive  Umlaufung  der  Elementarfläche  dargestellt  seift . 


Ffinfter  Absohnitt.    Jede  Biemann'sche  Kugelfiäche  lasst  sich 

dnroh  Zenchneidong  und  stetige  ümformimg  auf  ein  System 

von  lauter  elementaren  Flächenstäcken  reduciren. 

Whr  wollen  uns  irgend  eine  Riemann'sche  Kugelfläche  dt  ihrer 
Gestalt  nach  vollständig  gegeben  denken,  dieselbe  uns  also,  was 
die  Anzahl  ihrer  über  einander  liegenden  Blätter,  was  die  Lage 
ihrer  Wihdungspuncte  und  Uebergangsiinien  anbelangt,  völlig  be- 
stimmt  denken.     Besteht  die  Fläche  aus  n  Blättern  >   so  werden 

Neumann,  Abel'sche  Integrale.  2ö 
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die  Ordnungen  ihrer  Windungspuncte  durch  irgend  welche  Zahlen 
aus  der  Reihe  1»,  2,  .  .  .  n  —  1  dargestellt  sein.  Es  werden  also 
auf  der  Fläche  Windungspuncte  von  verschiedenen  Ordnungen 
vorhanden  sein  können.  Auch  wird  es  sich  ereignen  können,  dass 
an  ein  und  derselben  Stelle  mehrere  Windungspuncte  gerade 
über  einander  liegen.     (Vergl.  Seite  203.) 

Wir  zerschneiden  die  gegebene  Fläche  di  in  irgend  welche 
Anzahl,  z.  B.  in  lOÖO  einzelne  Stucke,  und  zwar  in  solcher  Art» 
dass  jedes  dieser  Stücke  nur  eine  Randcurve  besitzt  und  nicht 
mehr  als  höchstens  einen  Windungspunct  in  sich  enthält '^). 
Jedes  von  diesen  Flächenstücken  kann  dann,  falls  es  mehrblättrig 


*)  Eine  derartige  Zerstückelung  der  Kngelfläche  dt  wird  sich  z.  B. 
in  folgender  Weise  bewerkstelligen  lassen :  Man  ziehe  durch  den  Mittel- 
punct  jener  Fläche  eine  gerade  Linie,  und  zwar  in  solcher  Richtung, 
dass  sie  durch  keinen  der  auf  der  Fläche  vorhandenen  Windungspuncte 
hindurchgeht.  Diese  Linie  betrachte  man  für  den  Augenblick  als  die 
Achse  der  Kugelfläche,  und  construire  dcmgemäsa.  auf  der  Fläöhe  ein 
Netz  von  Meridian-  und  Parallel -Kreisen;  den  einzelnen  Kreisen 
gebe  man  dabei  eine  solche  Lage,  dass  in  jeder  Masche  des  ent- 
stehenden Netzes  nicht  mehr  als  ein  Windungspunct,  oder,  falls 
mehrere,  doch  nur  gerade  über  einander  liegende  Windungs- 
puncte vorhanden  sind.  Endlich  führe  man  längs  jener  Meridian-  und 
Parallelkreise  Schnitte  aus,  von  welchen  jeder  durch  sämmtlicbe 
Blätter  der  Fläche  hindurchdringt. 

Die  hiedurch  herbeigeführte  Zerstückelung  wird  alsdann  den  ge- 
stellten Anforderungen    entsprechen.    Befindet    sich  nämlich   in  jenem 
Schnittnetz  eine  Masche,  welche  keinen  Windungspunct  in  sich  ent- 
hält ,  so  wird  dieselbe  aus  n  ohne  Zusammenhang  über  einander  liegen- 
den einblättrigen  Flächenstücken  bestehen;  vorausgesetzt,  dass  n  die  An- 
zahl der  in  der  Fläche  di  über  einander  geschichteten  Blätter  vorstellt 
Befindet  sich  ferner  in  jenem  Netz  eine  Masche,  die  nur  einen,  und  zwar 
einen  Windungspunct  erster  Ordnung  enthält,  so  wird  diese  Masche  ans 
n — 1  von  einander  getrennten  Flächenstücken  bestehen,  von  welchen 
eins  zweiblä);trig,  die  übrigen  einblättrig  sind.    Findet  sich  femer  ein« 
Masche   vor,   die    zwei  über   einander  liegende  Windungspunete^ 
einen  von  der  ersten  und   einen  von  der  zweiten  Ordnung  enthSl^ 
so  wird  sie  aus  n  —  3  getrennten  Flächenstücken  bestehen,  von  wel- 
chen eins  zweiblättrig,   ein  anderes  dreiblättrig  und  die  übrigen  eiir- 
blättrig  sind  u.  s.  w.    Von  all'  diesen  einzelnen  Flächenstücken  werfen 
aber  die  einblättrigen  gar  keinen  und  die  mehrblättrigen  immer  nsr 
je  einen  Windungspunct  enthalten.    Und  ausserdem  wird ,  w;ie  man  so- 
fort übersieht,  jedes  von  diesen  Flächenstücken  immer  nur  eineBtfd* 
curve  besitzen. 


1 
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ist,  als  eine  sphärisch  gekrümmte  Windungsfläche  und, 
falls  es  einblättrig  ist,  als  eine  sphärisch  gekrümmte  Win- 
dungsfläche 0'®*"  Ordnung  angesehen  werden. 

Offenbar  kann  eine  sphärisch  gekrümmte  Windungsfläche 
'durch  stetige  Umformung  in  eine  ebene  Windungsfläche  verwan- 
delt  werden;  eine  Fläche  der  letztern  Art  kann   aber,   wie  wir 
vorhin  (Seite  225)  gesehen  haben,  durch  abermalige  stetige  Um- 
formung in  eine  Elementar  fläche  umgewandelt  werden.     Für 
die  Ausführung  dieser  beiden  Umformungen  ist  kein  bestimmter 
Weg  vorgeschrieben;  sie  können  auf  unendlich  viele  Arten  be- 
werkstelligt werden. 

Von  den  Flächenstücken,  in  welche  wir  die  gegebene  Rie- 
mann'sche  Kugelfläche  dt  zerlegt  haben,  wird  sich  demnach  jedes 
in  stetiger  Weise,  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten,  zu  einer 
Elementarfläche  umformen  lassen.  Unter  diesen  unendlich 
vielen  Umformungsarten  befinden  sich  zwei,  die  von  besondrer 
Wichtigkeit  sind,  und  auf  die  wir  daher  näher  eingehen  wollen. 
Wir  betrachten  dabei  irgend  eines  unter,  jenen  Flächenstücken. 
Es  mag  9(  heissen  und  aus  m  Blättern  bestehen,  also  eine  sphä- 
risch gekrümmte  Windungsfläche  (m  —  l)**"*^  Ordnung  sein.  Ferner 
naögen  o;,  y  die  Kugelcoordinaten  (vergl.  Seite  133)  irgend 
eines  zu  dem  Flächenstück  gehörigen  Punctes,  und  a,  6  die 
Kugelcoordinaten  des  darauf  befindlichen  Windungspunctes 
sein.  Sollte  zufälliger  Weise  »1  =  1,  das  Flächenstück  mithin 
einblättrig  sein,  so  würde  irgend  ein  beliebig  gewählter 
Punct  des  Flächenstücks  als  Windungspunct  zu  betrachten,  und, 
was  seine  Coordinaten   anbelangt,   mit  a,  &  zu  bezeichnen   sein. 

Erste  Methode  der  Umformung, 

Das  zu  betrachtende  m  blättrige  Flächenstück  %  bildet  einen 
Tbdl  der  ursprünglich  gegebenen  Riemann*schen  Fläche  dt,  und 
hat  denfmach,  ebenso  wie  jene,  gewissermassen  eine  mit  dem 
Durchmesser  Eins  beschriebene  Kugel  zur  Unterlage.  Es 
seien  (Fig.  57),  ebenso  wie  früher,  0  und  0'  die  beiden  Puncto, 
^11  welchen  diese  Kugel  von  der  Horizontal-  und  Antipoden- 
^Insne  berührt  wird. 

Wir  lassen  alle  zum  Flächenstück  21  gehörigen  Puncto,  ohne 
^ben  gegenseitigen  Zusammenhang  in  anderer,  als  stetiger  Art 
^ändern,   auf  geradlinigen,  von   0'   ausstrahlenden  Bahnen  so 

15* 
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weit  fortnandern,  bis  si(i  auf  die  II oriz out al ebene  fallen,  und 
bezeichnen  denjenigen  Zustand ,  in  welchen  das  Flächenstück  hie- 
durch  versetzt  wird,  mit  91".  In  dies(»ni  Zustande  wird  das  Flä- 
chenstuck, ebenso  wie  früher,  eine  //i blättrige  Windungsfläche 
sein,  aber  eine  Windungsfläche,  welch««  nicht  mehr  sphärisch 
gekrümmt,  sondern  eben  ist;  und  gleichzeitig  wird  es  dano 
zur  Unterlage  nicht  mehr  die  Kugel,  sondern  die  Horizontal- 
ebene  haben. 

Nicht  inmier  lässt  sich  die  eben  genannte  Operation  der  Ar! 
ausfuhren,  dass  die  in  Betreff  der  Stetigkeit  gestellte  Bedingung 
erfüllt  wird.  Enthält  nämlich  das  betrachtete  Flächcnstück,  wäh- 
rend seines  ursprünglichen  Zustandes,  einen  bei  0'  liegenden  Punc^s 


in  sich,  so  wird  bei  Ausführung  jener  Operation  in  diesem  Puncto 
eine  Zerreissung  des  Fläch^nstücks  eintreten;  der  ZusammeoH 
hang  zwischen  den  bei  0'  liegenden  Puncten  wird  also  in  diesei 
Falle  einer  gewaltsamen,  einer  unstetigen  Aenderung  untei 
worfen  werden.    Wir  wollen  diesen  Ausnahmefall  ganz  ausser  AcJ 
lassen,   also  unter  9(  ein  Flächenstück  verstehen,   we 
ches  keinen  bei  0'  liegenden  Punct  in  sich  enthält. 

Ist  (Fig.  57)  die  räumliche  Lage  di 
Flächenstückes,  während  seines  ursprünj 
liehen  Zustandes  91,  dargestellt  durch  <t 
so  wird  sie  nach  Eintritt  des  neuen  Zi 
Standes  91^  dargestellt  sein  durch  sU  Di 
jenigen  Puncte  dos  Flächenstücks,  welcl 
sich  während  des  ersten  Zustandes  z. 
in  P  befinden,  werden  nach  Eintritt  d^ 
letztern  bei  Q  liegen. 

Wir  haben   die  Kugelcoordinaten  des  auf  unserm  Flächei^ 
stück    befindlichen  Windungspunctes   mit   a,  6,    und    ferner  d! — 
Kugelcoordinaten   irgend   eines  andern  zu  dem  Flächenstück  g< 
hörigen  Punctes  mit  x,  y  bezeichnet.    Sind  nun  a^^  b^  und  x\ 
diejenigen  Coordinaten,    welche    diese   Puncte  nach  Eintritt  d< 
neuen  Zustandes  91"  in  Bezug  auf  das  in  der  Horizontalebene  voi 
handene  Coordinatensystem  annehmen,  so  wird  (vergl.  Seite  133^^/ 
a«  +  ih^  z=  a  +  ib, 
x^  +  iy^  z=z  X  +  iy 


sein. 
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Die  durch  %^  dargestellte,  auf  der  Horizonlalebene  liegende 

Windungsfläche  verwandeln  wir  nun  durch  stetige  Umformung  in 

eine  Elementar  fläche,    und  nehmen  dabei  zur  Unterlage  der 

letztem  eine  Hülfsebene,  die  sich  irgendwo  im  Räume  befinden 

mag,  und  in  welcher  zwei  auf  einander  senkrechte  Coordinaten- 

achsen  |,  i?  festgesetzt  sein  mögen.    Diese  Umformung  fuhren  wir 

(voj-gl.  Seite  225)  in  solcher  Weise  aus,  dass  jeder  zur  Windungs- 

flaoie  W   gehörige  Punct  x^,  y^  in    denjenigen  Punct  g,  1/  der 

Elojnentarfläche   sich   verwandelt,    welcher   mit   ihm    durch    die 

Gleichung 

.     ^  +  in  =  F(^'-i-  iV) -(«'  +  !&') 

^«»•bunden  ist. 

Denken  wir  uns  solches  wirklich  ausgeführt,  und  bezeichnen 
'''*^**  die  hiebei  sich  ergebende  Elementarfläche  mit  a,  so  haben 
^'^tif  dann  das  betrachtete  Flächenstück  durch  zwei  auf  einander 
5^^* Sende  Umformungen  zuerst  aus  dem  ursprünglichen  Zustande  91 
^■^  ^en  Zustand  91^,  und  sodann  aus  diesem  letztern  in  den  Zu- 
^^^^*id  a  versetzt.  Sind  x^  y,  ferner  x\  y^  und  endlich  |,  1/  die 
^**^i  Orte,  welche  irgend  ein  zu  dem  Flächenstück  gehöriger 
^*Ä:ict  während  jener  drei  Zustände  der  Reihe  nach  einnimmt, 
^^^  findet  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Ort  die  Relation 
^^^-tt: 

x^  +  iy^  =  o:  +  iy, 

^^»er  zwischen  dem  zweiten  und  dritten  die  Relation: 


^^iminirt  man  aus  diesen  beiden  Relationen  x^  +  iy^,  so  gelangt 
**^^n  zu  einer  directen  Beziehung  zwischen  dem  ersten  und  dritten 
^l*t,  welche  so  lautet: 

^nd    welche  sich,    wenn  man  die  vorhin  angegebene  Gleichung 
aO  ^  1^0  j_-  ^  ^  ,7,  benutzt,    um   die  Constante  a®  +  ib^  durch 
jUe  Constante  a  +  ib  zu  ersetzen,  auch  so  darstellen  lässt: 
(l)  I  +  1-^  =  F(a^  +  iy)  — («  +7&): 

Sind  also  a?,  y  und  g,  1/  die  Coordinaten,  welche  ein  und 
derselbe  Punct  des  Flächenstücks  nach  einander  zur 
Zeit  desZustandes  91  und  zur  Zeit  desZustandes  a  be- 
sitzt, sö  werden  jene  Coordinaten  jederzeit  durch  die 
Vorsiehende  Relation  (1)  mit  einander  verbunden  sein. 
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Wir  wollen  uns  nun  eine  beliebig  gegebene,  von  x  +  iy  ab- 
hängende Function  f{x  +  iy)  denken.  Die  Werthe  dieser  Function 
mögen  auf  dem  betrachteten  Flächenstück  zur  Zeit  seines  ur- 
sprünglichen  Zustandes  ausgebreitet  und  mit  den  einzelnen 
Puncten  des  Flächenstücks  in  unlösliche  Verbindung  gebracht 
sein,  so  dass  der  in  jedem  einzelnem  Puncte  vorhandene  Werth 

—  mag  nun  der  Punct  sich  in  Ruhe  oder  in  Bewegung  befinden, 
mag  er  an  diese  oder  an  jene  Stelle  des  Raumes  versetzt  werden  — 
beständig  ein  und  derselbe  bleibt.  Die  in  den  einzelnen  Punc- 
ten des  Flächenstücks  vorhandenen  Functionswerthe  werden  dann 

—  mag  nun  das  Flächenstück  in  seinem  ursprunglichen  Zustande 
%  verharren,  oder  mag  dasselbe  durch  Umformung  in  den  neuen 
Zustand  a  versetzt  werden  —  immer  ein  und  dieselben  bleiben. 

Der  von  irgend  welchem  Punct  des  Flächenstücks  getragene 
Functionswerth  kann,  wenn  man  die  Coordinaten  des  Punctes  zur 
Zeit  des  einen  und  zur  Zeit  des  andern  Zustandes  mit  a;,  y  und 
mit  §,  ri  bezeichnet,  in  zwei  verschiedenen  Formen  dargestellt 
werden;  zuvörderst  nämlich  durch: 
(2  a.)  f[x  +  ty); 

sodann  aber,  weil  zufolge  (1)  y{x  +  iy)  —  [a  +  ih)  =  |  +  iiy, 
mithin  x  +  iy  =  {a  +  ib)  +  (^  +  ii?)"*  ist,  auch  dargestellt  wer- 
den durch: 

(2  b.)  /-((a  +  ib)  +  (1  +  ,•,)"). 

Von  diesen  Ausdrücken  (2a)  und  (2b),  welche  also  beide  ein 
und  denselben  Werth,  nur  in  verschiedener  Form  angeben, 
wird  der  erster e  den  Vorzug  verdienen,  so  lange  wir  das  Flä- 
chenstück im  Zustande  ^  lassen.  Denn  durch  jenen  Ausdruck 
wird  der  von  dem  betrachteten  Puncte  getragene  Werth  in  un- 
mittelbare Beziehung  gestellt  zu  x^  y,  d.  i.  zu  denjenigen  Coordi- 
naten, welche  der  Punct  während  jenes  Zustandes  %  besitzt. 

Befindet  sich  hingegen  das  Flächenstück  in  dem  Zustand  a, 
so  wird,  aus  ähnlichem  Grunde,  der  zweite  Ausdruck  (2b.)  den 
Vorzug  verdienen.  Denn  durch  diesen  wird  der  von  dem  Puncte 
getragene  Werth  in  unmittelbare  Beziehung  zu  §,  ly,  also  zu  den- 
jenigen Coordinaten  gesetzt,  welche  der  Punct  zur  Zeit  des  Zu- 
standes a  besitzt. 

Ebenso  wie  in  dem  Ausdruck  (2  a.)  x  und  y  nur  insofern 
enthalten  sind,  als  das  Binom  x  -j-  iy  darin  vorkommt,  ebenso 
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sind  andrerseits  |  und  97  in   dem  Ausdrucke  (2  b.)  nur  insoweit 
enthalten,    als   das  Binom  ^  +  irf   darin    sich  vorfindet.     Sind 
also,  wie  hier  vorausgesetzt  wurde,   die  auf  dem  Flä- 
cfaenstück    ausgebreiteten    Functionswerthe   zur  Zeit 
seines  ursprünglichen  Zustandes  ^  nicht  von  xxmdy, 
sondern  nur  von  dem  einen  Argumente  x  +  iy  abhängig, 
so  werden  dieselben  nach  Eintritt  des  neuen  Zustan- 
des a  ebenfalls  nicht  von  §  und  17,  sondern  wiederum 
our  von  dem  einen  Argumente  ^  +  tri  abhängig  sein. 

Es  seien  ^,  ß,  C,  .  .  .  die  am  Rande  von  91  auf  einander  fol- 
^^tiden  Puncto;  ferner  seien  jf.B^^C^,...  und  «,/?,/,...  die- 
jenigen Puncte,  in  welche  sich  jene,  bei  der  Umformung  des 
Hachenstucks  21  in  die  Flächenstücke  21^  und  a,  verwandeln. 

Denken  wir  uns  —  wie  Aehnliches  bereits  bei  einer  früh- 
er«« Gelegenheit  (Seite  151)  geschah  —  in  0'  einen  leuchtenden 
Ptu^ct,  so  wird,  während  wir  das  Flächenstück  21  in  positiver 
tiolitung  umlaufen,  gleichzeitig  unser  auf  die  Horizontalebene  ge- 
wof^fener  Schatten  in  positiver  Richtung  um  21^  herumwandern. 
SicÄci  demnach,  wie  wir  voraussetzen  wollen,  die  Puncte  A,  B,  C, ... 
^^^^  Art  geordnet,  wie  sie  bei  einer  positiven  Umlaufung  des 
J^'S^shenstücks  21  auf  einander  folgen,  so  werden  ^,  B^^  (?\  .  .  .  . 
c^^nfalls  so  geordnet  sein,  wie  sie  bei  positiver  Umlaufung  von 
51^     auf  einander  folgen. 

Hieraus  aber  folgt  mit  Zuziehung  eines  früher  (Seite  225) 
S^^^Undenen  Satzes,  dass  Aehnliches  aucli  von  den  Puncten  ci,ß^y,.,. 
S^t.,  dass  nämlich  diese  ebenfalls  der  Art  geordnet  sind,  wie  sie 
'^i    einer  positiven  Umlaufung  von  a  auf  einander  folgen. 

Denken  wir  uns  nun  wiederum  das  betrachtete  Flächenstück 

"^S-t.   den  Werthen  irgend   welcher  Function  f  belastet,   und   die 

®*^*^aelnen  Puncte  des  Flächenstücks  mit  diesen  Werthen  unlös- 

li-Cih  verbunden,   so    wird  der  während  des  ursprünglichen  Zu- 

^^mdes  21    im  Puncte  A  vorhandene  Werth  derselbe  sein,   wel- 

^^r  sich   nach  Eintritt  des  Zustandes  21^  in  A^,  und  nach  Ein- 

^tt  des  Zustandes  a  in  a  befindet.    Ebenso  wird  der  ursprüng- 

*^^b  in  B  vorhandene  Functionswerth  derselbe  sein,  welcher  bei 

^^tritt  der  beiden  spätem  Zustände  in  B^  und  in  ß  vorhanden 

^t  u.  s.  w.    Sind  demnach  /\,  /*2,  /i,  .  .  .  die  am  Rande  des 

^lächenstück.s    vorhandenen     Functionswerthe,     und 

^^uft  diese   Werthreihe  /i,  /*2,  /'s,...  während    des   ur- 
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spröngliohen  Zustandes  ^  in  positiver  Richtung  um  das 
Flächenstück  herum;  so  wird  dieselbe  nach  Eintritt 
des  neuen  Zustandes  a  ebenfalls  in  positiver  Richtung 
um  das  Flächenstück  herumgehen. 

Zweite  Methode  der  Umformung. 

Von  den  Flächenstücken,  in  welche  die  Riemann'sche  Kugel- 
fläche zerschnitten  wurde,  haben  wir  bei  Auseinandersetzung  der 
ersten  Umformungsart  nur  diejenigen  berücksichtigt,  welche 
keinen  bei  &  liegenden  Punct  enthalten.  Hier  bei  Auseinander- 
setzung der  zweiten  Umformungsart  werden  wir  umgekehrt  nur 
auf  diejenigen  Rücksicht  nehmen,  welche  keinen  bei 
0  liegenden  Punct  in  sich  enthalten. 

Das  betrachtete  Flächenstück  mag  wiederum  mit%  bezeich- 
net werden.  Wir  lassen  zuvörderst  die  zu  ihm  gehörigen  Puncte 
auf  geradlinigen  von  0  ausstrahlenden  Bahnen  so  weit  fortwan- 
dern, bis  sie  sämmtlich  auf  die  Antipoden  ebene  zu  liegen 
kommen,  und  bezeichnen  den  neuen  Zustand,  in  welchen  das 
Flächenstück  hiedurch  versetzt  wird ,  mit  %'.  Diese  Umgestaltung 
des  Flächenstückes  wird,  weil  dasselbe  keinen  bei  0  liegenden 
Punct  in  sich  enthalten  soll ,  vor  sich  gehen ,  ohne  dass  der  gegen- 
seitige Zusammenhang  seiner  Puncte  dabei  andere,  als  stetige 
Aenderungen  erleidet.  Sind  x^  y  und  x\  y  die  Coordinaten, 
welche  irgend  ein  Punct  des  Flächenstücks  nach  einander  wäh- 
rend des  Zustandes  %  und  während  des  Zustandes  ^  besitzt,  so 
wird  (vergl.  Seite  147)  jederzeit 

X    +  %y   =       ,   . 

sein.  Sind  mithin  a,  h  und  a\  b'  die  Coordinaten,  welche  der  zu 
unserm  Flächenstück  gehörige  Windungspunct  während  jener  bei- 
den Zustände  besitzt,  so  wird 

a      +    ib     =    r-TT- 

sein. 

Das  Flächenstück  hat,  falls  wir  uns  dasselbe  im  Zustande  %' 
denken,  die  Gestalt  einer  ebenen  m  blättrigen  Windungs- 
fläche; wir  werden  daher  dasselbe  durch  stetige  Umformung  ver- 
wandeln können  in  eine  gewisse  Elementar  fläche,  die  mit  a 
bezeichnet  werden  mag.  Nehmen  wir  zur  Unterlage  dieser  Ele- 
mentarfläche eine  horizontale  Hulfsebene,   die  sich  irgendwo  im 
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Raum  befindet,  und  mit  zwei  auf  einander  senkrechten  Achsen 
S»  ^  versehen  ist;  so  wird  jene  stetige  Umformung  in  solcher 
^^^eise  bewerkstelligt  werden  können,  dass  sich  dabei  ein  jeder 
zur  Windungsfläche  21'  gehörige  Punct  x\  y  in  denjenigen  Punct 
^,  -9?  der  Elementarfläche  a  verwandelt,  welcher  mit  ihm  durch 
clie    Gleichung 

S  +  11?  =  F(a;' +  iV)  -  (a' +  ,'0 
verl)unden  ist.     Denken  wir  uns  solches  wirklich  ausgeführt,  so 
batben  wir  dann  durch  zwei  auf  einander  folgende  stetige  Umfor- 
mungen das  gegebene  Flächenstück   aus  dem  ursprünglichen  Zu- 
staiude  21  zuerst  in  den  Zustand  21',  und  darauf  aus  diesem  letztern 

in    den  Zustand  a  versetzt. 

Betrachten  wir  irgend  welchen  Punct  des  Flächenstücks,  und 

bezeichnen   wir  die  Orte,   welche  demselben  während  der  eben 

genannten  drei  Zustände  successive  zu  Theil  werden,  mit  x,  y, 

*nit   x\  y  und  mit  ^,  ri,  so  ist: 

X    +  ty    =  — j— r-, 

ferner: 

^  +  iV  =  VW  +  W-~{^T'ib') , 
^^^  hieraus  folgt  durch  Elimination  von  x  +  iy: 

^^r,  wenn  man  die  Gleichung  a  +  ift'  =       ,        benutzt,  um 
*^    Gonstante  a  +  ih'  durch  die  Constante  a  +  ib  zu  ersetzen: 

^^d  also  x^  y  und  |,  17  die  Coordinaten,  welche  ein  und 

^^elbe  Punct  des  Flächenstückes  nach  einander  wäh- 

^  tid  der  Zustände  21  und  a  besitzt,    so  werden  jene 

^^ordinaten  jederzeit  durch  die  vorstehende  Relation 

^^)    mit  einander  verbunden  sein. 

Wir  denken  uns  nun,  ebenso  wie  früher,  das  Flächenstück 
^*^  den  Werthen  einer  beliebig  gegebenen  Function  f{x  +  iy) 
.  ^lastet  und  jeden  einzelnen  Punct*  des  Flächenstücks  mit  dem 
^^  zu  Theil  gewordenen  Werthe  auf  unlösliche  Weise  verbun- 
'•^ti.  Bezeichnen  wir  die  Coordinaten,  welche  irgend  ein  Punct 
^^  Flächenstücks  nach  einander  während  der  Zustände  21  und  a 
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anoimnil,  mil  x^  y  und  §,17,   so  wird  der  von  ihm  getragene 

Funcüonswerlh  in  zwei  verschiedenen  Formen    darstellbar  sein. 

Zuvörderst  nämlich  wird  er  ausgedruckt  werden  können  durch: 

(2  a.)  /•(*  +  ty). 

Sodann  aber  wird  er,  weil  zufolge  (1): 

.     .                            a  +  ih 
X  +  ty  = = - 

ist,  auch  darstellbar  sein  durch: 

(2  b.)  f( ^±^ -V 

Die  Ausdrucke  (2a.)  und  (2  b.)  stellen  also  beide  ein  und  den- 
selben Werth,  nur  in  verschiedener  Gestalt,  dar.  Je  nachdem 
man  sich  das  Flächenstuck  im  Zustande  %  oder  a  denkt,  wird 
der  eine  oder  der  der  andere  von  diesen  beiden  Ausdrucken  den 
Vorzug  verdienen. 

Von  Wichtigkeit  ist  eine  Bemerkung,  die  sich  aus  dem  An- 
blick der  beiden  Ausdrücke  (2  a.)  und  (2  b.)  sofort  ergiebt;  es  ist 
folgende:  Sind  die  auf  dem  Flächenstück  ausgebreiteten 
Functionswerthe  zur  Zeit  seines  ursprunglichen  Zu- 
standes  %  nicht  von  x  und  y,  sondern  nur  von  dem 
einen  Argumente  x  +  iy  abhängig,  so  werden  dieselben 
nach  Eintritt  des  neuen  Zustandes  a  ebenfalls  nicht 
von  i  und  17,  sondern  nur  von  dem  einen  Argumente 
l  -f-  iri  abhängen. 

Die  am  Rande  des  Flächenstückes  ^  vorhandenen  Puncte 
mögen  in  derjenigen  Reihenfolge,  wie  sie  bei  einer  positiven 
Umlaufung  von  %  auf  einander  folgen ,  mil  A,  B,  C^  . ..  bezeich- 
net werden;  ferner  mögen  diejenigen  Puncte,  in  welche  sich  die 
eben  genannten,  bei  der  Umformung  von  ^  in  ^'  und  in  a,  ver- 
wandeln, mit  ^,  J?',  C\  .  .  .  und  mit  «,  ft  y,  . . .  benannt  wer- 
den. Es  fragt  sich,  ob  unter  diesen  Umständen  ./,  ^,  C"  .  .  . 
ebenfalls  in  positiver  Richtung  um  %'  herumlaufen,  und  ob 
Gleiches  auch  von  a,  ß,  y  .  .  .  mit  Bezug  auf  a  gilt. 

Denken  wir  uns  in  0  einen  leuchtenden  Punct,  so  wird, 
während  wir  auf  der  Kugelfläche  um  das  Flächenstück  %  in 
positiver  Richtung  herum  wandern ,  gleichzeitig  unser  nach  der 
Antipodenebene  geworfener  Schatten  um  das  Flächenstück  21'  in 
ebenfalls  positiver  Richtung  herumlaufen;    wie  ganz  Analoges 
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bereits  bei  einer  frulieren  Gelegenlieit  (S.  151)  bemerkt  wurde. 
Daraus  aber  folgt,  dass  ebenso  wie  durch  A,  By  C,  .  ,  .  eine  po- 
sitive Umlaufung  von  %  ebenso  auch  durch  -/,  J?',  C",  . . .  eine 
positive  Umlaufung  von  %'  repräsentirt  wird. 

Wird  aber  durch  A',  B^,  C\  ...  eine  positive  Umlauf ung 
von  ^'  dargestellt,  so  muss  mit  Rückblick  auf  einen  früheren 
Satz  (S.  225)  Gleiches  auch  von  a,  ß,  y,  .  .  ,  mit  Bezug  auf  die 
Elementarfläche  a  gelten. 

Sind  demnach  /*),  /j,  /*3,  .  •  •  die  am  Rande  unseres 
Fiächenstücks  vorhandenen  Functionswerthe,  und  sind 
diese  Werthe  so  geordnet,  wie  sie  zur  Zeit  des  ursprüng- 
lichen Zustandes  ^  bei  einer  positiven  Umlaufung  des 
Flächenstücks  auf  einander  folgen;  so  werden  diesel- 
i>en  nach  Eintritt  des  neuen  Zustandes  a  immer  noch 
10  gleicherweise,  nämlich  nach  wie  vor  in  der  Art  ge- 
ordnet sein,  wie  sie  bei  einer  positiven  Umlaufung  des 
I^lächenstückes  auf  einander  folgen. 

Sechster  Abschnitt.  Fortsetinng.    Schliessliches  Resultat  der 

Untersnchnng. 

Wir  wollen  die  Resultate,  zu  welchen  wir  in  dieser  Vorlesung 
^^langt  sind ,  noch  einmal  an  uns  vorübergehen  lassen,  und  den- 
^U>en  dabei  zugleich  eine  Fassung  zu  geben  suchen,  wie  sie  für 
spätere  Anwendungen  möglichst  bequem  ist. 

Eine  beliebig  gegebene  Riemann  sehe  Kugelfläche  lässt  sich 
^^t^th  geeignete  Schnitte  jederzeit  in  eine  Anzahl  Flächenstücke 
5^^legen,  von  welchen  jedes  einzelne  als  eine  sphärisch  ge- 
*^'*ömmte  Windungsfläche  von  derO^«°,  oder  !*•",  oder  2'«** 
^*  s.  w.  Ordnung  angesehen  werden  kann. 

Durch  stetige  Umformung  lässt  sich  sodann  jedes  von 
*^en  Flächenstücken  in  eine  Elementar  fläche  verwahdeln. 
^*iter  den  unendlich  vielen  Arten,  wie  solches  bewerkstelligt  wer- 
^^ö  kann,  giebt  es  zwei,  die  von  besonderer  Wichtigkeit  sind, 
^^d  0?,  y  die  Kugelcoordinaten  irgend  eines  zu  dem  Flächenstück 
K^hörigen  Punctes,.  ferner  a,  b  die  Kugelcoordinaten  des  auf  «dem- 
*^U>en  befindlichen  Windungspunctes,  und  bedeutet  endlich  m  die 
^*^hl  der  in  dem  Flächenstück  über  einander  liegenden  Blätter; 
^  lassen  sich  jene  beiden  Arten  in  folgender  Weise  angeben: 
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Erste  Met  ho  de.  Die  stetige  Umformung  des  Flächenstücks 
in  eine  Elementarfläche  wird  in  solcher  Weise  ausgeführt,  dass 
jeder  zum  Flächenstück  gehörige  Punct  x,  y  in  denjenigen  Punct 
^,  ri  der  Elementarfläche  sich  verwandelt,  welcher  mit  ihm  durch 
die  Gleichung 

^  +  iV  =  V{^~+  iy)  —  («"+~^ 
verbunden  ist. 

Zweite  Methode.  Jene  Umformung  wird  in  der  Weise  aus- 
geführt, dass  jeder  zum  Flächenstück  gehörige  Punct  x,  y  in  den- 
jenigen Punct  I,  ri  der  Elementarfläche  sich  verwandelt,  welcher 
mit  ihm  durch  die  Gleichung 


verbunden  ist. 

Nicht  immer  ist  es  der  Wiilkühr  überlassen/  welche  von 
diesen  beiden  Methoden  man  in  Anwendung  bringen  will.  Es  ist 
nämlich,  falls  das  Flächenstück  einen  bei  x  +  iy  =^0  liegenden 
Punct  in  sich  enthält,  nur  die  erste,  und,  wenn  dasselbe  mit 
einem  bei  x  -{-  iy=^oo  liegenden  Punct  behaftet  ist,  nur  die 
zweite  anwendbar;  hingegen  kann  nach  Belieben  die  erste 
oder  die  zweite  Methode  benutzt  werden,  sobald  das  Flächen- 
stück weder  einen  bei  ic  +  «y  =  0,  noch  auch  einen  bei  x  +  iy  ==:oo 
liegenden  Punct  in  sich  enthält. 

Der  verwickelte  Zustand,  in  welchem  sich  das  zu  der  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche  gehörige  Flächenstück  von  Hause  aus  be- 
findet, mag  der  ursprüngliche  Zustand  desselben  .genannt  werden; 
und  diesem  gegenüber  mag  der  einfache  Zustand ,  in  welchen  das 
Flächenstück  nach  seiner  Lostrennung  von  jener  Kugelfläche  durch 
eine  der  beiden  eben  angegebenen  Umformungsmethoden  -—  gleich- 
gültig ob  durch  Anwendung  der  einen  oder  der  andern  —  ver- 
setzt wird,  der  natürliche  Zustand  genannt  werden.  Der  erstere 
Zustand  wird  jederzeit  dargestellt  sein  durch  eine  sphärisch 
gekrümmte  Windungsfläche,  der  letztere  durch  eine  Ele- 
mentarfläche. 

Denkt  man  sich  die  einzelnen  Puncte  des  Flächenstückes  mit 
den  Werthen  irgend  welcher  Function  belastet^  und  jeden  Ponct 
mit  dem  ihm  einmal  zuertheilten  Functionswerthe  unlöslich 
verbunden,  so  wird  zwischen  den  Bildern ^  welche  das  mit 
diesen  Werthen  belastete  Flächenstück  zur  Zeit  des  erstem  und 
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zur  Zeit  des  letztem  Zustandes  darbietet,  ein  hoher  Grad  von 
Uebereinstimmung  stattfinden. 

Um,  indem  wir  näher  hierauf  eingehen,  beide  Bilder  in  Ge- 
danken besser  aus  einander  zu  halten,  bezeichnen  wir  das  Flächen- 
stück in  seinem  ursprünglichen  Zustande  mit  2(,  in  seinem 
natürlichen  Zustande  hingegen  mit  a.  Und  ebenso  bezeichnen 
wir  auch  die  auf  demselben  ausgebreiteten  Functionswerthe ,  ob- 
wohl sie  in  beiden  Zuständen  ein  und  dieselben  sind,  nicht  in 
beiden  Fällen  auf  einerlei  Weise,  sondern  während  des  ursprüng- 
lichen Zustandes  mit  /*,  während  des  naturlichen  Zustandes 
hingegen  mit  (p.  Zwischen  den  Coordinaten  a;,  y  eines  auf  31  be- 
findlichen Punctes  und  zwischen  den  Coordinaten  g,  i;  des  zu  a 
gehörigen  correspondireiiden  Punctes  wird  alsdann  jederzeit 
eine  der  beiden  Gleichungen: 

'  r     a'\-iy  a  +  tb 

stattflnden,  nämlich  die  eine  oder  die  andere  Gleichung,  je  nach- 
dem die  Umformung  von  51  in  a  durch  Anwendung  der  ersten 
oder  durch  Anwendung  der  zweiten  Methode  bewerkstelligt  wor- 
den ist.  Und  ferner  wird  alsdann,  wenn  wir  den  in  ^,  y  vor- 
handenen Functionswerth  mit  /*,  und  den  in  dem  correspon- 
dir enden  Punct  |,  ri  vorhandenen  Functionswerth.  mit  tp  be- 
zeichnen, jederzeit 

sein. 

Die  Uebereinstimmung,  welche  zwischen  den  beiden  Bildern 

(31,  m,  X,  y,  f) 
und 

(a,  1,  I,  ny  fp) 
stattfindet,  lässt  sich  nun  leicht  in  übersichtlicher  Weise  angeben. 
Zuvörderst  ergeben  sich   nämlich   mit  Rücksicht   auf  die    zuletzt 
(S.  227  —  235)   erhaltenen  Ergebnisse  in  Bezug  auf  diese  Ueber- 
einstimmung folgende  Sätze: 

J.  Sind  die  auf  91  befifidlicken  Werthe  f  nicht  von  x  und  y^ 
sondern  nur  von  dem  einen  Argument  x  -{•  iy  abhängig^  so  wer- 
den die  auf  ^  vorhandenen  Werthe  q>  ebenfalls  nicht  von  ^  und  % 
sondern  nur  von  dem  einen  Argume?ite  ^  +  ii]  abhängen. 

II.    Sind  /*!,  /j,  /*3,  ...   die  am  Rande  von  91  vorhandenen 
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Werthe  in  derjenigen  Reihenfolge^  wie  sie  bei  einer  positiven 
Umlauf ung  von  ^  auf  einander  folgen y  und  sind  tp^^  ^j)  9^3)  •  -  • 
die  mit  /*i,  /"j,  /*3,  ...  identischen^  am  Rande  von  a  befind- 
lichen Werthe  y  so  werden  9,,  ^j»  9^3»  •  •  •  ebenfalls  der  Art  ge- 
ordnet sein,  wie  sie  bei  positiver  Umlauf  ung  von  a  auf  einander 
folgen. 

An  diese  beiden  Sätze  reilien  sich  sodann  andere  an,  die 
sich  aus  den  zu  Anfang  dieser  Vorlesung  erhaltenen  Resultaten 
(vergl.  S.  209)  unmittelbar  ergeben;  sie  lauten: 

IIL  Sind  die  Werthe  f  auf  31  allenthalben  eindeutig^  d.  h. 
ist  Jeder  zu  21  gehörige  Punct  immer  nur  mit  je  einem  Werthe 
f  belastet  y  so  wird  Gleiches  auch  von  den  auf  a  befindlichen  Wer- 
then  fp  gelten. 

IV.  Sind  die  Werthe  f  auf  %  allenthalben  stetig ^  so  wird 
Gleiches  auf  a  von  den   Werthen  q>  gelten. 

V.  Sind  die  Werthe  f  auf  %  in  irgend  welchen  Puncien  un- 
stetig^  so  werden  die  Werthe  q>  in  den  c orr espondir enden 
Puncten  von  a  ebenfalls  unstetig  sein.  Sind  die  Unstetigkeits- 
puncie  von  f  Pole,  so  werden  die  correspondirenden  Unstetigkeits- 
puncte  von  q>  ebenfalls  Pole  sein. 

VI.  Sind  die  Werthe  f  in  irgend  welchen  Puncten  von  31 
gleich  Null,  so  werden  die  Werthe  q>  in  den  correspondiren- 
den Puncten  von  a  ebenfalls  Null  sein. 

Endlich  würde  noch  zu  bemerken  sein,  dass  all'  diese  Sätze 
.  sich  umkehren  lassen.  Sind  z.  B.  —  so  lautet  die  Umkehrung 
des  I.  Satzes  —  die  auf  a  vorhandenen  Werthe  q>  nicht  von  5 
und  1},  sondern  nur  von  ^  +  iri  abhängig,  so  werden  die  auf 
21  befindlichen  Wertlie  f  ebenfalls  nicht  von  x  unA  y,  sondern 
nur  von  x  +  iy  abhängen. 


Siebente  Vorlesung, 

Functionen  mit  einem  complexen   Argument  in 

üirer  Ausbreitung  auf  der  Riemann'schen 

Kugelfläche. 


Erster  Abschnitt.  Untersuchung  einer  von  x  +  iy  abhängenden 
Function^  die  auf  ii^end  einem  Theile  einer  Eiemann'schen 
Eugelfläche  überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole 
daselbst  auch  überall  stetig  ist.  Die  Ordnungszahlen  einer 
solchen  Function. 

In  einem  Pole  ist,  wie  wir  früher  (S.  95)  allgemein  nachge- 
wiesen haben,  der  Werth  der  Function  jederzeit  unendlich  gross. 
Nun  haben  wir  früher,  als  wir  uns  mit  den  Flächen  einfachster 
Art,  nämlich  mit  elementaren  Flächen  beschäftigten,  verschie- 
dene Grade  des  Unendlichwerdens,  und  dem  entsprechend  Pole 
von  dieser  oder  jener  Ordnung  unterschieden.  Desgleichen  haben 
wir  damals  verschiedene  Grade  des  Nullwerdens,  und  demgemäss 
Nullpuncte  von  mehr  oder  weniger  hohen  Ordnungen  unterschie- 
den. Es  ist  von  Wichtigkeit,  derartige  Unterscheidungen  auch 
dann  eintreten  zu  lassen,  wenn  die  betrachtete  Function  nicht 
auf  einer  elementaren ,  sondern  auf  irgend  welcher  andern  Fläche 
ausgebreitet  ist.  Doch  wollen  wir,  indem  wir  solches  unterneh- 
men, nicht  Flächen  von  ganz  beliebiger  Form  in  Betracht  ziehen; 
vielmehr  uns  dabei  auf  diejenigen  Flächen  beschränken,  welche 
für  unsere  weiteren  Untersuchungen  erforderlich  sind,  nämlich 
auf  die  Riemann'schen  Kugelflächen. 

Es  sei  eine  Riemann'sche  Kugelfläche  von  beliebiger  Be- 
schaffenheit gegeben;  auf  dieser  sei  irgend  eine  gegebene  Function 
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ausgebreitet;  und  diese  Function  besitze  auf  der  Fläche  irgend 
welche  Nullpuncte  und  irgend  welche  Pole. 

Wir  betrachten  zunächst  die  N u II p u n c t e.  Hinsichtlich  der 
Werthe,  welche  die  Function  in  diesen  Puncten  selber  besitzt, 
kann  offenbar  keinerlei  Verschiedenheit  stattfinden;  denn  diese 
Werthe  sind  sämnitlich  Null,  mithin  unter  einander  identisch. 
Sollen  also  jene  Puncte  in  verschiedene  Arten  oder  Ordnungen 
eingetheilt  werden,  so  kann  eine  solche  Eintheilung  —  ebenso 
wie  früher  bei  Behandlung  der  elementaren  Flächen  —  ihre  Be- 
gründung nicht  in  denjenigen  Functionswerthen  finden,  welche  in 
den  Puncten  selber  vorhanden  sind,  sondern  nur  in  denjenigen, 
welche  sich  in  der  Nähe  jener  Puncte,  nämlich  in  den  Be- 
reichen der  Puncte  befinden. 

Nun  können  die  Bereiche  der  einzelnen  Nullpuncte,  je  nach 
der  Lage,  welche  sie  auf  der  Riemann'schen  KugelQäche  besitzen, 
von  sehr  verschiedener  Form  sein.  Denn  das  Bereich  eines 
solchen  Punctes  wird,  je  nachdem  derselbe  in  einem  gewöhn- 
lichen oder  in  einem  Win  du  ngs puncte  der  Fläche  liegt,  bald 
durch  eine  kleine  Fläche  von  einblättriger  Form,  bald  durch 
eine  kleine  Windungsfläche  von  mehrblättriger  Form  dar- 
gestellt sein. 

Sollen  daher  die  Bereiche  jener  Nullpuncte  hinsichtlich  der 
von  ihnen  getragenen  Functionswerthe  mit  einander  verglichen 
werden,  so  wird  man,  falls  etwa  das  eine  Bereich  einblättrig, 
ein  anderes  fünf  blättrig,  ein  drittes  zwölf  blättrig,  u.  s.  w.  sein 
sollte ,  eine  solche  Vergleichung  gar  nicht  vorzunehmen  im  Stande 
sein,  falls  man  nicht  zuvor  all'  jene  Bereiche  durch  Umgestaltung 
in  gleiche  Form  gebracht  hat.  Ebenso  etwa,  wie  es  bei  einer 
physikalischen  Untersuchung,  wenn  mehrere  Körper  hinsichtlich 
ihrer  Dimensionen  mit  einander  verglichen  werden  sollen,  noth- 
wendig  ist,  dieselben  zuvor  in  gleiche  Temperatur,  etwa  in 
eine  gewisse,  ein  für  allemal  festgesetzte  Normal-Temperatur 
zu  versetzen;  ebenso  wird  es  hier,  wo  die  Bereiche  mehrerer 
Puncte  hinsichtlich  der  von  ihnen  getragenen  Functionswerthe 
unter  einander  in  Vergleich  gestellt  werden  sollen,  erforderlich 
sein,  air  jene  Bereiche  zuvor  in  gleiche  Form,  etwa  ebenfalls 
fn  eine  gewisse,  ein  für  allemal  festgesetzte  Normal-Form  zu 
bringen. 

Welche  Form  dabei  als  Normal -Form   festgesetzt  werden 
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soll,  ist  im  Grunde  ziemlich  gleichgültig.  Doch  \^ird  es  gut  sein, 
eine  möglichst  einfache  zu  wählen.  Es  mag  dazu  die  Form  einer 
Elementarfläche;  nämlich  diejenige  Form  genommen  werden, 
welche  das  Bereich  des  betrachteten  Punctes  in  seinem  natür- 
lichen Zustande  besitzt  (S.  236). 

Denken  wir  uns  die  Bereiche  der  einzelnen  Nullpuncte,  welche 
die  Function  auf  der  gegebenen  Riemann'schen  Kugelfläche  be- 
sitzt, in  diese  Normalform  versetzt,  denken  wir  uns  also  die 
kleinen  Flächenstucke,  durch  welche  jene  Bereiche  dargestellt 
werden,  in  lauter  elementare  Flächenstücke  verwandelt;  so 
wird  nun  schliesslich  unsere  Aufgabe  darin  bestehen,  dass  wir 
die  auf  diesen  Flächenstücken  vorhandenen  Functionswerthe  unter 
einander  vergleichen,  und  auf  Grund  einer  solchen  Vergleichung 
die  auf  jenen  Flächenstücken  vorhandenen  Nullpuncte  in  verschie- 
dene Ordnungen  eintheilen.  Das  aber  ist  eine  Aufgabe,  die  der 
Lösung  nicht  mehr  bedarf.  Denn  um  die  Nullpuncte  von  Func- 
tionen, die  auf  elementaren  Flächenstücken  ausgebreitet  sind, 
in  verschiedene  Ordnungen  einzutheilen,  haben  wir  bereits  früher 
(S.  111)  völlig  bestimmte  Regeln  festgesetzt. 

Wir  sind  damals,  als  wir  uns  mit  e»Iementaren  Flächen- 
stücken beschäftigten,  noch  weiter  gegangen.  Wir  haben  uns 
damals  nicht  allein  auf  die  Nullpuncte  beschränkt,  vielmehr 
gezeigt,  wie  sich,  unter  Zugrundelegung  eines  gewissen  durch- 
greifenden Princips,  für  jeden  beliebigen  Punct  —  mochte 
er  nun  ein  Nullpunct  oder  ein  Pol  oder  irgend  welcher  anderer 
Punct  sein  —  im  Allgemeinen  immer  eine  gewisse  ihm  zugehörige 
Ordnungszahl  ergiebt.  Diese  Zahl  war  jederzeit  eine  endliche 
ganze  Zahl;  sie  war  positiv  für  die  Nullpuncte,  negativ  für  die 
Pole>  und  Null  für  die  übrigen  Puncte. 

In  gleicher  Allgemeinheit  können  wir  auch  gegenwärtig,  wo 
wir  es  mit  irgend  welcher  Riemann'schen  Kugelfläche  zu  Ihun 
haben,  verfahren.  Wir  gehen  dabei  in  ganz  ähnlicher  Weise  zu 
Werke,  wie  vorhin  bei  den  Nullpuncten,  setzen  nämlich  folgende 
Deflnition  fest: 

Definition.  Ist  eine  Riemann^sche  Kugelfläche  mit  den  Wer- 
then  irgend  welcher  Function  belastet,  so  soll  im  Allgemeinen  je- 
der Punct  der  Fläche  mit  einer  gewissen  Ordnungszahl  ver 
sehen  werden.  Unter  dieser  Zahl  soll  jederzeit  diejenige  Ordnungs- 
zahl verstanden  werden,  welche  dem  Puncte  zukommt,  sobald  man 

Neumann,  AbePschc  Integrale.  \Q 
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das  ihm  zugehörige   Bereich  in   seinen   natürlichen    Zustand 
versetzt. 

Handelt  es  sich  also  darum  y  die  Ordnungszahl  irgend  eines 
Punctes  der  gegebenen  Riemann^ sehen  Kugelfläche  wirklich  zu  be- 
stimmen ^  so  wird  man  zuvörderst  das  kleine  Flächenstück  j  durch 
welches  das  Bereich  des  Punctes  dargestellt  wird^  in  seinen  na- 
türlichen Zustand  versetzen ,  dasselbe  also  verwandeln  in  ein 
elementares  Flächenstück.  Ist  solches  geschehen^  so  wird  als- 
dann die  Ordnungszahl  des  Punctes  unmittelbar  zu  Tage  treten^ 
sobald  man  nur  die  früher  (S.  112)  in  Bezug  auf  ein  elementa- 
res Flächenstück  festgesetzten  Regeln  in  Anwendung  bringt.^) 

Es  sei  di  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche  Rugelfläche, 
und  f  eine  auf  dieser  Fläche  ausgebreitete,  von  x  +  iy  abhän- 
gende Function,  welche  auf  der  Fläche  überall  eindeutig,  und 
mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall 
stetig  ist.  Wir  wollen  untersuchen,  ob  die  Function  f  unter 
so  bewandten  Umständen  auf  jener  Fläche  di  längs  irgend 
welcher  Linie  hin  einen  constanten  Werth  besitzen 
kann. 

Es  sei  X  eine  auf  dt  gezogene  Linie,  und  zwar  eine  Linie 
von  beliebiger  Kleinheit;  auf  dieser  Linie  besitze  f  den  constan- 
ten Werth  if.  Wir  grenzen  um  irgend  einen  zu  X  gehörigen 
Punct  herum  ein  Flächenstück  ^  ab,    welches  nicht  mehr   als 


*)  Um  die  Ordnungszahl  eines  gegebenen  Punctes  nach  der  hier 
gegebenen  Vorschrift  zu  ermitteln,  wird  man  das  Bereich  des  Punctes 
zuerst  in  seinen  natürlichen  Zustand  versetzen  müssen.  Dieser  na- 
türliche Zustand  ist  aber  kein  völlig  bestimmter.  Denn  im  Allgemei- 
nen wird  es  unter  den  Zuständen,  in  welche  man  jenes  Bereich  durch 
stetige  Umformung  versetzen  kann,  immer  zwei  geben,  von  welchen 
nach  Belieben  der  eine,  und  ebenso  gut  auch  der  andere  als  der 
natürliche  Zustand  des  Bereiches  angesehen  werden  kann.  (Vergl. 
S.  236.)  Man  könnte  daher  die  Besorgniss  hegen,  dass  sich  vielleicht, 
jenachdem  von  diesen  beiden  Zuständen  der  eine  oder  der  andere 
gewählt  wird,  für  die  Ordnungszahl  des  gegebenen  Punctes  jedesmal 
ein  anderer  Werth  ergeben  möchte.  Aus  dem  Nachfolgenden  wird 
man  aber  erkennen,  dass  diese  Besorgniss  eine  unbegründete  ist,  dass 
sich  nämlich  in  beiden  Fällen  ein  und  dieselbe  Ordnungszahl  ergeben 
muss,  und  dass  also  die  hier  für  die  Ordnungszahl  eines  Punctes  gege- 
bene Definition  eine  völlig  bestimmte  ist. 
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höchstens  einen*)  Windungspnnct  in  sich  enthält,  und  bezeichnen 
diejenigen  Bilder,  welche  dieses  Flächenstück  und  die  darauf  vor- 
handenen Werthe  f  zur  Zeit  des  nrsprunglichen  und  zur  Zeit 
des  natürlichen  Zustandes  darbieten,  mit: 

(21,  X  +  ly,  f) 
und  mit: 

(a,  S  +  in,  <p)' 

Alsdann  wird  a  eine  Elementarfläche,  und  (p  eine  auf  dieser 
Fläche  ausgebreitete  Function  vorstellen,  deren  Werth  in  jedem 
Puncle  5  +  II?  identisch  mit  demjenigen  ist,  welchen  die  Func- 
tion f  in  dem  correspondirenden  Puncte  x  +  iy  besitzt. 

Das  Flächenstück  21  enthält  nothwendigerweise  einen  Theil 
der  Linie  X  in  sich.  Da  nun  f  längs  dieser  Linie  l  den  constan- 
ten  Werth  K  besitzt,  so  wird  die  auf  a  ausgebreitete  Function  <p 
längs  der  mit  il .  correspondirenden  Linie  ebenfalls  gleich  K  sein. 
Daraus  aber  ergiebt  sich,  mit  Anwendung  eines  früher  (S.  99) 
gefundenen  Satzes,  dass  (p  auf  der  Fläche  a  allenthalben  gleich 
^  sein  muss.**)  Und  hieraus  folgt  sofort,  dass  die  Function  f 
^^f  dem  Flächenstück  21  ebenfalls  allenthalben  gleich  K  ist. 


*)  Es  soll  das  Flächenstück  %  nicht  mehr  als  höchstens  einen 
W'ixxdangspunct  in  sich  enthalten,  weil  es  andernfalls  nicht  möglich  sein 
''^^de,  dasselbe  in  seinen  natürlichen  Zustand  zu  versetzen. 

**)  Dass  die  Bedingungen,  welche  zur  Anwendung  jenes  Satzes 
l^-  ^)  erfordert  werdenj  hier  alle  erfüllt  sind,  ist  leicht  zu  übersehen. 
*•*  ist  nämlich,  zufolge  unserer  Voraussetzungen,  f  eine  von  x  -f-  vj  ab- 
**^gende  Function,  welche  auf  21  überall  eindeutig,  mit  etwaiger  Aus- 
'^^bme  einzelner  Pole  daselbst  überall  stetig,  und  endlich  längs  X  hin 
^^«tunt  ist.  Analoges  muss  nun,  wenn  jn an  von  dem  ursprünglichen 
ßUae 

(SC,  a;  -I-  i>,  f) 
**^  dem  natürlichen  Bilde 

^»ergeht,  auch  für  dieses  letztere  gelten;  wie  sich  solches  aus  den 
*^tzen,  die  wir  (S.  237)  in  Betreflf  der  Uebereinstimmung  beider  Bilder 
^^ftmden  haben,  unmittelbar  ergiebt.    Es  ist  also : 

1)  a  eine  Elementarfläche, 

2)  9  eine  auf  a  ausgebreitete,  von  g  +  iij  abhängende  Function. 

3)  Ist  9  auf  a  allenthalben  eindeutig  und   mit  etwaiger  Ausnahme 
^"^n 2 einer  Pole  daselbst  auch  überall  stetig. 

^)  Endlich  ist  der  Werth   von  q>  auf  der  Fläche  a  längs  einer  ge- 
'^©n,  nämlich  längs  der  mit  X  correspondirenden  Linie  hin  constant. 

16* 
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Nehiueii  wir  nun  einen  Punct,  der  sich  irgendwo  inner- 
halb 21,  etwa  in  der  Nabe  des  Randes  von  21,  befindet,  und 
grenzen  wir  auf  der  gegebenen  Rieinann'schen  Kugelfläche  fH  um 
diesen  Punct  herum  von  Neuem  ein  Flächenstück  ab,  welches  nicht 
mehr  als  höchstens  einen  Windungspunct  in  sich  enthält,  so 
wird  sich  in  gleicher  Weise  dartliun  lassen,  dass  die  Function  /"in- 
nerhalb dieses  zweiten  Flächenstucks  wiederum  überall  gleich  IC  ist. 

In  solcher  Weise  können  wir  Schritt  für  Schritt  weiter  gehen, 
also  nachweisen,  dass  die  Function  f  auf  der  ganzen  ge- 
gebenen Fläche  dt  allenthalben  den  constanten  Werth 
IC  haben  muss. 

Offenbar  würden  wir  zu  einem  ganz  analogen  Resultate  ge- 
langt sein,  wenn  wir  uns  bei  den  Voraussetzungen>  die  wir  in 
Betreff  der  Function  f  gemacht  haben,  auf  irgend  einen  Theil 
der  Riemann'schcn  Kugelfläche  beschränkt  hätten.  Wir  würden 
nämlich  in  diesem  Falle  gefunden  haben,  dass  die  Function  in- 
nerhalb jenes  Theil  es  der  Fläche  überall  constant  ist.  Somit 
gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Ist  eine  von  a:  -j-  i  y  abhängende  Function  auf  irgend  einem 
Theile  ©  einer  Riemann'schcn  Kugel  fläche  überall  eindeutig,  und 
mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall 
stetig,  so  kann  innerhalb  ®  kein  auch  noch  so  kleines  Linien - 
stück  vorhanden  sein,  atif  welchem  die  Function  constant  ist;  es 
sei  denn,  dass  sie  ifinerhalb  ®  allenthalben  constant  wäre. 

Es  kann  demnach  innerhalb  (S  auch  kein  Linienstück  vor- 
handen sein,  auf  welchem  die  hier  genannte  Function  den  Con- 
stanten Werth  Null  besitzt.   Somit  ergiebt  sich  folgender  Zusatz: 

Ist  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  auf  irgend  einem 
Theile  ©  einer  Riemann^ sehen  Kugelfläche  überall  eindeutig,  und 
mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überedl 
stetig,   so  kann   sie  innerhalb  ©   auch  immer  nur  in  einzelnen 


Dies  aber  sind  die  Bedingungen,  unter  welchen  der  Vorhin  citirte 
Satz  (S.  99)  anwendbar  ist. 

Die  Uebereinstiramung,  welche  zwischen  dem  ursprünglichen  und 
natürlichen  Bilde  jederzeit  stattfindet,  wird  in  der  gegenwärtigen  Vor- 
lesung fortwährend  zu  beachten  sein;  und  eben  deswegen  wird  es 
nicht  nothig  sein,  die  auf  jene  Uebereinstimmung  bezüglichen  Sätze 
(S.  237)  jedesmal  von  Neuem  nennen. 
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J^uncien  Null  sein;  es  sei  denn^  dass  sie  auf  ©  allenthalben 
JVuil  wäre. 

Wir  fahren  in  unserer  Untersuchung   weiter  fort.    Es  sei, 
nach   me  vor,  @  irgend  ein  Theil  einer  Riemann'schen  Kugel- 
üäche,   und  f  wiederum  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function, 
die    auf  @  überall  eindeutig    und  mit  etwaiger  Ausnahme  ein- 
zelner Pole  überall  stetig  ist.    Ferner  sei  x  +  iy  z=^  c  irgend 
ein    zu  @  gehöriger  Punct,   und  %  ein   um  diesen  Punct  herum 
abg^egrenztes  Flächenstück,  welches  vollständig  zu  (S  gehört  und 
nicht  mehr  als  höchstens  einen  Windungspunct  in  sich  enthält. 
Wir     bezeichnen   die  Bilder,   welche  dieses  Flächenstück  und  die 
darauf  vorhandenen  Werthe  von  f  im  ursprünglichen  und  im 
ns^türlichen  Zustande  darbieten,  mit: 

(31,  X  +  iy,  c,  f) 
ui^d   mit: 

(a,  g  +  II?,  y,  tp). 

Alsdann  wird  a  eine  Elementarfläche,   upd  g>  eine  auf  a  ausge- 

bi^tsitete  Function  vorstellen,  deren  Werth  in  jedem  Puncto  §  +  iri 

identisch  mit  demjenigen  ist,   den  die  Function  f  in  dem  corre- 

spondirenden  Puncte  x  +  iy  besitzt.  Zugleich  wird  unter  §  +  fi2=y 

^^^  mit  x  -{-  iy  =^  c  correspondirende  Punct  zu  verstehen  sein. 

Zufolge  unserer  Definition  (S.  241)  ist  die  Ordnungszahl  von 

f  itti  Puncte  c  identisch  mit  derjenigen,  welche  q>  im  Puncte  y 

besitzt.     Diese  letztere  aber  wird  —  wir  müssen  uns  an   einen 

^i^her  (S.  112)  aufgestellten  Satz  erinnern  —  jederzeit  dargestellt 

^'^^    durch  eine  endliche   ganze  Zahl,   und  zwar  durch  eine 

^^hl,   welche  positiv,   negativ   oder  Null   ist,  je  nachdem  y  ein 

NuUpunct  von  <p,  oder  ein  Pol  von  tp,  oder  keines  von  Beiden  ist. 

Nehmen  wir  an,  die  gegebene  Function /*  besitze  in  c  einen 

^^llpunct;  so  wird  g>  im  correspondirenden  Puncte  y  ebenfalls 

^^11  sein.    In  diesem  Falle  wird  daher  die  Ordnungszahl  von  tp 

^  Puncte  y  dargestellt  sein  durch  eine  positive  ganze  Zahl, 

Reiches   also   auch    von   der   Ordnungszahl  von  f  im  Puncte  c 

8«lteii. 

In  analoger  Weise  lässt  sich  darthun,  dass  die  Ordnungszahl 

^^^   f  im  Puncte  c  durch  eine  negative  ganze  Zahl  repräsentirt 

^^    wird,  sobald  /*  in  c  einen  Pol  besitzt;   und  dass  sie  endlich 

"'1  sein  wird,  sobald   der  Punct  c  weder  ein  Nullpunct  noch 

^^^   ein  Pol  ist. 
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Somit  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Ist  eine  von  x  -^  iy  abhängende  Function  auf  irgend  einem 
Theile  einer  Riemann' sehen  Kugelfläche  überall  eindeutig  und  mit 
etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  überall  stetig  ^  so  wird  ihre 
Ordnungszahl  in  jedem  Puncle  jenes  Flächentheiles  eine  endliche 
ganze  Zahl  sein. 

Und  zwar  wird  diese  Zahl  positiv  sein  in  jedem  Null pun  de ^ 
negativ  in  jedem  Pole,  und  Null  sein  in  jedem  andern  Punctej 
d.  f.  in  jedem  Puncte,  der  weder  Nullpunct  noch  Pol  ist. 


Zweiter  Abschnitt.  Die  Ordnungszahl,  welche  eine  Function  in 

irgend  einem  Punct  einer  Riemann*schen  Kugelfläohe   besitzt, 

steht  in  unmittelbarer  Beziehung  zu  den  im  Bereiche  des 

Punctes  vorhandenen  Functionswerthen. 

Unserer  DeOnition  (S.  241)  zufolge  wird  die  Ordnungszahl 
einer  Function  in  irgend  einem  Punct  einer  Riemann'schen  Kugel- 
fläche  erst  dann  eine  reelle  Bedeutung  gewinnen,  wenn  man  das 
Bereich  jenes  Punctes  aus  seinem  ursprünglichen  Zustande  in 
einen  gewissen  andern,  nämlich  in  seinen  natürlichen  Zustand 
versetzt.  Es  fragt  sich  nun  aber,  ob  jene  Zahl  nicht  vielleicht 
auch  schon  während  des  ersteren  Zustandes  irgend  welche  Be- 
deutung besitzt.  Wir  werden  sehen,  dass  solches  in  der  That 
der  Fall  ist. 

Es  sei,  ebenso  wie  früher,  ©  irgend  ein  Theil  einer  Rie- 
mann'schen Kugelfläche  und  f  eine  von  x  +  iy  abhängende 
Function,  welche  auf  3  überall  eindeutig,  welche  ferner  mit 
etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  auf®  überall  stetig  ist,  und 
welche  also  —  zufolge  des  kürzlich  (S.  244)  gefundenen  Satzes 
—  auf  (S  auch  nur  in  einzelnen  Puncten  Null  werden  kann. 

Ist  a;  -}-  ly  =  p  ein  zum  Flächentheile  @  gehöriger  Punct, 
in  welchem  die  Function  f  einen  Pol  besitzt,  so  wird  der  Werth 

von  y  im  Bereiche  des  Punctes  p  stetig  sein.  Demnach  wird 
innerhalb  dieses  Bereiches    -   nirgends  Unendlich,   und  f  selber 

nirgends  Null  werden  können.  Ist  also  p  ein  Pol  der  Function 
f,  so  kann  in  unmittelbarer  Nachbarschaft  von  p  kein  Nullpunct 
derselben  vorhanden  sein. 
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Die  Pole   und  Nullpuncte,    welche  die   Function  f  auf  dem 
Aeirachteten  Flächentheile  ©  besitzt,  werden  also  der  Art  liegen, 
c/ass  nicht  nur  Je  zwei  Pole,  sondern  ebenso  auch  je  zwei  NuU- 
punQte,  und  ebenso  auch  je  ein  Pol  und  je  ein  NuUpunct  immer 
c/urch  einen  gewissen  Zwischenraum   von  einander  geschie- 
den  sind. 

Es  sei  X  +  iy  =  c  ein  beliebiger,  zum  Flächentheile  ®  ge- 
höriger Punct,  und  21  ein  kleines  um  diesen  Punct  herum  abge- 
grenztes Flächenstuck,  welches,  falls  c  ein  Windungspunct  ist, 
nur  diesen  einen,  und,  falls  c  ein  gewöhnlicher  Punct  ist,  gar 
keinen  Windungspunct  in  sich  enthält.  Ferner  sei  m  die  Anzahl 
der  in  diesem  Flächcnstück  über  einander  liegenden  Blätter ,  der 
W'erth  von  m  also  gleich  2,  oder  3,  oder  4,  u.  s.  w. ,  sobald  c 
ein  Windungspunct  1*",  oder  2^«^  oder  3*«^  u.  s.  w.  Ordnung 
ist  ,  hingegen  gleich  1 ,  sobald  c  einen  gewöhnlichen  Punct  vorstellt. 
Wir  bezeichnen  die  Bilder,  welche  das  Flächenstfick  31  und 
die  auf  ihm  vorhandenen  Functionswerthe  fhn  ursprünglichen 
"■^^    im  natürlichen  Zustande  darbieten,  mit: 

(91,  m,  X  +  iy,  c,  f) 
«»^d    mit: 

(Cl,   1,  ^  +  tri,  y,  q>). 

A^*Ädana  wird  a  eine  Elementarfläche,  und  q>  eine  auf  a  ausge- 

^^^itete  Function  sein,   deren  Werth  in  jedem  Puncte   |  +  iiy 

**J^ntisch   mit  demjenigen  ist,   welchen   die    Function  f  in  dem 

correspondirenden  Punct  x  +  iy  besitzt.     Zugleich   wird  unter 

^   derjenige  Punct  zu  verstehen  sein ,  welcher  mit  c  correspondirt. 

Da  die  Pole  und  Nullpuncte  der  Function  f  sämmtlich  durch 

S^WIsse  Zwischenräume  von  einander  geschieden  sind,  so  können 

^^    uns  das  um   c  herum  abgegrenzte  Flächenstück  21  so  klein 

^^Qken,  dass  dassc'lbe,  mit  etwaiger  Ausnahme  eines  in  c  selber 

*^^enden  Poles  oder  Nullpunctes,   von  Polen    und   Nullpuncten 

Völlig  frei  ist.    Thun  wir  dieses,  so  wird  Aehnliches  auch  bei  a 

^tlfinden,  also  q>  eine  von  |  +  iri  abhängende  Function  sein, 

^^Iche  auf  der  Elementarfläche   a    nicht  nur   überall  eindeutig^ 

Glidern,  mit  etwaiger  Ausnahme  eines  in  y  liegenden  Poles  oder 

Nullpunctes,  daselbst  auch  überall  stetig  und  nullfrei  ist.   Hieraus 

*l>er  folgt  sofort,  dass  auf  die  Function  q>  zwei  früher  (S.  107  u.  109) 

S^fundene  Sätze  in  Anwendung  gebracht  werden    können.    Aus 

^^na  ersten   ergiebt  sich,  dass  sämmtliche  Werthe  tp,  die  auf  a 
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vorhanden  sind,  durch  die  Formel 

(1)  ,p  =  (g  +  ,-^  -  yy .  H 

dargestellt  werden  können;  hier  bedeutet  fi  eine  endliche  ganze 
Zahl,  nämlich  dit^ Ordnungszahl  von  q>  im  Puncte  y;  und  H 
eine  v(m  g  +  tri  abhängende  Function,  welche  auf  a  allenthalben 
eindeutig,  stetig  und  nulifrei  ist.  Andererseits  folgt  aus 
dem  zweiten  Satze,  dass  die  eben  genannte  Zahl  fi  einen  Wertli 
besitzt,  der  in  folgender  Weise  dargestellt  werden  kann: 


(2) 


1_      fd^ 

^  2ni    J     q>  ' 


WO  die  Integration  in  positiver  Richtung  um  a  herumläuft. 

Die  Zahl  (i  ist  die  Ordnungszahl  von  q>  im  Puncte  y,  und  ist 
also  —  gemäss  unserer  Defmition  (S.  241)  —  auch  zugleich  die 
Ordnungszahl  von  /"im  Puncte  c. 

Die  eben  angegebene  Formel: 

^  2ni   J    (p 

a 

bezieht  sich  zunächst  nur  auf  das  natürliche  Bild: 

(a,  1,  S  +  tri,  y,  q)). 
Doch  kann  sie  mit  leichter  Mühe  auch  zu  dem  ursprüngliche  snt 
Dilde 

(31,  m,  X  +  iy,  c,  f) 

in  Bezug  gesetzt  werden.  Da  nämlich  die  am  Rande  der  Flaches  1:1 
91  und  a  vorhandenen  Werthe  von  /*  und  tp,  vorausgesetzt  das^s 
man  beide  Flächen  in  positiver  Richtung  umläuft.  Schritt  rmTir 
Schritt  unter  einander  identisch  sind,  so  wird  das  in  positiv^ ^r 

Richtung  um  a  herumerstreckte  Integral   /— gleich werthig  sc^in 

mit  dem  ebenfalls  in  positiver  Richtung  um  %  herumerstreckt. ^n 

Integrale  /  ---    Und    wir   können  daher  jene  für  ft  gefundeicie 

Formel  auch  so  schreiben: 

WO  sie  nun  in  unmittelbarer  Beziehung  zu  dem  ursprünglich  ^ 
Bilde  steht  und  folgenden  Satz  liefert:  Die  Ordnungszahl  < 
welche  die  gegebene  Function  f  im  Puncte  c  besit^^ 
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ist,  falls  man  unter  $[  ein  um  c  herum  abgegrenztes, 
Ainreichend  1(1  ein  es  Flächenstück  versteht,  gleich  dem- 
jenigen Werthe,  welchen  das  in  positiver  Richtung  um 

21  herumerstreckte  Intefi:ral  r— .  •  /  -f  besitzt. 

Wir  müssen  uns  nun  daran  erinnern,  dass  der  natürliche 
Zustand  des  betrachteten  Flächenstücks  %  kein  völlig  bestimmter 
ist^  dass  nämlich  im  Allgemeinen  immer  zwei  Zustände  existiren, 
welche  an  diesen  Namen  gleiches  Anrecht  haben.  Wir  haben  nun 
soeben  für  die  in  c  vorhandene  Ordnungszahl  |x  einen  völlig 
bestimmten  Werth  gefunden,  ohne  dass  es  dabei  nöthig  gewe- 
sen wäre,  zwischen  jenen  beiden  Zuständen,  die  unter  dem  Na- 
men des  natürlichen  Zustandes  parallel  neben  einander  her- 
gehen, eine  bestimmte  Wahl  zu  trefifen.  Wir  werden  also  für 
die  Ordnungszahl  |x  —  völlig  gleichgültig,  ob  wir  bei  ihrer  Er- 
mittelung von  jenen  beiden  Zuständen  den  einen,  oder  den  andern 
in  Anwendung  bringen  —  immer  ein  und  denselben  Werth 
finden.  Die  Unbestimmtheit,  welche  in  Betreff  des  na- 
türlichen Zustandes  stattfindet,  bleibt  also,  wie  wir 
sehen,  auf  die  Ermittelung  der  Ordnungszahlen  ohne 
a^len  Einfluss.*) 

In  ähnlicher  Weise,  wie  wir  die  Formel  (2)  behandelt  haben, 
^"  ähnlicher  Weise  müssen  wir  nun  auch  die  Formel  (1)  von  dem 
natürlichen  Bilde  auf  das  ursprünglich  gegebene  zu  übertragen 
swchen.  Hierbei  wird  es  aber  nöthig  sein,  den  natürlichen  Zu- 
^^d  nicht  länger  in  seiner  Unbestimmtheit  beharren  zu  lassen, 
°*ttüich , erforderlich  sein,  die  unter  diesem  Namen  begrififenen 
y^iden  Zustände  aus  einander  zu  halten.  Wir  bezeichnen  das- 
J^'^ge  Bild,  welches  das  Flächenstück  21  und  die  darauf  vorhan- 
denen Functionswerthe  im  ursprünglichen  Zustande  darbieten, 
Dach  ^c  vor,  mit: 

(21,  m,  X  +  iy,  c,  /*). 

^^8egen  bezeichnen  wir  dasjenige  Bild,  welches  von  jenem  Flächen- 
^ck  und  von  jenen  Functionswerthen  zur  Zeit  des  natürlichen 
^J^standes  dargeboten  wird,  je  nach  der  besondern  Beschaffenheit 
'^s  Zustandes,  auf  verschiedene  Weise;  nämlich  mit: 


t        *i  Hiermit  ist  die  früher  (Note  auf  ö,  242)  entstandene  Besorgniss 
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(a",  1,  S«  +  in\  A  g?«), 
oder  mit: 

(a',  1,   I'  +  iri\  y',  (p), 

jenachdem  die  Herstellung  des  natürlichen  Zustandes  vermittelst 
der  ersten,  oder  vermittelst  der  zweiten  Umformungsmethode 
bewerkstelligt  worden  ist.  Alsdann  werden  a^  und  a'  gewisse 
Elementarflächen ,  und  q>^  und  tp'  zwei  auf  diesen  Flächen  ausge- 
breitete Functionen  vorstellen,  deren  Werthe  in  jedem  Puncte 
5^  +  iif  oder  I'  +  irf  identisch  mit  demjenigen  sind,  welchen 
die  gegebene  Function  f  im  correspondirenden  Puncte  x  +  iy 
besitzt.  Zugleich  werden  unter  y^  und  /  diejenigen  Puncte  zu 
verstehen  sein,  welche  mit  c  correspondiren. 

Denken  wir  uns  nun  wiederum  das  um  c  herum  abgegrenzte 
Flächenstüc.k  ^  hinreichend  klein,  so  klein,  dass  dasselbe,  mit 
etwaiger  Ausnahme  eines  in  c  selber  befindlichen  Poles  oder 
Nullpunctes,  von  Polen  und  Nullpuncten  völlig  frei  ist,  so  wird 
Analoges  auch  von  den  Elementarflächen  a^  und  a'  gelten.  Und 
wir  werden  dah^r  —  ganz  ähnlich  wie  früher  in  (1)  —  für  die 
auf  a®  und  a'  vorhandenen  Wertlie  g?®  und  q>  folgende  Formeln 
erhalten: 

(pO  =  (|0  +  irf  ^y^f\H\ 

g,'  =  [t  +  iri'-yf  .H\ 
liier  sind  ft^  und  ft'  die  Ordnungszahlen  von  qfi  und  ip  in  den 
Puiicten  y^  und  /,  also  zwei  Zahlen,  die  mit  der  im  Puncte  c 
vorhandenen  Ordnungszahl  von  f  identisch,  folglich  auch  unter 
einander  identisch  sind.  Ferner  sind  hier  unter  H^  und  H'  zwei 
respective  von  |®  +  irf  und  §'  +  ir]  abhängende  Functionen  zu 
verstehen,  von  welchen  die  eine  auf  a^  die  andere  auf  a'  allent- 
halben eindeutig,  stetig  und  nullfrei  ist.  Bezeichnen  wir 
die  in  c  vorhandene  Ordnungszahl  von  ^  nach  wie  vor,  mit  fA, 
so  ist  [i^  =ss  (i  =T  lA,  folglich: 

(40)  g?o  =  (^«  +  f  ^0  -  y^f  .  H^ 

(4')  9'  =  (r  +  W  -  yf  .  H\ 

Um  nun  diese  Formehi  auf  das  ursprüngliche  Bild 
(31,  m,  X  +  iy,  c,  f) 
übertragen  zu  können,  denken  wir  uns  auf  51  ausser  der  Function 
f  selber  noch  zwei  andere  Functionen  E^  und    E'  ausgebreitet. 


Functionen  auf  einer  Riemann*schen  Kugeiiläche. 


251 


deren  Werthe  in  jedem  Puncte  x  +  iy  identisch  mit  denjenigen 
sind,  welche  die  soeben  zum  Vorschein  gekommenen  Functionen 
H"  und  H'  in  den  correspondirenden  Punclen  ^  +  iri^  und 
^  +  ivf  besitzen. 

Zwischen  den  beiden  Bildern: 

(21,  m,  x  +  iy,  c,  A  ^0), 

(a«,   1  ,  r^  +  irf,  y\  q>\   if 0) 
finden  alsdann  folgende  Beziehimgen  statt  (S.  236): 

go  +  irj^  =  y[x  +  iy)  —  c,     mithin: 


y^  *=:  yc  —  c  =  0;     ferner: 

H^  =  E«. 
Und  iiierdurch  verwandelt  sich  die  Formel  (4^)  in: 

(50)  /•=  {x  +  iy  -  c)«.  £«. 

Andererseits  sind  die  Beziehungen ,  welche  zwischen  den  bei- 
den Bildern: 

(31,  m,  X  +iy,  c,  /•,  E'), 

.     (a'.    1,  r+11?',  /,  q>\  H) 


stattßnden,  folgende: 


r    x  +  ti 


mithin: 


H'  =  E\ 
Hierdurch  gewinnt  die  Formel  (4')  folgende  Gestalt: 

Da  nun  W^  und  H'  zwei  von  J"  +  irf^  und  von  J'  +'iiy'  abhän- 
gende Functionen  waren,  von  welchen  die  eine  auf  a^  die  andelre 
auf  a'  überall  eindeutig,  stetig  und  nullfrei  war,  so  wird 
Analoges  auch  von  den  Functionen  E^^  und  E'  gelten.  Es  wer- 
«len  also  £^'  und  E'  zwei  auf  21  ausgebreitete,  von  x  -)-  iy  ab- 
hängende Functionen  sein,  welche  auf  21  allenthalben  ein- 
deutig, stetig  und  nullfrei  sind. 
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Das  Fläclieiislück  9(,  auf  welches  sich  vorhin  die  Formel  (3) 
bezog,  und  auf  welches  sich  gegenwärtig  auch  die  Formeln  (5®) 
und  (5')  beziehen,  kann  kurzweg  als  ein  um  den  Punct  c  herum 
abgegrenztes,  hinreichend  kleines  Flächenstuck  charakterisirt 
und  demgemäss  als  das  Bereich  des  Punctes  c  bezeichnet  wer- 
den. Ferner  ist  in  Betreff  der  beiden  Zustände  a^  und  a',  welche 
hier  unter  dem  Namen  des  natürlichen  Zustandes  von  %  parallel 
und  gleichberechtigt  neben  einander  hergegangen  sind,  zu  be- 
merken, dass  nicht  jederzeit  beide  denkbar  sind.  Ist  c  =  0, 
so  ist  nur  der  Zustand  a^,  ist  c  =  cx>,  nur  der  Zustand  a'  denk- 
bar; ist  hingegen  c  weder  0  noch  oo,  so  sind  gleichzeitig 
beide  Zustände  möglich.'*')  Analoges  wird  daher  auch  von  den 
Formeln  (5^)  und  (5')  gelten,  von  welchem  die  erstere  dem  Zu- 
stande a^  die  letztere  dem  Zustande  a'  ihren  Ursprung  verdankt. 
Ist  c  =  0,  so  wird  nur  die  Formel  (5^),  ist  c  =  oo,  nur  die 
Formel  (5')  gültig  sein;  hingegen  werden  gleichzeitig  beide 
Formeln  Gültigkeit  besitzen,  sobald  c  weder  0  noch  oo  ist.  Be- 
achten wir  dies,  so  können  wir  die  in  den  Formeln  (3),  (5®),  (ö*) 
enthaltenen  Resultate  folgendermassen  aussprechen: 

Ist  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  f  auf  irgend  einem 
Theile  ©  einer  Riemanh*  sehen  Kugel  fläche  überall  .eindeutig,  und 
mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig, 
so  lassen  sich  die  Werthe,  welche  diese  Function  f  im  Bereiche 
irgend  eines  zu  ©  gehörigen  Punctes  x  +  iy  =:  c  besitzt  —  gleich- 
gültig, ob  dieser  Punct  ein  gewöhnlicher  oder  ein  Windung spunct, 
gleichgültig,  ob  er  ein  Pol  der  Function  oder  ein  Nüllpunct  der- 
selben oder  keines  von  Beiden  ist  —  jederzeit  durch  eine  der  bei- 
den Formeln: 

a 

f={x  +  iy  —  c)^.E^, 
darstellen.     Hier  sind  E^  und  £'  zwei  von   x  +  iy   abhängende 


*)  Fällt  nämlich  der  gegebene  Punct  c  weder  mit  dem  Puncto 
a;  +  ly  =3  0,  noch  auch  mit  dem  Puncte  x  -\-  iy  ^=x(x>  zusammen,  so  wird 
man,  wie  nahe  der  Punct  c  einem  dieser  beiden  Puncte  auch  immer 
liegen  mag,  das  um  c  herum  abgegrenzte  Flächenstück  21  sich  doch 
immer  so  klein  denken  können,  dass  es  keinen  jener  beiden  Puncte  in 
sich  enthält. 
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•Funciimen^  die  im  Bereiche  von  c  überall  eindeutig,  stetig  und 
null  fr  ei  sind;  femer  bedeutet  hier  m  die  Anzahl  der  Blätter, 
welche  im  Puncte  c  mit  einander  zusammenhängen;   und  schliess- 
lich fA  eine  gewisse  endliche  ganze  Zahl, 

Von  diesen  beiden  Darstellungen  ist  nur  die  erste  möglich, 
falis  c  =  0;  nur  die  zweite,  falls  c  =  oo  ist;  hingegen  gleich- 
zetitg  die  erste  und  zweite,  falls  c  weder  0  noch  oo  ist. 

JHe  Zahl  (i  ist  nichts  Anderes,  als  die  im  Puncte  c  vorhan- 
dene Ordnungszahl  der  Function  f ;  der  Werth  dieser  Zahl  kann 
jeticT-xeit  dargestellt  werden  durch  folgende  Formel: 


^^'ö  die  Integration  in  positiver  Richtung  um  das  Bereich  des 
^^ncies  c  herumläuft^) 

^'^'^tter  Abschnitt.  Ueber  die  Berechnnng  der  Ordnungszahlen 
▼on.  Ponetionen,  welche  anf  einer  Biemann'schen  Kugelfläche, 
®^^r    auch  auf  einer  gewöhnlichen   einblättrigen  Kugelfläche 

ausgebreitet  sind. 

Um  die  Art  und  Weise  ins  Licht  zu  setzen,  wie  man  mit 
»ölfe  dieses  Satzes  die  Ordnungszahlen  in  gegebenen  Fällen  leicht 
^^  ermitteln  im  Stande  ist,  betrachten  wir  einige  Beispiele.  Statt 
^  H*  iy  setzen  wir  dabei  zur  Abkürzung  z. 

Erstes  Beispiel.    Um  sämmtliche  Werthe  der  Function 

y  X  +  iy      oder       ]/z 
^^^  eindeutige  Weise  auszubreiten,  dient,  wie  sich  aus  einem  früher 

**)  Statt  -jr  kann  man  setzen  (flog/*.    Thut  man  dies,  so  lässt  sich 

^^  Soeben  für  ft  aufgestellte  Formel  in  Worten  folgendermassen  aus- 
^P^echen:  Wächst  der  log  /*,  wenn  man  das  Bereich  des  Punc- 

^^  c  in  positiver  Richtung  umläuft,  um  ft  .  2ni  an,  so  ist  /Li 
^^    Ordnungszahl,   welche/*  in  c  besitzt.    Man   könnte   diesen 

*^*2  benutzen,  um  die  Ordnungszahl  zu  definiren.  Solches  hat  Rie- 
^*iiii  gethan.    Denn  in  seiner  Abhandlung  (Borch.  Journal  f.  Math. 

,  •  54.  8.  117)  heisst  es:  „Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  heisse 
^öe  B'unction  für  einen  Punct unendlich  klein  von  der  ersten 

/^*^ting,  wenn  ihr  Logarithmus  bei  einem  positiven  Umlauf  um  ein 

®®^U  Punct  umgebendes  Flächenstück um  ^ni  anwächst." 


/ 


2ö4  Siebeale  Vorlesung. 

(Seite  191)geriiii(leiieii  Satz  iinmiltelbar  ergiekt,  eine  zweiblättnge 
ßiemauirsche  Kugelflaclie»  welche  —  sie  mag  9l|  genannt  werden 
—  zwei  bei  z  =  0  und  bei  r  s=  oo  liegende  Windungspuncte  be- 
sitzt, und  welche  ausserdem  mit  einer  von  z  =  0 
nach  z  =  cx>  laufenden  Uebergangslinie  behaftet 
ist  (Fig.  58).  Auf  dieser  Fläche  ist,  wie  sich  eben- 
falls aus  jenem  Satze  ergiebt,  die  Function  ]/^ 
nicht  nur  überall  eindeutig,  sondern  mit  Ausnahme 
eines  einzigen,  im  Windungspuncte  z  =  oo  lie- 
genden Poles  auch  überall  stelig.  Ausserdem  ist 
klar,  dass  die  Function  j/z  nur  für  r  =  0  verschwindet,  dass 
sie  also  auf  der  ganzen  Fläche  dl^  nur  einen  einzigen,  im  Win- 
dungspuncte z^=0  liegenden,  Nullpunct  besitzt. 

Zufolge  des  kürzlich  (Seite  246)  gefundenen  Satzes  ist  nun 
die  Ordnungszahl  einer  Function  in  jedem  Nullpuncte  positiv,  in 
jedem  Pole  negativ,  und  in  jedem  andern  Puncte  gleich  Null. 
Demnach  wird  die  OrdnungszalU  der  hier  betrachteten  Function 
y7  auf  der  ganzen  Fläche  91^  mit  Ausnahme,  der  beiden  Win- 
dungspuncte überall  Null  sein.  Die  beiden  Windungspuncte  sind 
also  die  einzigen,  in  welchen  der  Werth  dieser  Zahl  noch  zu  be- 
stimmen ist.  Und  hiezu  bietet  nun  der  zuletzt  gefundene  Satz 
(Seite  252)  die  Mittel  dar. 

Im  Windungspuncte  2  =  0  hängen  zwei  Blätter  der  Fläche 
mit  einander  zusammen.  Um  daher  die  in  diesem  Puncte  vor- 
handene Ordnungszahl  zu  bestimmen,  müssen  wir  die  im  Bereiche 
dieses  Punctes  vorhandenen  Werthe  von  j/z  in  folgender  Weise- 
darzustellen suchen: 

(1)  J/z  =  (t  -  0)^  .  E, 

und  zwar  der  Art,  dass  ft  eine  ganze  Zahl  und  E  eine  von  z 
abhängende  Function  vorstellt,  welche  im  Bereiche  des  Punctes 
überall  eindeutig,  stetig  und  nulifrel  ist.  Gelingt  uns  sol- 
ches, so  wird  dann  —  zufolge  jenes  Satzes  —  (i  die  gesuchte 
Ordnungszahl  sein. 

Gelingt  es  uns  ferner,  die  im  Bereich?  des  andern  Windungs- 
punctes  2  =  cx>  vorhandenen  Werthe  von  "/z  durch 


(2) 


^=(i-^y.* 
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darzustellen,  wo  yi  wiederum  eine  ganze  Zahl,  und  H  wiederum 
eine  Function  ist,  die  im  Bereiche  des  Punctes  überall  eindeu- 
tig,   stetig  und  nullfrei  bleibt,  so  wird  \i!  die  im  Puncte 
z  =  oo  vorhandene  Ordnungszahl  sein. 
Nun  ist  aber  offenbar: 

(3)  ^  =  z*=  (^-0)*.l, 

und  ebenso: 

Vergleicht  man  (1)  mit  (3) ,  und  vergleicht  man  anderer- 
seits (2)  mit  (4),  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  fi  =  1  und  dass 
f*''  =  —  1  ist. 

Die  Ordnungszahl  von  Y^  ist  also  auf  der  Fläche  9ij  in  dem 
^«wen  Windungspuncle  gleich  1 ,  im  andern  gleich  —  1 ,  und  in 
dien  übrigen  Puncten  gleich  0. 

Zweites  Beispiel.  Ist  A  eine  beliebig  pjg.  59 
g^ebene  reelle  oder  ünaginäre  Constante,  so  ^^^ 
^^nt  zur   eindeutigen  Darstellung  der  Function    /^^     '^^«-^ 

y^^-  )) 

^^^e  Riemann*sche  Kugelfläche  dt^y,  welche  zwei  \V  // 

bei  z  ==  A  und  bei  z  =00  liegende  Win^ungs-     xi::^^^^-;::^^ 
I^Qcte  besitzt,  und  ausserdem  eine  von  2  =  ^  *■** 

öach  2  =  00  laufende  Uebergangslinie  (Fig.  59). 

Auf  dieser  Fläche  dt^^  besitzt  die  Function  nur  einen  Pol 
*"^^  nur  einen  Nullpunct;  ersterer  liegt  bei  z  =  cx>,  letzterer 
"^i  z  =  A.  Somit  ergiebt  sich  also  zunächst,  dass  die  Ordnungs- 
zahl von  yz  —  A  mit  Ausnahme  der  beiden  eben  genannten  Puncte 
auf  dep  Fläche  SÄj,  allenthalben  gleich  Null  ist. 

Offenbar  ist: 

A 


I 


yz  —  A  =  {z—Ay.l; 
"*^aus  ergiebt  sich  zufolge  unseres  Satzes  sofort,  dass  die  Ord- 
^^ögszahl  im  Puncte  2  =  ^  den  Werth  1  besitzt. 
Ferner  ist  offenbar: 

^^   diese  Gleichung  kann  benutzt  werden,  um  die  im  Windungs- 
P^Qcte  z  =  <x>  vorhandene  Ordnungszahl  zu  ermitteln.    Die  Func- 
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tion  y z  —  A  ist  auf  Fläche  SRjj  überall   eindeutig;   anders 
aber  yerhält  es  sich  mit  den  beiden  Facloren. 


j/7     und     j/l  - 


A 


in  welche  diese  Function  hier  zerlegt  ist.  Die  Function  j/z  wird 
sich  eindeutig  ausbreiten  lassen  auf  der  vorhin  betrachteten 
Fläche  ^p  nicht  aber  auf  der  gegenwärtig  vorliegenden  Fläche 
SRjj.    Und    ebenso   wenig  wird  solches  bei   dem  andern  Factor 

j/l möglich  sein. 

Doch  ist  Folgendes  zu  bemerken:  Die  beiden  Flächen  9%^  und 
SRjj  sind  in  der  Nähe  des  Punctes  z  =  oo  von  ganz  gleicher  Be- 
schaffenheit. Die  Function  f/z  wird  demnach,  weil  sie  auf  dt^ 
allenthalben  eindeutig  war,  allerdings  nicht  auf  der  ganzen  Fläche 
SRii»  wohl  aber  auf  demjenigen  T heile  dieser  Fläche  eindeutig 
sein,  welcher  sich  in  der  Nähe  des  eben  genannten  Punctes  be- 
findet; sie  wird  also  —  können  wir  sagen  —  auf  der  hier  be- 
trachteten Fläche  diu  ^^n^^^utig  sein  im  Bereiche  des  Punc- 
tes z  =  oo.  Daraus  aber,  dass  j/z  —  A  und  j/J  im  Bereiche 
von  z  =  cx>  eindeutig  sind ,  folgt  nun  mit  Bücksicht  au[  (1)  un- 
mittelbar, dass  j/l im  Bereich  dieses  Punctes  eben- 
falls eindeutig  sein  muss.  Ausserdem  ist  klar,  dass  die  Func- 
tion y  1  —  —  im  Bereich  des  Punctes  2=00  nirgends  verschwin- 
den und  auch  nirgends  unendlich  gross  werden  kann.  Somit 
ergiebt  sich  also,  dass  diese  Function  —  sie  mag  zur  Abkürzung 
mit  E  bezeichnet  werden  —  im  Bereiche  von  2  cm  00  überall 
eindeutig,  stetig  und  nuUfrci  ist. 

Wir  können  nun  die  Gleichung  (1)  so  schreiben: 

.     f/z  —  A  =  /r.  E, 
oder,  was  dasselbe  ist: 

Hieraus  aber  folgt,  wenn  wir  imsern  Satz  in  Anwendung  bringen, 
unmittelbar,  dass  die  Ordnungszahl  von  ]/z  —  A  im  Puncte  2  =  00 
den  Werth  —  1  besitzt. 
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7i«oo 


JHe  Ordnungszahl  von  ^z  —  A  besitzt  also  auf  der  Fläche  ?ft^^ 
in  dem  Windung  spunde  z  =  A  den  fVerth  +  1 ,  im  Windungs- 
puficie  z  =  (X>  den  Werth  —  1,  und  in  allen  übrigen  Puncten  den 
Werth  0. 

Drittes  Beispiel.     Um  die  Function 

(1)  q>  =  V[z-  A,)(z-^  A^)  ....  [z  —  A^,^^) 
eindeutig  auszubreiten,  dient  eine  zweiblättrige  Riemann'sche  Kugel- 
fläche 9liii,   welche  2v  Windungspuncte  2;  =  ^,,   z  =  ^2»  •  •  • 
z  ==  ^2y-i  und  zc==  cx>  besitzt  (Fig.  60).    Auf  p.     ^^ 
dieser  Fläche  9lt,u  besitzt  die  Function  2i/ —  1 
Nullpuncte  und  einen  einzigen  Pol;  die  erstem 
liefen  in  den  Puncten  ^j,  ^2»  •  •  •  ^iv-v  ^^^ 
letztere  im  Puncte  z  :^  cx). 

Wir  können,  um  die  Ordnungszahl   im  Puncte  A^  zu  ermit- 
^1q,  den  Werth  von  g?  so  darstellen: 

(2)  g,  =  /z  -  ^1  .  j/(z-^2)--..(^-^2..l). 

Da  nun  die  vorhin  betrachtete  Function  )/ z  —  A  auf  der  dama- 
ligen Fläche  8l„  überall  eindeutig  war,  mithin  auch  eindeutig  war 
"*^  Bereich  des  Windungspunctes  z  =  A^  so  wird  die  Function 
r  ^  —  A^  auf  der  gegenwärtig  vorliegenden  Fläche  SRjj,  im  ße- 
**^iche  des  Windungspunctes  z  =  ^,  ebenfalls  überall  eindeutig 
sein.  Und  gleiches  wird  daher,  zufolge  (2),  innerhalb  des  eben 
genannten  Bereiches  auch  gelten  von  der  Function 

y{z  —  A^.,.  (2  —  Aiy.x), 
^Udem  ist  klar,  dass  diese  letztere  im  Bereiche  von  A^  nirgends 
J^rschwinden  und  nirgends  unendlich  werden  kann.  Wir  können 
^eselbe  daher  —  sie  mag  E  genannt  werden  —  als  eine  Function 
**^2eichnen,  welche  im  Bereich  von  A^  überall  eindeutig,  stetig 
^^^  nullfrei  ist.  Die  Gleichung  (2)  lässt  sich  nun  folgender- 
^^ssen  schreiben: 
Oder  v^yz-A,.E, 

^_)      ■  9)  ==  (z  -  A,)^.  E. 

^^faus  aber  folgt  mit  Rucksicht  auf  unsern  Satz,  dass  die  Ordnungs- 
^^*^l    von    q>  im  Puncte  A^   den    Werth   1   besitzt.     In  ähnlicher 

^^^e,  und  zu  demselben  Werth  wird  man  bei  den  Puncten 
^>     ^3, A^v-y  gelangen. 

■^«amann,  Abel'sche  Integ^rale.  \^ 
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Um  ferner  die  Ordnungszahl  von  g)  im  Puncte  z  =  oo  zu 
ermitteln,  bemerken  wir  zunächst,  dass 


(4)     ^  =  (/T)--' /(i  -  4) (I-  f)  .  .  .  .  (l  _  i^) 

ist.  Da  die  im  ersten  Beispiele  betrachtete  Function  f/z  auf  der 
damaligen  Fläche  dt^  überall  eindeutig  vvar,  mithin  auch  eindeutig 
war  im  Bereiche  des  auf  jener  Fläche  vorhandenen  Windungs- 
punctes  2  =  cx>,  so  wird  dieselbe  auf  der  gegenwärtig  vorliegen- 
den Fläche  91,1,  ™  Bereiche  des  Windungspunctcs  z  =  oo  eben- 
falls überall  eindeutig  sein.  Und  Gleiches  wird  daher  zufolge  (4) 
auch  gelten  müssen  von  der  Function 

/F4)"F4')-('-^)- 

Zugleich  wird  diese  Function  im  Bereiche  von  z  =  cx>  nirgends 
null  oder  unendlich  werden  können*).  Es  wird  daher  diese  Func- 
tion —  sie  mag  E  heissen  —  im  Bereiche  des  Windungspunctes 
z=:cx>  überall  eindeutig,  stetig  und  nullfrei  sein.  Geben 
wir  nun  der  Gleichung  (4) 

die  Gestalt: 


2y— 1 


^=(4-4)  '-. 

SO  erhellt  aus  unserm  Satze  unmittelbar,   dass  die  Ordnungszahl 
von  (f  im  Puncte  z  =  oo  gleich  — (2i/  — 1)  ist.     Also: 
Die  Ordnungszahl  der  Function 

j/(z  -  A,)  (z  —  A,)....(z—  A^r-i) 
auf  der  Fläche  SR,,,  besitzt  in  jedem  der  Puncte  Ay^  -^j,  .  .  .  A^^-x 
den   Werth  1,  ferner  im  Puncte  z  =  oo  den   Werth  — (2v — 1), 
und  endlich  in  allen  übrigen  Puncten  den   Werth  0. 
Viertes  Beispiel.     Um  die  Function 

f=  j/(z  -^  A,)  [z  —  A^)...[z  —  A,,) 
eindeutig  auszubreiten,  dient  eine  zweiblättrige  Riemann'sche  Kugel- 
fläche SÄjy,    welche  2v  Windungspuncte  A^,  A^,  .  .  .  A^^  besitzt. 

*)  Im  Puncte  z  =3  CX)  selber  besitzt  sie  den  Werth  1 ,  mithin  in 
allen  übrigen  Pnncten,  die  zum  Bereich  von  z  ==  OO  gehören,  einen 
wenig  von  1  Torschiedonen  Werth. 
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Bei    z=<x>  besitzt  sie  keinen  Windungspunct ,  sondern  zwei 
über    einander   liegende    Puncte,  welche  mit 
«r  und  ß  bezeichnet  werden  mögen  (Fig.  61).  Fig.  61. 

Auf  dieser  Fläche  fü^y  hat  nun  die  Function 
im    Ganzen    2v  Nullpuncte  und  2  Pole.     Die 
ei-stern  liegen  bei  ^„  ^j»  •  •  •  ^2».  die  letztern 
bei    €x  und  j3. 

Die  Ordnungszahlen  in  den  Nullpuncten  lassen  sich  genau 
el>e¥iso  wie  in  dem  vorhergehenden  Beispiele  bestimmen.  Man 
fii:iclet,  dass  jede  dieser  Zahlen  den  Werth  1  hat. 

Um  nun  ferner  die  Ordnungszahlen  in  einem  der  beiden  Pole, 
z«  B.  im  Pole  a  zu  finden,  bemerken  wir,  dass  der  Werth  von/* 
"^     folgender  Weise  geschrieben  werden  kann: 

(X)  -   ^= .  /(T-  ^)(i  - 1) . . . .  (i  ~i')  • 

^^  der  in  der  Nähe  von  a  vorhandene  Theil  unserer  Fläche  SRjy 
g^^öau  ebenso  beschaffen  ist,  als  gehörte  er  einer  gewöhnlichen 
^^  ^  blättrigen  Kugelfläche  an,  die  Function  z*  aber,  wie  wir 
"*^lier  (Seite  139)  gefunden  haben,  auf  einer  einblättrigen  Kugel- 
»^clie  allenthalben  eindeutig  ist,  so  wird  die  Function  z*  auch 
»ier  auf  der  Riemann'schen  Fläche  dt^y  eindeutig  sein  im 
"^f  eiche  des  Punctes  a.  Gleiches  gilt  naturlich  von  f.  Zu- 
*^lge  (1)  wird  daher  die  Wurzelgrösse 


/(,_4.)(._d.).:.(,_^) 

^ine  Function  sein,  die  im  Bereiche  von  a  ebenfalls  überall  ein- 
^^Otig  ist.  Gleichzeitig  ist  diese  Function  in  dem  eben  genaun- 
^^^  Bereich  auch  überall  stetig  und  nullfrei  Bezeichnen  wir 
^^    mit  E,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (1)  in 

f=z-,E, 

^^^i*,  was  dasselbe  ist,  in 

'^d  hieraus  folgt  sofort,  dass  die  Ordnungszahl  von  f\m  Puncte  u 


den 


Werth   —  V    besitzt.      Derselbe    Werth    ergiebt    sich    in    ß. 
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Die  Ordnungszahl  der  Function 


/(z  -  A^)  (z-A,}....{z-  A,,) 

auf  der  Fläche  91, y  hesiizi  in  jedem  der  Punclc  ^j,  ^.^^  •  •  •  ^2» 
den  Werth  1 ,  femer  in  jedem  der  beiden  bei  2  ==  00  liegenden 
Puncte  den  Werth  — v,  und  endlich  in  allen  übrigen  Puncten  den 
Werth  0. 

In  jedem  dieser  Beispiele  zeigt  sich,  dass  die  Summe  sammt- 
licher  Ordnungszahlen  Null  ist.  Wir  werden  bald  sehen,  dass 
dies  nicht  zufällig,  sondern  Folge  eines  gewissen  merkwürdigen, 
sehr  allgemeinen  Satzes  ist. 

Die  gewöhnliche  einblättrige  Kugelfläche,  mit  welcher  wir 
uns  in  einer  früheren  Vorlesung  (Seite  132)  beschäftigt  haben,  ist 
offenbar  nur  ein  Specialfali  der  Riemann'schen  mehr  blättrigen 
Kugelfläche.  Und  der  zuletzt  gefundene,  für  jede  Riemann*sche 
Kugelfläche  gültige  Satz  (Seite  252j  wird  daher  auch  gelten  für  die 
einblättrige  Kugelfläche.  Mit  Bezug  auf  diesen  Specialfall  lautet 
derselbe;  wie  man  sofort  übersieht,  folgendermassen : 

Ist  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  f  auf  irgend  einem 
Theile  ©  einer  gewöhnlichen  einblättrigen  Kugelfläche  überall  ein- 
deutig^ und  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  über- 
all stetig^  so  lassen  sich  die  Werthe^  welche  die  Function  f  im  Be- 
reich irgend  eines  zu  ©  gehörigen  Puncte s  x  +  ig  =  c  besitzt 
—  gleichgültig,  ob  dieser  Punct  ein  Pol  der  Function,  ein  Null- 
punci  derselben,  oder  keines  von  Beiden  ist  —  immer  durch  eine 
der  beiden  Formeln: 

f=(x  +  iy^  cf  .  ^, 


darstellen.  Bier  sind  unter  E^  und  F!  zwei  von  x  +  iy  abhängende 
Functionen  zu  verstehen ,  welche  im  Bereich  des  Punctes  c  überall 
eindeutig,  stetig  und  null  fr  ei  sind;  ferner  unter  (i  eine  end- 
liche ganze  Zahl. 

Von  diesen  beiden  Darstellungen  ist  nur  die  erste  möglich, 
falls  c  gleich  0,  nur  die  zweite,  falls  c  gleich  00  ist;  hingegen 
gleichzeitig  die  'erste  und  zweite,  falls  c  weder  0  noch 
00  ist. 

Die  Zahl  fi  ist  nichts  Anderes,    als  die  im  Puncte  c  vorhan- 
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dene   Ordnungszahl   von  f.     Ihr    Werih  kann  jederzeit  ausge- 
drückt werden  durch  folgende  Formel: 


^  2niJ    f 


WO  die  Integration  um  das  Bereich  des  Punctes  c  in  positiver  Rich- 
tung herumläuft. 

Beispielsweise  wollen  wir  zeigen,  wie  man  mit  Hülfe  dieses 
Satzes  die  Ordnungszahl  der  Function 

^  (z  —  cy 

bestimmen  kann.  Hier  soll  z  zur  Abkürzung  für  x  +  iy  stehen; 
ferner  sollen  A^  B,  C  beliebig  gegebene  Constanten,  und  a,  6,  c 
irgend  welche  positive  ganze  Zahlen  vorstellen.  Die  Function  g> 
ist  alsdann  eine  rationale  Function,  und  kann  daher  —  zufolge 
eines  früheren  Satzes  (Seite  139)  —  auf  einer  einblättrigen 
Kugelfläche  Ä  der  Art  ausgehreitet  werden,  dass  ihre  Werthe  da- 
selbst überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  da- 
selbst auch  überall  stetig  sind.  Es  handelt  sich  darum,  die  Ord- 
nungszahlen von  (p  auf  dieser  Fläche  M  zu  bestimmen. 

Die  Nullpuncte  und  Pole  von  gp  liegen  offenbar  bei  z  =  A, 
zT=z=i  By  z  =  C  und  bei  ^r  ?=  co.  Und  zwar  sind  von  diesen  vier 
Puncten  die  beiden  ersten  jedenfalls  Nullpuncte,  der  dritte  jeden- 
falls ein  Pol.  Wie  es  sich  mit  dem  vierten,  nämlich  mit  dem 
Puncte  z  =  (X)  verhält,  ist  fraglich;  es  wird  nämlich  dieser  ein 
Nullpunct  sein,  falls  a  +  6  <  c,  ein  Pol  sein,  wenn  a  +  b  >  c, 
und  endlich  keines  von  ßeiden  sein,  sobald  a  +  b  i=i  c  ist. 
Zufolge  eines  zu  Anfang  dieser  Vorlesung  (Seite  246)  gefun- 
denen Satzes  wird  die  Ordnungszahl  von  g>  in  den  vier  Punc- 
ten z=^,  z:=^B^  z:=iC  und  z  =  oo  durch  irgend  welche 
ganze  Zahlen,  und  in  allen  übrigen  Puncten  der  Fläche  R 
durch  Null  dargestellt  sein. 

Offenbar  können  wir  den  Werth  von  g>  in  folgende  Gestal- 
ten bringen: 

(1)  ^  =  (,_^)..-|^, 

(2)  ^  =  (,_^)^ii^, 

(3)  <p  =  (z  -C)-'  .{z-J)'(z-  B)\ 
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Aus  (1),  (2),  (3)  folgt  mit  Hinblick  auf  den  zuletzt  hingestell- 
ten Satz  sofort,  dass  die  Ordnungszahl  von  q>  in  den  Puucten 
A,  B,  C  die  Werthe  a,  ö,  — c  besitzt;  und  aus  (4)  folgt,  dass 
sie  im  Puncte  z  =  oo  den  Werth  —  [a  +  b  —  c)  hat  Wiederum 
sehen  wir  also,  dass  die  Summe  sämmtlicher  Ordnungszahlen 
gleich  Null  ist. 

Wir  wollen  uns  eine  beliebige  Riemann'sche  Kugelfläche  9% 
gegeben  denken.  Ist  eine  Function  auf  der  gewöhnlichen  ein- 
blättrigen Kugelfläche  ^  überall  eindeutig,  so  wird  sie  bei  ihrer 
Ausbreitung  auf  der  Fläche  dt  ebenfalls  überaU  eindeutig  sein, 
und  ausserdem  in  über  einander  liegendenPuncten  der  Fläche 
gleiche  Werthe  besitzen.  Es  mögen  z.  B.  x  =  a^  y  =  b  die 
Coordinaten  irgend  eines  zur  Fläche  Ä  gehörigen  Punctes  p  sein, 
und  ferner  mögen  Pj,  Pj»  •  •  •  ^q  diejenigen  Puncte  der  Fläche 
dt*)  sein,  welche  dieselben  Coordinaten  besitzen;  alsdann  wird 
derjenige  Werth  der  Function,  welcher  bei  ihrer  Ausbreitung  auf 
Ä  im  Puncte  p  vorhanden  war,  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  dt 
gleichzeitig  in  P,,  in  Pj»  "•  s-  ^'•'  endUch  in  P^  auftreten. 

Ist  die  Function  im  Puncte  p  stetig^  so  wird  sie  bei  ihrer 
Ausbreitung  auf  dt  in  den  Puncten  P^^  P2,  .  .  -  Pq  ebenfalls  stetig 
sein.  Ist  die  Function  selber  im  Puncte  p  nicht  stetig,  wohl 
aber- der  reciproce  Werth  der  Function,  so  wird  Gleiches,  bei 
ihrer  Ausbreitung  auf  der  Fläche  dt,  auch  in  den  Puncten  jPj,  -Pj»  •  •  •  ^g 
stattfinden.  Ist  demnach  die  Function  —  sie  mag  f  heisseu  — 
der  Art  beschaffen,  dass  in  jedem  Puncte  der  Fläche  Ä  von  den 
beiden  Grössen  f  und  j  wenigstens  eine  stetig  ist,  so  wird  bei 
Ausbreitung  der  Function  auf  der  Fläche  dt  von  jedem  Puncte 
dieser  letztern  Fläche  dasselbe  zu  sagen  sein.  Mit  andern  Worten: 
Ist  die  Function  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Fläche  Ä  mit  Aus- 
nahme einzelner  Pole  überall  stetig,  so  wird  Gleiches  auch  gelten 
von  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Fläche  31. 

*)  Die  Puncte  P,,  Pg,  ...  Pq  liegen  in  der  Riemann'schen  Kugel- 
fläche di  gerade  über  einander;  sie  werden  je  nach  Umständen  ent- 
weder gewöhnliche  Puncte,  oder  Windung-s puncte,  oder  auch  Puncte 
sein,  die  theils  zur  einen,  theils  zur  andern  Art  gehören. 
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Es  sei  f  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function,  welche  bei 
ihrer  Ausbreitung  auf  Ä  überall  eindeutig  und  mit  Aus- 
nahme einzelner  Pole  überall  stetig  ist,  und  welche  also, 
zufolge  der  eben  gemachten  Bemerkungen,  bei  ihrer  Ausbreitung 
auf  der  Fläche  SJl  dieselben  Eigenschaften  besitzt.  Die  Ord- 
nungszahlen von  f  werden  dann  auf  der  Fläche  Ä,  und  ebenso  auch 
auf  der  Fläche  91  durch  lauter  ganze  Zahlen  dargestellt  sein. 
Wir  wollen  untersuchen,  in  welcher  Beziehung  die  Ordnungszahlen 
auf  der  einen  und  auf  der  andern  Fläche  zu  einander  stehen. 

Wiederum  mögen  p  und  P^^  P2,  -  -  *  Pq  irgend  welche  zu  ß 
und  9%  gehörige  Puncte  sein,  welche  ein  und  dieselben  Coor- 
dinaten  x  =  a,  y^==  h  besitzen;  zugleich  mag  a  -f-  ih  mit  c  be- 
zeichnet werden.  Die  Bereiche  dieser  Puncte  mögen  der  Reihe 
nach  a  und  91,,  2I2»  •  •  •  ^9  genannt  werden.  Das  Bereich  a  ist 
einblättrig ;  die  Bereiche  Slj,  2I2»  •  •  •  ^q  ^^itü  der  Reihe  nach  m, 
blättrig,  mg  blättrig  u.  s.  w.,  endlich  das  letzte  m^  blättrig ;  so  dass  also 

m,    +  mg  +   .  .  .   +  m^ 
die  Anzahl  sämmtlicher  Blätter  vorstellt,  welche  in  der  Fläche  9ft 
über  einander  geschichtet  sind. 

Ist  li  die  Ordnungszahl,  welche  die  Function  bei  ihrer  Aus- 
breitung auf  Ä  im  Puncte />  besitzt,  so  wird  (vgl.  S.  260)  im  Be- 
reiche von  p,  d.  i.  innerhalb  a 
(1)  f:=^{x  +  iy-  cf.  E 

sein,   wo  E  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  bezeichnet, 
welche  innerhalb  a  allenthalben  eindeutig  stetig  und  nullfrei  ist. 

Wir  verpflanzen  diese  Gleichung  von  dem  Bereiche  des  Punc- 
tes  p  auf  das  des  Punctes  P^ ,  d.  h.  von  a  auf  %^.  Derjenige 
Werth,  welchen  /*  in  je  einem  Puncte  von  a  besitzt,  fällt  als- 
dann auf  je  m^  über  einander  liegende  Puncte  von  %^\  glei- 
ches  gilt  von  den  Wertlien  der  Potenz  [x  -f-  iy  —  c)  ,  und  von 
den  Werthen  der  Function  E,  Da  die  Function  E  innerhalb  a 
überall  eindeutig  stetig  und  nullfrei  war,  so  vdrd  sie  innerhalb  Sl^ 
dieselben  Eigenschaften  besitzen.  Die  Werthe,  welche  die  Func- 
tion f  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  Fläche  3fl  in  dem  kleinen 
Flächenstück  9li  besitzt,  lassen  sich  also,  wie  bei  Ausführung 
jener  Verpflanzung  zu  Tage  tritt,  durch  eine  Formel 

f  =:  [x  +  iy  -  cf.  E 
darstellen,  in  welcher  E  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function 
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repräsentirt,  die  innerhalb  ^j  überall  eindeutig  stetig  und  null- 
frei ist.    Dieser  Formel  können  ^ir,  indem  wir -— an  Stelle  von 

in, 
mj  setzen,  auch  folgende  Gestalt  geben: 

(2)  f={oo  +  iy  ^  c)    m,    .E, 

wo  m^  die  Anzahl  der  in  9l|  über  einander  liegenden  Blätter  vor- 
stellt. Daraus  aber  folgt  mit  Bezug  auf  den  von  uns  gefundenen 
Satz  (Seite  252)  sofort,  dass 

die  Ordnungszahl  ist,  welche  die  Function  f  in  dem  auf  21,  lie- 
gendem Puncte  P|  besitzt.  In  gleicher  Weise  würde  sich,  wie 
leicht  zu  übersehen  ist,  darthun  lassen,  dass  ^m^^  ...  inm^  die- 
jenigen Ordnungszahlen  sind,  welche  die  Function  in  den  Puncten 
/>2,  ...  Pq  hat. 

Stillschweigend  haben  wir  hier  vorausgesetzt,  dass  das  den 
Puncten  p,  P, ,  -P2>  •  .  •  ^^  zugehörige  Binom  a  +  ib  oder  c  end- 
lich ist.  Wir  haben  also  noch  zu  untersuchen,  wie  die  Sache 
sich  gestaltet,  venu  c  unendlich  gross  ist.  Der  grösseren 
Allgemeinheit  und  Symmetrie  willen  beschränken  wir  uns  nicht 
auf  diesen  einzeln  stehenden  Fall,  sondern  denken  uns  unter 
c  eine  Grösse,  die  alle  möglichen  Werthe,  mithin  auch  einen 
unendlich  grossen  Werth  besitzen  kann,  die  aber  von  Null 
verschieden  ist.  An  Stelle  der  innerhalb  a  gültigen  Gleichung  (1) 
erhalten  wir  alsdann,  bei  sonst  gleicher  Bezeichnungsweise: 

folglich   an  Stelle    der  innerhalb  31,   gültigen  Gleichung   (2)   die 


Gleichung : 


^m, 


\^  +  ly  v 
Daraus  folgt,  dass  wiederum  /nm^  die  im  Puncte  P^  vorhandene 
Ordnungszahl  ist.  Es  ergeben  sich  demnach  hier  genau  dieselben 
Resultate,  wie  vorhin.  Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 
Ist  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  auf  der  gewöhn- 
lichen einblättrigen  Kugelfläche  ^  überall  eindeutig  und  mit  Aus- 
nahme einzelner  Pole  überall  stetig ,  so  wird  sie  bei  ihrer  Ausbreitung 
auf  einer  beliebig  gegebenen  Riemann^ sehen  Kugelfläche  9t  diesel- 
ben Eigenschaften  besitzen. 
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Sind  femer  p  und  P  irgend  zwei  zu  Ä  und  zu  fft  gehörige 
Puncte^  welche  dieselben  Coordinaten  besitzen^   und  ist  m  die  An- 
zahl  der  im  Puncte  P  mit  einander  zusammenhängenden   Blätter^ 
so   wird  die  Ordnungszahl  der  Function^  bei  ihrer  Ausbreitung  auf 
ffty    im  Puncte  P  jederzeit  mmal  so  gross  sein,  als  sie,  bei 'Aus- 
br^eitung  auf  der  Fläche  Ä,  im  Puncte  p  war.*) 
Beispielsweise  betrachten  wir  die  Function 

(z  -  A,)   {z  -  A,) 
^—  (z-A,)   {z-A,y 

^'o  A^,  A2,  A^,  A^  beliebig  gegebene  Constanten  sein  sollen,  und 
z  für  X  +  iy  steht.  Diese  Function  ist  eine  rationale  Function 
^öia  2,  und  ist  also  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  gewöhnlichen 
einblättrigen  Kugelfläche  ^  überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme 
2^^ier  in  z  =  ^3  und  z  =  A^  liegenden  Pole  daselbst  auch  überall 
ste|.ig.  Ihre  Ordnungszahl  ist  auf  der  Fläche  Ä  in  den  Puncten 
A  und-  A^  gleich  1  ^  in  den  Puncten  A^  und  A^  gleich  —  1,  und 
^     allen  übrigen  Puncten  gleich  0.     (Vergl.  S.  261.) 

Wir  wollen  uns  nun  diejenige  Riemann'sche  Kugelfläche  9^  con- 
^'^^tjirt  denken,  welche  dient,  um  sämmtliche  Werthe  der  Wurzelgrösse 

/ir-r:4ö~(z  -  A^)  (z  -  ^3) ....  (z  -  A^) 

^^^  eindeutige  Weise  auszubreiten;  unter  A^,  A^,  ^31  A^  sollen 
^^^r  die  in  (p  enthaltenen  Constanten,  und  unter  A^,  Aq,  , , .  A2v 
^"^^^«nd  welche  andern  Constanten  verstanden  werden.  Bei  ihrer 
^^^  «breitung  auf  dieser  zweiblättrigen  Fläche  dt  wird  die  Function 
^  »  ebenso  wie  zuvor  auf  Ä,  überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme 
"^M:*  Puncte  ^3,  A^  überall  stetig  sein.  Ihre  Ordnungszahl 
^^  Ä  rd,  wie  sich  aus  dem  vorhergehenden  Satz  ergiebt, 
*  ^^  f  der  Fläche  dt  in  den  Windungspuncten  A^,  A^  den 
^'^  ^rth  2,  in  den  Windungspuncten  A^,  A^  den  Werth  — 2, 
^  ^^d  in  allen  übrigen  Puncten  den  Werth  0  besitzen. 
Wir  betrachten  hier  ferner  die  Function 
1/;  --=^  z^. 
*-^i€se  wird  ebenso  wie  die  vorhergehende,  weil  sie  von  z  auf 
^^tionale  Weise  abhängt,  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  ge- 
wöhnlichen einblättrigen  Kugelfläche  Ä  überall  eindeutig,  und  mit 
Ausnahme  eines  bei  z  =  00  liegenden  Poles  daselbst  auch  überall 


*)  Die  Ordnnngszalil  wird  demnach  in  den  Puncten  p  und  P gleiche 
Werthe  besitzen,  wenn  m  =  1,  also  wenn  P  kein  Windungspunct  ist. 


266  Siebente  Vorlesung. 

stetig  sein.  Ihre  Ordnungszahl  besitzt  auf  der  Fläche  ^  im 
Puncte  z  =  0  den  Werth  2,  im  Puncte  z  =  <x>  den  Werth  —  2, 
und  in  allen  übrigen  Puncten  den  Werth  0. 

Wir  denken  uns  wiederum  diejenige  Riemann'sche  Kugeüläche 
dt  construirt,  welche  dient,  um  sämmtliche  Werthe  der  Wurzel- 
grösse 

y{z  -  A,)  {z-A,)  (z-^3)  . . .  (Z  —  A2.) 
auf  eindeutige  Weise  auszubreiten.  Diese  Fläche  ist  zweiblättrig, 
und  besitzt  bei  2  =  0  zwei  ohne  Zusammenhang  über  einander 
liegende  Puncte,  ebenso  bei  z  =  00.  Die  betrachtete  Function 
t/;  wird  zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  bei  ihrer  Ausbreitung 
auf  der  Fläche  9t  daselbst  überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig  sein.  Zugleich  wird 
die  Ordnungszahl  von  t/;  auf  der  Fläche  31  in  jedem 
der  bei  z  =  0  befindlichen  Puncte  den  Werth  2,  in 
jedem  der  bei  2  =  00  liegenden  Puncte  den  Werth — 2, 
und  in  allen  übrigen  Puncten  den  Werth  0  besitzen. 


Vierter  Abschnitt.    Ueber   die  Summe  sämmtlicher  Ordnungs- 
zahlen, welche  eine  Function  innerhalb  irgend  eines  Theiles 
einer  Riemann'schen  Kugelfläche  besitzt. 

Es  sei,  wie  früher,  @  irgend  ein  Theil  einer  beliebig  gege- 
benen Riemann'schen  Kugelfläche,  und  f  eine  von  x  +  iy  ab- 
hängende Function,  welche  auf  @  überall  eindeutig,  und  mit 
Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig  ist,  also 
eine  Function,  welche  —  zufolge  eines  früher  (S.  244)  gefunde- 
nen Satzes  —  auf  ©  auch  nur  einzelne  Nullpuncte  besitzen 
kann.  Bezeichnen  wir  die  Nullpuncte  mit  öi>  Ö2»  •  •  •  Qa,  «nd 
die  Pole  mit  Pj,  Pj»  •  •  •  ^ß>  ^^  werden  die  Ordnungszahlen  von 
f  in  den  Puncten  Q  durch  irgend  welche  positive  ganze  Zahlen 
Ö'i»  0^2  >  •  •  •  ^o»  ^^  ^^^  Puncten  P  durch  irgend  welche  negative 
ganze  Zahlen  — /?i,  —  p^,  -  -  -  —  Pß>  und  in  allen  übrigen 
Puncten  des  Flächentheiles  ©  durch  Null  dargestellt  sein.  Dem- 
nach wird 

(1)  -S  =  (ö'i  +  0^2  +  •  •  •  +  !7«)  —  (Pi  +  P2  +  •  •  •  +  Pß) 

die  Summe  sämmtlicher   Ordnungszahlen  sein,   welche  f  auf 
dem  ganzen  Flächentheile  (5  überhaupt  besitzt.    Es  soll  sich  nun 
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um  den  Werth  dieser  Summe  S  handeln.  Wii*  werden  zeigen, 
dass  man  denselben  jederzeit  zu  finden  im  Stande  ist,  falls  nur 
die  am  Rande  des  Flächentheiles  @  befindlichen  Functionswerthe 
f  bekannt  sind. 

Wir  zerlegen  den  Flächentheil  ©  durch  irgend  welche  Schnitte 
in  eine  Anzahl  einzelner  Fiächenstücke  Slj,  %2>  ^z*  •  •  •  »  ^^" 
welchen  jedes  nicht  mehr  als  höchstens  einen  Windungspunct 
in  sich  enthält,  und  bezeichnen  die  Summe  der  in  diesen  einzel- 
nen Stücken  vorhandenen  Ordnungszahlen  der  Reihe  nach  mit 
Si,  S2,  ^3,  .  .  . ;  so  dass  also 
(2)  S=  S,  +  S2+  S,  +  .,, 

ist.  Es  sei  nun  ^^  irgend  eines  unter  den  Flächenstucken 
Sil,  2I2»  ^3'  •  •  • '  ^^^  ferner  seien 

(ax,  l  +  tri.  q>,  Sx) 
diejenigen  Rüder,  welche  dieses  Flächenstück  sammt  den  darauf 
vorhandenen  Functionswerthen  während  seines  ursprünglichen 
und  während  seines  natürlichen  Zustandes  darbietet.  Dabei 
wird  alsdann  unter  a«  eine  Elementarfläche,  und  unter  9  eine 
auf  ax  ausgebreitete  Function  zu  verstehen  sein,  deren  Werth  in 
jedem  Puncte  ^  +  iri  identisch  mit  demjenigen  ist,  welchen  die 
Function  f  im  correspondirenden  Puncte  x  +  iy  besitzt.  Zugleich 
wird  £x  parallel  stehen  mit  Sx,  nämlich  die  Summe  sämmtlicher 
Ordnungszahlen  repräsentiren ,  welche  9  auf  a«  hat. 

Auf  die  Ordnungszahlen,  welche  tp  auf  der  Elementarfläche 
a«  besitzt,  können  wir  sofort  einen  früher  (S.  126)  gefundenen 
Satz  anwenden;  wir  erhalten  alsdann: 

wo  die  Integration  um  ax  in  positiver  Richtung  herumläuft.  Diese 
Gleichung  (3)  kann  nun  von  dem  natürlichen  Rüde: 

(ax,  l  +  in*  9>s  ^x) 
leicht  übertragen  werden  auf  das  ursprüngliche  fiild: 

(2lx,  X  +  iy,  /•,  Sx). 
Zunächst  sind  nämlich  die  Ordnungszahlen  von  tp  auf  ax^  und  die 
von  f  auf  31^  unter  einander  identisch,   mithin   üj^  =  Sxi  wie 
sich   solches  aus  der  für  die  Ordnungszahl  gegebenen  Definition 
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auf  der  Stelle  ergicbt.     Ferner  isl  das  in  positiver  RicbtUDg  um 

ax  herumerstreckte  Integral  /  —  gleichwerthig  mit  dem  eben- 
falls   in    positiver   Richtung    um    9lx    herumlaufendem  Integrale 

/  -jr'    Somit  verwandelt  sich  die  Gleichung  (3)  in 
Und  hierdurch  geht  die  Gleichung  (2)  über  in: 

(«        »  =  «{/f+/f +/?  +  ■••■}. 

Sil  %  % 

wo  die  Integrationen  um  die  einzelnen  Fläcbenstücke  ^^  %2>  ^3>  •  -  • 
in  positiver  Richtung  herumerstreckt  sind. 

Die  Linien  demente,  aus  welchen  der  Rand  von  ©  besteht, 
mögen  mit  ds,  und  andererseits  mögen  diejenigen,  aus  welchen • 
die  zur  Zerstückelung  von  ®  in  Anwendung  gebrachten  Schnitt-    i 
linien  bestehen,    mit  da  bezeichnet  werden.     Diese  LiMenele- ij 
mente  ds  und  da  sind  es,  ausweichen  die  Integrationscurven  derl 
in  (5)  befindlichen  Integrale  zusammengesetjet  sind.     Und   zwar  1 
kommt  jedes  Element  ds  immer  nur  in  je  einem,  jedes  Element 
da  hingegen  immer  in  je  zweien  jener  Integrale  vor.  i 

Wir  betrachten  zunächst  irgend  eines  unter  den  Elementen  ' 
da.  Sind  2)[x  und  51^  diejenigen  beiden  Flächenstücke,  weiche 
zu  beiden  Seiten  dieses  Linienelementes  liegen,  so  wird  dasselbe,  ; 
je  nachdem  man  %x  oder  ^x  in  positiver  Richtung  umläuft,  das 
eine  Mal  in  der  einen,  das  andere  Mal  in  der  entgegenge- 
setzten Richtung  durchlaufen  werden.  Demnach  werden  die 
Integrale 

ff ""-  n 

zwei  auf  jenes  Linienelement  da  bezüghche  Theile  enthalten,  welche 
einander  entgegengesetzt  sind.     Bildet  man  also  die  Summe 

%  2t2  % 

so  werden  sich  sämmtliche  den  Elementen  da  zugehörige  Integral- 
theile  gegenseitig  zerstören  und  nur  die  den  Elementen  ds  zu- 
gehörigen übrig  bleiben. 
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Ist  nun  ds  irgend  eines  dieser  letzteren  Elemente,  und  9lx 
das  an  ds  grenzende  Flächenstück,  so  wird  dieses  Linienelement 
ds  «ffenbar  bei  einer  positiven  Umlaufung  von  ^2(x*  und  bei  einer 
positiven  Umlaufung  von  @,  beide  Male  in  gleicher  Richtung 
durchlaufen  werden.  Daraus  folgt,  dass  die  bei  Bildung  der  Summe 
(6)  noch  übrig  gebliebenen,  den  Elementen  ds  zugehörigen  Inte- 
graltheile  identisch  mit  denjenigen  sind,  welche  in  dem  in  po- 
sitiver Richtung  um  ®  herumerstreckten  Integral 


m  ß 


vorkommen;   dass  also  jene  Summe  (6)  mit  diesem  Integrale  (7) 
von  gleichem  Werthe  ist. 

Beachten   wir    dies,    so    verwandelt  sich  unsere   Formel  (5) 
schliesslich  in: 


2m  J    f' 


s 

Wir  erhalten  demnach  folgenden  Satz: 

Ist  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  f  auf  irgend  einem 
Theüe  (£  einer  Riemann^ sehen  Kugelfläche  überall  eindeutig^  und 
mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig^ 
so  ist  das  in  positiver  Richtung  um  den  Rand  von  ©  herumer- 
streckte Integral 


jederzeit  gleich  der  Summe  sämmtlicher  Ordnungszahlen  y  welche  f 
innerhalb  ©  besitzt. 

Besitzt  der  gegebene  Flächentheil  ©  nicht  eine,  sondern  meh- 
\  rere^  etwa  q  Randcurven^  so  wird  dieses  Integral ,  genau  genommen, 
eine  Summe  von  q  einzelnen  Integralen  sein,  deren  jedes  über  je 
eine  Randcurve  hinerstreckt  ist. 

Das  eben  erhaltene  Resultat  bezieht  sich  auf  irgend  einen 
Theil  einer  Riemann'schen  Kugelfläche.  Wendet  man  genau  die- 
selbe Methode  an,  um  die  Summe  aller  Ordnungszahlen  zu  er- 
mitteln, welche  auf  der  ganzen  Riemann'schen  Kugelfläche  vor- 
handen sind,  so  gelangt  man  zu  einem  analogen  Resultat,  welches, 
wie  leicht  zu  übersehen,  so  lautet: 

Ist  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  auf  einer  RiemanrC- 
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sehen  Kugel  fläche  allenthalben  eindeutig^  und  mit  etwaiger  Aus- 
nahme einzelner  Pole  daselbst  auch  allenthalben  stetig^  so  ist  die 
Summe  sämmtlicher  Ordnungszahlen,  welche  sie  auf  jener  Hache 
besitzt,  gleich  Null*) 

Oder  mit  andern   Worten:  Bei  einer  solchen  Function  ist  dic^ 
Summe  der  in  den  Polen  vorhandenen  Ordnungszahlen  ihrem  ab  ^ 
soluten  Betrage  nach  jederzeit  ebenso  gross^   als  die  Summ^^ 
der  in  den  Nullpuncten  vorhandenen. 


Fonftor  Abschnitt.    Ueber  Fanotionen;  die  ans  anderen  FmLcs 
tionen  auf  rationale  Weise  insammengesetit  sind. 

Es  sei  wiederum  €  irgend  ein  Tlieil  einer  RiemanD*sch«  i 
Kugelfläche,  und  es  seien /"i, /o,  ..  .  fa  irgend  welche  von 
•r  +  <y  abhängende  Functionen,  die  aufvS  überall  ein  < 
deutig,  und  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  da  - 
selbst  auch  überall  stetig  sind.     Ferner  stelle 

F  =  B  {fi^  /i,  ...  fa) 
irgend  einen  Ausdruck  vor,  der  aus  /i,  /i,  ...  fm  auf  ratio- 
nale Weise  zusammengesetzt  ist. 

Oflenbar  wird  alsdann  F  eine  von  x  +  iy  abhängende  Func- 
tion sein,  welche,  ebenso  wie  f^^  f^.  ...  /«,  auf  v£  überall  ein- 


*^  In  jedem  Nallpuuct  ist  die  Ordnun^zmhl  der  Function  gleich 
einer  pK>sitiTen.  und  in  jedem  Pol  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl 
vS.  246]^.  Man  kann  demgemä55  die  Nnllpnncte,  je  nachdem  ihre  Ord- 
nnngsiahl  gleich  1,  2, 3  n.  s.  w.  ist«  einfache,  zweifache,  dreifache  n.  s.  w. 
nennen:  und  andererseits  die  Pole,  je  nachdem  ihre  Ordnungszahl  gleich 
—  1,  —  2,  —  3  u.  8.  w.  ist,  ebenfalls  als  einfache,  zweifache,  dreifache 
u.  s.  w.  Pole  bezeichnen.  Wenn  man  nun  einen  einfachen  Nullpnnct 
oder  einen  einfachen  Pol  schlechtweg  mit  dem  Namen  Nullpunkt 
oder  Pol  bezeichnet,  so  kann  man  jeden  n  fachen  Kullpunct  oder 
m  fachen  Pol  als  eine  Superposition  von  m  Nullpuncten  oder  als  eine 
Superposition  von  m  Polen  auffassen.  «Vergl.  Riemann's  Abhandlung, 
Borrh.  Journal  Bd.  54.  S.  11$.^  Thut  man  dies,  so  l&sst  sich  der  oben 
stehende  Satz  auch  so  aussprechen: 

,Jst  eine  vonx  +  :^  abhicgvude  Function  auf  einer  Bie* 
mann'schen  Kus:el:liche  aUerihalben  eindeutig  und  mit 
Aasn^hmo  einzelner  Pole  *rien;hA!ben  stetig,  so  ist  die  An- 
zahl ihrer  Pole  jederioit  ebenso  cross  wie  die  Anzahl  ihrer 
KuUpuncte."* 
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(/eutig  ist.     Fraglich   aber  ist,   wie  es  sich  mit  dieser  Function 
F  hinsichtlich  ihrer  Stetigkeit  oder  Unstetigkeit  verhält. 

Es  mag  ©,  ehenso  ^ie  früher,  durch  irgend  welche  Schnitte 
m  einzelne  Flächenstücke  zerlegt  werden,  von  welchen  jedes  nicht 
mehr  als  höchstens  ein^n  Windungspunct  in  sich  enthält;  irgend 
eines  unter  diesen  Stücken  sei  %.  Die  beiden  Bilder,  welche 
dieses  Flächenstück  sammt  den  darauf  vorhandenen  Functionswer- 
then  zur  Zeit  seines  ursprünglichen  und  zur  Zeit  seines  natür- 
lichen Zustandes  darbietet,  mögen  mit: 

(31,  X  +  iy,  /",,  /-j,  ...  U.  F) 
und   mit: 

(a,  i  +  tri,  9i.  92»  ••  •  9a f  ^) 
bezeichnet  werden.     Hier  wird   dann  a  eine  gewisse  Elementar- 
flache  vorstellen,  und  gleichzeitig  werden  g>i,  g>2f  -  -  >  9a>  ^  ge- 
wisse auf  a  ausgebreitete  Functionen  sein,  deren  Werthe  in  jedem 
Pwncte  ^  +  iri  identisch  mit  denjenigen  sind,  welche 

/i »  /i  »•••/«»  ^ 
'**    dem  correspondirenden  Puncte  x  +  V  y  besitzen. 
Die  Gleichung 

F=  R{f,,  f,,  ,..  U) 

S^t  für  zusammengehörige  Werthe  von  /\,  f^,  ...  /"„,  F, 
S^talso  für  diejenigen  Werthe,  welche  diese  Functionen  in  irgend 
^^nem  Puncte  x  +  iy  besitzen.     Diese   Werthe  sind  identisch 
^U  denen,   welche  die   Functionen   9, ,  ^j»  •  •  •  9^«»  ^  *ö  dem 
^^rrespondirenden  Punct  ^  +  iri  besitzen.     Für  zusammenge- 
hörige   Werthe    der    letzteren  Functionen  wird   demnach    jene 
Gleichung  ebenfalls  gelten.     Es  wird  also 

<2>  =  Ä  (9)1,  gP2'  •  •  •  9a). 
d.  b.  es  wird  <Z>  eine  Function  sein,  die  aus  (pj,  tp^,  ...  <Pa  auf 
rationale  Weise  zusammengesetzt  ist. 

Fassen  wir  demnach  das  natürliche  ßild 

(a,  ^  +  in,  tpxf  <P2>  •  •  •  9a,  ^) 

ins  Auge,  so  haben  wir  Folgendes  vor  uns:  Erstens  eine  Elemeu: 
tarfläche  a ;  zweitens  gewisse  von  ^  +  itj  abhängende  Functionen 
q>i,  92»  •  •  •  9a,  welche  auf  a  —  ebenso  wie  /"i,  /i»  •  •  •  A  ^"^ 
2(  —  überall  eindeutig,  und  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner 
Pole  überall  stetig  sind;  drittens  eine  Function  O,  die  aus 
q>X9  92>  •••  9ot  ^"^  rationale  Weise  zusammengesetzt  ist.     Daraus 
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folgt  durch  Anwendung  eines  früher  (S.  118)  gefundenen  Satzes 
sofort,  dass  O  auf  der  Elementarfläche  a  überall  eindeutig,  und 
mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall 
stetig  ist. 

Gleiches  muss  daher  auf  dem  ursprünglichen  Flächenstück  % 
von  F  gelten.  Nun  war  ^  irgend  ein  beliebiges  unter  den 
Flächenstücken,  in  welche  @  zerlegt  worden  ist.  Was  daher  für 
31  richtig  ist,  wird  auch  richtig  sein  für  ©.     Somit  wird 

F=R{f,,f^,  ...  fa) 
eine  Function  sein,   welche  auf  dem  gegebenen  Flächentheile  (S 
überall  eindeutig,  und  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  da- 
selbst auch  überall  stetig  ist. 

Wir  betrachten  insbesondere  noch  den  Fall,  dass  der  Aus- 
druck F  aus  den  Functionen  f^,  f^,  ...  nur  durch  Multipli- 
cation  und  Division  entstanden  ist;  es  sei  nämlich 

wo  über  /\^  f^,  .  .  .  /]s^  dieselbe  Voraussetzung  gelten  soll,  wie 
über  /",',  /"j,  ...  /*«.  Es  sei  o:  +  jy  =  c  irgend  ein  zu  ®  ge- 
höriger Punct,  und  ferner  91  ein  um  c  herum  abgegrenztes  Flä- 
chenstück, welches  nicht  mehr  als  höchstens  einen  Windungs- 
punct  enthält.  Die  beiden  Bilder,  welche  dieses  Flächenstück,, 
sammt  den  darauf  ausgebreiteten  Functionswerthen,  zur  Zeit  sei- 
nes ursprünglichen  und  zur  Zeit  seines  natürlichen  Zustande» 
darbietet,  mögen  mit 

(91,  X  -h  iy,  c,  A  A  F) 
und  mit 

(a,  l  +  «1?,  y,  9>»  9®>  <^) 
bezeichnet  w  erden ,  wo  also  y  den  mit  c  correspondirenden  Punc^t 
vorstellen  soll. 

Ebenso  wie  in  jedem  Puncte  x  -j-  iy 

j,^fi  -A  .../; 

ist;  ebenso  wird  alsdann  in  jedem  zur  Elementarfläche  a  gehai**' 
gen  Punct  §  +  i'ri 

9i    •  <P2    •  •  •  9a 


o  = 


„0 


sein.     Auf  die  Ordnungszahlen,   welche  die  auf  a  ausgebreitet^^ 
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Functionen  besitzen,  lässt  sich  nun  sofort  ein  früherer  Satz  (S.  118) 
in  Anwendung  bringen.  Sind  nämlich  (i^,  fi^,...  (la*  f*i^  ft2^  ••  •  1^^^ 
M  die  Ordnungszahlen,  mit  welchen  die  Functionen  gpj,  g>2,  ...  9«, 
9^1^  9^2^'  •  •  •  ^ß^>  ^  ^™  Puncte  y  behaftet  sind ,  so  wird  jenem 
Satze  zufolge 

^  =   (^1   +  ^2  +   •  •  •   +  f «)    -    (^l'  +  ^2'  +  •  •  .   +  y) 

sein.  Nun  sind  aber  die  Ordnungszahlen  von  gp,  gj^  O  im  Puncte 
y  identisch  mit  denen,  welche  /*,  /^,  F  im  Puncte  c  besitzen. 

Die  Ordnungszahl  von  F  in  irgend  einem  Puncte  c  wird  also 
dadurch  erhalten  werden,  dass  man  die  daselbst  vorhandenen 
Ordnungszahlen  von  /\,  /'j»  •  •  •  /*«  addirt,  und  von  dieser  Summe 
diejenigen  Ordnungszahlen,  welche  f^^,  f.^^,  . .  .  /Jj^  in  jenem  Puncte 
besitzen,  subtrahirt. 

Denken  wir  uns  irgend  welche  Riemann'sche  Rugelfläche  ge- 
geben, so  wird  das  Binom  x  +  iy  in  jedem  Punct  derselben  im- 
mer nur  einen  Werth  besitzen;  dass  diese  Werthe  in  über  ein- 
ander liegenden  Puncten  der  Fläche  von  gleicher  Grösse  sind, 
kommt  nicht  in  Betracht.  Durch  das  Binom  x  +  iy  wird  also 
eine  Function  dargestellt  sein,  welche  auf  der  Fläche  überall  ein- 
deutig ist.  Bezeichnen  wir  ferner  diejenigen  Puncte  der  Fläche, 
Mrelche  die  Coordinaten  x  =  oo,  y  =  oo  besitzen,  mit  A,  B^C^ .,  .*), 
so  werden  die  Werthe  der  Function  x  +  iy  mit  alleiniger  Aus- 
nahme der  Puncte  ^,  5,  C,  ...  auf  jener  Fläche  auch  überall 
stetig  sein.  In  den  Puncten  A,  B,  C^  .  ,  .  wird  der  Werth  von 
a;  +  iy  unendlich  gross,  mithin  unstetig  sein;  stetig  aber  wer- 
den in  den  Bereichen  jener  Puncte  die  Werthe  von  — 7—-  sein. 

J  x+iy 

Daraus  folgt,  dass  die  Unstetigkeiten,  mit  welchen  die  Function 
Ä  +  iy  in  den  Puncten  A,  B^  C^  .  .  ,  behaftet  ist,  polarer  Natur 
sind. 

Wir  sehen  demnach ,  dass  x  +  iy  eine  Function  ist,  welche 
auf  jeder  Riemann'schen  Kugelfläche  —  mag  dieselbe  nun  be- 
schaffen sein  wie  sie  wolle  —  überall  eindeutig  und  mit  Aus- 
nahme einzelner  Pole  auch  überall  stetig  ist.   Zu  den  Functionen 


*)  Denkt  man  sich  bei  der  hier  betrachteten  Riemann'schen  Kugel- 
fläche die  Antipodenebene  construirt,  so  werden  Aj  B,  C,  . , ,  diejenigen 
Puncte  sein,  welche  an  der  Berührungsstelle  dieser  Ebene  über  einan- 
der liegen.  Ist  die  Riemann'sche  Kugelfläche  eine  n  blättrige,  so  wird 
die  Anzahl  der  Puncte  ^,  Ä,  C,  .  .  .  gleich  n ,  oder  kleiner  als  w  sein. 
Neumann,  Abel'sche  Integrale.  \^ 
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fi>  f'i»  -  '  -  fct»  f\^y  f'z^*  •  •  •  //?"*  för  welche  die  eben  angestellten 
Betrachtungen  Gültigkeit  haben,  wird  daher  jederzeit  auch  die- 
jenige gehören,  welche  durch  das  Binom  x  +  iy  dargestellt  ist 
Ausserdem  ist  noch  eine  andere  hierher  gehörige  Function  zu  er- 
wähnen; das  ist  (vergl.  S.  117)  diejenige,  deren  Werth  überall 
=  1,  deren  Ordnungszahl  mithin  überall  =  0  ist. 

Wir  erhalten  somit,  wenn  wir  Alles  zusammenfassen,  folgende 
Sätze: 

/.  Sind  fx^f^i'*-  ta  irgend  welche  von  x  +  iy  abhängende 
Functionen,  die  auf  irgend  einem  Theile  (£  einer  Riemann' sehen 
Kugel  fläche  überall  eindeutig ,  und  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner 
Pole  daselbst  auch  überall  stetig  sind,  so  wird  auf  jenem  Flächen- 
theile  ©  Gleiches  auch  von  jedem  Ausdruck 

F=   B{f,,   f^,    ,..fa) 

gelten,  der  aus  /"i,  A?  •  •  •  A  «w/*  rationale  Weise  zusammen- 
gesetzt ist. 

IL   Solches  wird  also  auch  gelten  von  dem  Quotienten: 

vorausgesetzt ,  dass  in  Bezug  auf  /\^,  /*2®,  •  •  •  //*^  dieselbe  Annahme, 
wie  in  Bezug  jauf  fx^fi^  >  *  *  fa  gemacht  wird.  Die  Ordnungszahl, 
welche  dieser  Quotient  auf  dem  Flächentheile  ©  in  irgend  einem 
Puncte  besitzt,  ist  dadurch  zu  erhalten,  dass  man  die  daselbst 
vorhandenen  Ordnungszahlen  von  fi^  f2^  -  -  >  fa  ad  dir  t,  und  von 
der  so  erhaltenen  Summe  diejenigen  Ordnungszahlen ,  welche 
/i^  /2^  '  '  •  fß^  *'*  jenem  Punct  besitzen,  subtrahirt. 

III.  Zu  den  Functionen  f,  f^,  auf  welche  die  eben  genannten 
beiden  Sätze  anwendbar  sind,  gehört  unter  andern  auch  die  Func- 
tion X  +  iy;  ferner  auch  diejenige  Futiction,  deren  Werth  überall 
=  1,  deren  Ordnungszahl  mithin  überall  =  0  ist. 

Sechster  Abschnitt.     Es  wird  gezeigt,  dass  eine  von  x  +  iy 

abhängende  Function,  die  anf  einer  Eiemann'schen  Kogelfläche 

überall  eindeutig  und  stetig  ist,  eine  Constante  sein  moss. 

Verallgemeinerung  dieses  Satzes. 

Es  sei  91  irgend  eine  n  blättrige  Riemann'sche  Kugelfläche, 
und  f  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function,  welche  auf  9fl 
allenthalben  eindeutig  und  stetig  ist. 
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Wir  denken  uns  neben  Oft  noch  eine  gewöhnliche  einblättrige 
Kugelfläche  Ä,  die  sich  an  irgend  welcher  andern  Stelle  des 
Raumes  befinden,  und  ebenso  wie  dt  den  Durchmesser  Eins  be- 
sitzen mag. 

Wir  bezeichnen  nun  die  Werthe,  welche/* in  je  n  über  ein- 
ander liegenden  Puncten  der  Fläche  3i  besitzt,  mit  /"j,  /"j,  . . .  /*«, 
und  die  Summe  dieser  n  Werthe  mit  F;  also: 

^  =  A  +  /i  +  •  •  •  +  A- 
Verpflanzen  wir  die  Werthe,  welche  F  auf  der  Fläche  dt  besitzt, 
nach  den  correspondirenden  Puncten  der  Fläche  Ä  hin,*) 
so  wird  sich  F  als  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  dar- 
stellen, welche  aufßüberall  eindeutig,  und  welche  gleich- 
zeitig, weil  f  nach  unserer  Voraussetzung  nirgends  unstetig  sein 
soll,  auf  ^  auch  überall  stetig  Ist.  Zufolge  eines  früher  (S.  154) 
gefundenen  Satzes  muss  daher  F  eine  Constante  sein. 

In  solcher  Art  lässt  sich,  wie  nun  leicht  zu  übersehen  ist, 
darthun,  dass  nicht  allein 

A'  +  A'   +    •  •  •    +  fn^ 

A^  +  A'  +  . . .  +  ^^ 

A"  +  A"  +  •  •  •  +  fn"" 
Canstanten  sind.  Daraus  aber  folgt  unmittelbar,  dass  f^,  f^,  . .  /*„ 
selber  ebenfalls  constante  Werthe  besitzen,  und  dass  daher  Glei- 
ches auch  von  f  gilt.     Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Ist  eine  von  x  -|-  iy  abhängende  Function  auf  einer  beliebig 
gegebenen  RiemanrC sehen  Kugelfläche  allenthalben  eindeutig  und 
stetig^  so  ist  sie  eine  Constante, 

Es  seien  f  und  cjo  zwei  von  x  +  iy  abhängende  Functionen, 
welche  auf  ein  und  derselben  Riemann'schen  Kugelfläche  dt  aus- 
gebreitet sind.  Beide  Functionen  mögen  auf  dt  überall  eindeutig, 
und  beide  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch 
überall  stetig  sein.  Gleiches  wird  alsdann  von  jedem  Ausdruck 
gelten,  der  aus  f  und  9  auf  rationale  Weise  zusammengesetzt 


sondern  dass  auch 


*)  Unter   correspondirenden  Puncten  sind  diejenigen  zu  ver- 
stehen, welche  auf  'R  und  jt  dieselben  Coordinaten  besitzen. 

18* 
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ist,  diso  z.  B.  auch  gelten  von  dem  Quotienten 

/. 

wie  sich  solches  unmittelbar  aus  dem  vorhin  (Seite  274)  gefun- 
denen Satz  ergiebt.  Zugleich  folgt  aus  jenem  Satze,  dass  die 
Ordnungszahl  dieses  Quotienten  in  jedem  einzelnen  Pimcte  von 
dt  gleich  der  Differenz  derjenigen  beiden  Ordnungszahlen  ist, 
welche  f  und  gp  daselbst  besitzen. 

Nun  wissen  wir,  dass  die  Ordnungszahl  einer  Function  posi- 
tiv ist  in  jedem  Nullpuncte,  dass  sie  negativ  ist  in  jedem  Pole, 
und  dass  sie  endlich  Null  ist  in  jedem  Puncte,  der  weder  Nuil- 
punct  noch  Pol  ist.  Somit  ergiebt  sich  zweierlei,  nämlich  erstens, 
dass  der  Quotient 

/_ 
9 
eine  von  x  +  iy  abhängende  Function  ist,  welche  auf  der  Fläche 
91  überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst 
auch  überall  stetig  ist;  zweitens,  dass  die  Nullpuncte  dieses 
Quotienten  dort  liegen,  wo  die  Ordnungszahl  von  /"grösser  als 
die  von  cp  ist,  und  dass  die  Pole  desselben  in  denjenigen  Punc- 
ten  von  91  liegen,  in  welchen  die  Ordnungszahl  von  f  kleiner 
als  die  von  (p  ist. 

Nehmen  wir  daher  an,  f  und  (p  wären  zwei  Functionen; 
deren  Ordnungszahlen  überall  einander  gleich  sind,  so  wird 
jener  Quotient  gar  keine  Pole  besitzen,  mithin  eine  Function 
sein,  welche  auf  9t  allenthalben  eindeutig  und  stetig  ist.  Eine 
solche  Function  ist  aber  —  zufolge  des  soeben  gefundenep  Satzes 
—  eine  Constante.     Somit  erhalten  wir  folgenden  Zusatz: 

Sind  zwei  von  x  -|-  iy  abhängende  Functionen  f  und  g>  bei 
ihrer  Ausbreitung  auf  einer  beliebig  gegebenen  Riemann^ sehen  Ku- 
gel fläche  daselbst  überall  eindeutig^  und  mit  Ausnahme  einzelner 
Pole  daselbst  auch  überall  stetig^  und  sind  ferner  die  Ordnungs- 
zahlen von  f  und  cp  in  jedem  Puncte  jener  Fläche  einander  gleich^ 
so  ist  der  Quotient 

L 

eine  Constante. 

Wir  gehen  zu  einer  mehr  allgemeinen  Untersuchung  über. 
Es  sei  ©  irgend  ein  Theil  einer  Riemann'schen  Kugelfläche,  und 
f  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function,  welche  auf  ©  allent- 
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halben  eindeutig  und  stetig  ist;  ferner  mag  der  Werth  von 
/*,  "Wie  er  sicii  bei  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären  her- 
ausstellt, mit 

f=ü  +  iV 
bezeichnet  werden. 

Wir  zerlegen  .©  durch  irgend  welche  Schnitte  in  einzelne 
Stüoke  %^,  ^2>  •  •  •  ^c  ^^"  welchen  jedes  nicht  mehr  als 
baolistens  einen  Wind ungspunct  in  sich  enthält.   Das  in  positiver 

Riolitung  um  ©  herumerstreckte  Integral  f  üd  F  kann  in  eine 
Siüxime  einzelner  Integrale  zerlegt  werden ,  von  welchen  jedes 
"öa  je  eines  der  Flächenstücke  31,,  Slj»  •••  ^<f>  ^^^  ^war  eben- 
falls in  positiver  Richtung  herumläuft;  wie  Aehnliches  bei  einer 
froheren  Gelegenheit  (S.  268)  ausführlich  erörtert  wurde.  Es 
^i*ci    also 

(1)  f  OdF  =  lüdV^+  jüdV  +  .  .  .   +   I üdV 

©  21,  %2  5l(T 

sein. 

Bezeichnet  man  nun  die  beiden  Rilder,  welche  das  Flächen- 
stuek  2lx  sammt  den  darauf  vorhandenen  Functionswerthen  zur 
Zeit  seines  ursprünglichen  und  zur  Zeit  seines  natürlichen  Zu- 
stand es  darbietet,  mit: 

(3lx,  x  +  iy,  f=ü+iV) 
^tid    mit: 

(ax;  ^  +  iVi  <P  =  u  +  iv), 

^  sind  die  an  den  Rändern  von  3lx  und  a*  vorhandenen  Werthe 
von  /"  =  ü  +  iV  lind  g)  z=  u  +  iv,  falls  man  beide  Ränder  in 
positiver  Richtung  durchschreitet.  Schritt  für  Schritt  unter  einan- 
"^^  identisch.  Demnach  sind  die  in  positiver  Richtung  um  3lx 
""^d     um  clx  herumerstreckten  Integrale 


(2) 


jUdF    und      j  udv 

ätx  «x 


^^'*     gleichem  Werth.     Bezeichnen  wir*den  gemeinsamen  Werth 
»eser  beiden  Integrale  mit  G«,  so  erhalten  wir  an  Stelle  von  (1) 
'***&« nde  Formel: 


(3) 


füdV  =  G,  +  Gj  +  ...  +  (?„ 
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Um   nun   über  den  Werth  von  G»*)  genauere  Auskunft  zu 
erhalten,  fassen  wir  das  naturliche  Bild 

(ax,    ^  +  «^,    (pz=:u  +  iv) 

näher  ins  Auge,  liier  stellt  ax  eine  Elementarfläche  vor,  ferner 
qf  =  u  +  iv  eine  von  |  -f  irj  abhängende  Function,  welche  auf 
a«  —  ebenso  wie  f  auf  ^x  —  allenthalben  eindeutig  und  stetig 
ist.  Zufolge  eines  früher  (S.  129)  gefundenen  Satzes  wird  daher 
das  Randintegral 

'  udv 


ß 


einen  Werth  besitzen,  welcher  Jederzeit  positiv  oder  Null  ist. 
Auch  wissen  wir  zufolge  Jenes  Satzes,  dass  dieser  Werth  nur  dann 
Null  ist,  wenn  die  Function  (p  auf  der  Fläche  ax  allenthalben 
constant  bleibt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  derselbe  nur  dann 
Null  ist,  wenn  die  Function  f  auf  ^x  allenthalben  constant 
bleibt.  Der  Werth  dieses  Randintegrales  ist  es  aber,  welcher 
mit  Gx  bezeichnet  wurde.  Die  Grösse  Gx  wird  also  Jederzeit 
positiv  sein,  und  nur  dann  Null  werden,  wenn  /*auf2lx  con- 
stant ist. 

Das  Integral 

lUdF 

^@ 

ist  nach  (3)  gleich  G^  +  G.^  +  . . ,  +  Ga.  Es  wu*d  daher  dieses 
Integral  Jederzeit  positiv  sein.  Den  Werth  Null  wird  es  nur  dann 
annehmen,  wenn  die  Grössen  G^,  6^2»  ••  •  ^a  sämmtlich  Null 
sind,  also  nur  dann,  wenn  die  gegebene  Function  f  auf  dem 
Flächentheile  @  allenthalben  constant  ist.  Somit  gelangen  wir 
zu  folgendem  Satz: 

Ist  f  eine  von  a;  +  ly  abhängende  Function,  welche  auf  ir- 
gend einem  Theile  ©  einer  Riemann" sehen  Kugelfläche  allenthalben 
eindeutig  und  stetig  ist,  und  bezeichnet  man  den  Werth  dieser 
Function,  wie  er  sich  bei  Sonderung  des  Beeilen  und  Imaginären 
herausstellt,  mit 

f=ü  +  iV, 


*)  Es  ist  zu  beachten,  dass  U  und  F  reelle  Grössen  sind,  und 
dass  demnach  ö', ,  6=2»  •  •  •  ^o  zufolge  ihrer  Definition  ebenfalls. reelle 
Grössen  vorstellen. 
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so   isi  das  in  positiver  Richtung  um  ©  herumerstreckte  Integral 

UdV 


ß 


jed^^zeit  positiv  oder  Null.  Und  zwar  wird  der  letztere  Fall^ 
da^^   nämlich   dieses  Integral  Null  ist^  nur  dann  eintreten,  wenn 

tiz^  Function  f  auf  dem  Flächentheile  @  allenthalben  constant  ist. 
Besitzt  der  Flächentheil  ®  nicht  eine,  sondern  mehrere,  etwa 

^    -^^  ^^ndcurven,  so  wird  das  vorstehende  Integral 


J 


üdV, 


9^^^cm.u  genommen,    eine  Summe    von   q  einzelnen  Integralen   sein, 
^^^~^ji  jedes  über  je  eine  Randcurve  hinerstreckt  ist. 

Fuhrt  man  auf  der  gcwölinlichen  einblättrigen  Kugelfläche 
^■-^^^n  in  sich  zurücklaufenden  Schnitt  aus,  so  zerfällt  die  Fläche 
^^«Jurch  jederzeit  in  zwei  von  einander  getrennte  Stucke.  Anders 
^^-^^liält  es  sich  bei  einer  Rienoann'schen  Kugelfläche.  Denken  wir 
*^*^s  2.  B.  diejenige  zweiblättrige  Kugelfläche,  welche  früher  (S.  190) 
^^^■"     Ausbreitung  der  Function 

f=}/(z  -^i)  (z--A,),,.(z-A^r) 
**^  -Anwendung  gebracht  wurde,  d.  i.  eine  Fläche,  welche  v  üeber- 
S^rigslinien  A^A^,  A^A^,  ...  A2V-1A2V  besitzt,  und  führen  wir  in 
^i^ser  Fläche,  und  zwar  in  dem  oberen  Blatt  derselben,  einen  um 
^^^  Uebergangslinie  A^  A^  herum-  und  in  sich  zurücklaufenden 
^^linitt  aus,  so  wird  die  Fläche  durch  einen  solchen  Schnitt  keines- 
^^gs  in  zwei  von  einander  getrennte  Stucke  zerlegt  werden,  son- 
^^**n  nach  wie  vor  zusammenhängend  bleiben  (Fig.  62).  Solches 
*^^g  nur  ab  Beispiel  dienen. 

Es  sei  SR  eine  beliebig  gegebene  Rie- 
**^^nn*sche  Kugelfläche;  und  es  sei  a  eine  auf 
^  gezogene,  in  sich  zurücklaufende  Linie,  durch 
^^Iche  die  Fläche   nicht  in  getrennte  Stücke 

Wir  wollen  uns  nun  eine  von  x  +  iy  ab- 
'^angende   Function   f  denken,    welche   auf   3fi 
^"enthalben  eindeutig  ist,  welche  ferner  auf  dem 
^**ien  Ufer  der  Linie  a  um  irgend  welche  rein  imaginäre 
^öQstante  iK  grösser  ist,  als  auf  dem  andern,  und  welche,  ab- 


Fig.  62. 
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gesehen  von  dieser  längs  a  hin  vorhandenen  Unstetigkeit,  auf  der 
Fläche  9t  allenthalben  stetig  ist.  Bezeichnen  wir  also  den  Werth 
von  f,  wie  er  sich  bei  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären 
herausstellt,  mit  U  +  iV^  so  werden  IJ  und  V  zwei  von  a;  und  y 
abhängende,  auf  9t  überall  eindeutige  Functionen  sein;  und  zwar 
ü  eine  Function,  welche  auf  3t  allenthalben  stetig  ist,  V  hin- 
gegen eine  Function,  welche  längs  a  hin  mit  der  constanten 
Werthdifferenz  K  behaftet,  abgesehen  hiervon  aber  auf  9t  eben- 
falls überall  stetig  bleibt. 

Es  fragt  sich,  von  welcher  Beschaffenheit  eine  derartige 
Function  sein  wird.  Wir,  fuhren  längs  der  Linie  <s  einen  in  sich 
zurücklaufenden  Schnitt  aus  und  bezeichnen  die  beiden  Ufer  des 
Schnittes  mit  g^  und  tf^.  Durch  diesen  Schnitt  verwandelt  sich 
die  gegebene  Fläche  9t  in  eine  Fläche  9t',  welche  zwei  Rand- 
curven  besitzt,  nämlich  die  Randcurven  <y,  und  öj.  Wir  begin- 
nen nun  unsere  Untersuchung  damit,  dass  wir  das  in  positiver 
Richtung  um  91'  herumerstreckte  Integral 


(1) 


=/» 


/=    I  VdV 
SR' 

näher  ins  Auge  fassen.  Offenbar  ist  dieses  Integral  die  Summe 
zweier  Integrale,  von  welchen  sich  das  eine  über  die  Randcurve 
(?!,  das  andere  über  die  Randcurve  a.^  hinerstreckt,  also: 


(2) 


=   jüdV  +  jvdV. 


Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  das  eine  Integral  in  der  positiven 
Richtung  von  ö,  ,  das  andere  in  der  positiven  Rich- 
tung von  (»2  hinerstreckt  ist.  Die  positive  Richtung 
einer  Randcurve  ist  zufolge  unserer  Definition  (S.  71) 
aber  jederzeit  diejenige,  in  welcher  man  auf  der 
Curve  fortschreiten  muss,  sobald  man  das  von  der- 
selben begrenzte  Flächengebiet  zur  Linken  haben 
will.  Daraus  folgt,  dass  die  positiven  Richtungen 
von  (?,  und  a^  einander  entgegengesetzt  sind 
(Fig.  63). 

Bezeichnen  wir  daher  irgend  zwei  längs  a^  auf 
einander  folgende  Puncte  mit  ^j ,  j3j ,  und  die  gegen- 
überliegenden,  zu  (>2   gehörigen,    mit  cc^,  ß.^,   so   werden  die  in 
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(2)  angegebenen  Integrale  zwei  auf  die  Linienelemente  cc^  ß^  und 
«2  ßi  bezugliche  Theile  enthalten ,  von  welchen  der  eine  den 
IVerth 

(3)  ^ai(^/Ji-    Va,), 

der  andere  hingegen  den  Werth 
besitzt.     Zufolge  unserer  Voraussetzung  ist 

t/ctj    =    t/flf2  > 

ferner 

^/*.  =  ^/*2  +  ^. 

mitliin 

v^^  -  F„,  =  r^2  -  ^«r 
Uod  hieraus  folgt,  dass  die  beiden  in  (3)  und  (4)  angegebenen 
Integraltheile  entgegengesetzte  Werthe  besitzen.  Gleiches  wird 
offenbar  für  je  zwei  andere  einander  gegenüber  liegende  Linien- 
elemente Von  a^  und  öj  gelten.  Und  es  werden  daher  die  in  (2) 
^^8«gebenen  Integrale 

jüdV    und      I  üdV 

^t» Unfalls  einander  entgegengesetzt  sein.     Daraus  aber  folgt, 

dass 

(^)  /  =  0 

ist. 

Nun  ist  f=  ü  +  iV  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function, 
^^Iche  der  gemachten  Voraussetzung  zufolge  innerhalb  der  Fläche 
^  allenthalben  eindeutig  und  stetig  ist.  Zugleich  ist,  wie  wir 
^^  eben  gefunden  haben,  das  in  positiver  Richtung  um  den  Rand 
''^H  SR'  heruraerstreckte  Integral 


Sj 


ÜdV 
^^' 

K*^ichNull.  Demnach  muss  f  zufolge  des  vorhergehenden  Satzes 
*^f  der  Fläche  SR'  allenthalben  constant  sein.  Findet  aber 
^^Iches  auf  SR'  statt,  so  findet  es,  wie  augenblicklich  klar  ist,  auf 
r^  ebenfalls  statt. 

Wir  können  das  hiermit  erhaltene    Resultat  leicht  auf  den 
^^\\  übertragen,  dass  auf  der  Riemann'schen  Kugelfläche   nicht 
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eine  Linie  a,  sondern   mehrere  derartige  Linien  gegeben  sind 
und  gelangen  dann  zu  folgendem  Satz: 

Es  sei  dt  eine  beliebig  gegebene  Riemann^scie  Kugelfläcke^ 
und  es  seien  <y,  <r',  a",  .  .  .  irgend  welche  auf  91  gezogene^  in  sich 
zurücklaufende  Linien,  durch  welche  die  Fläche  dt  nicht  in  ge- 
trennte Stücke  zerfällt,*) 

Ist  nun  von  einer  von  x  +  iy  abhängenden  Function  bekannt^ 
dass  sie  auf  31  allenthalben  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  der  Linien 
tf,  <s\  <i\  ...  daselbst  auch  überall  stetig  ist,  und  ist  ferner  be- 
kannt, dass  diese  Function  längs  jeder  der  Linien  a,  a\  ö",  ... 
immer  nur  eine  Consta nte  und  rein  imaginäre  Werthdifferenz 
besitzen  kann;  so  ist  die  Function  eine  Constante, 

Ebenso  verhält  es  sich  auch  dann,  wenn  von  den  in  <s,  a\  a",  . . . 
möglicherweise  vorhandenen  constanten  Werthdi/ferenzen  bekannt 
ist,  dass  sie  nicht  rein  imaginär,  sondern  dass  sie  sämmtlich  reell 
sind. 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  ist  eine  unmittelbare  Folge  des 
ersteren.  Stellt  nämlich  q)  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function 
vor,  welche  in  jeder  der  Linien  a,  a',  <y",  .  .  .  mit  einer  reellen 
WerthdilTerenz  behaftet  sein  kann,  so  wird 

f  z=z  i.cp 
eine  Function  sein,  welche  in  jeder  der  genannten  Linien  immer 
nur  eine  rein  imaginäre  Werthdi Heren z  besitzen  kann.  Dem- 
nach wird  sich,  ebenso  wie  früher,  vorausgesetzt' dass  die  übrigen 
damals  gestellten  Bedingungen  erfüllt  sind,  nachweisen  lassen, 
dass  die  Function 

/*=  «> 
eine  Consta  nte  ist,  also  nachweisen  lassen,  dass  q>  selber  eben- 
falls eine  Constantc  ist. 

Ausserdem  w  iirde  noch  zu  bemerken  sein ,  dass  der  hier  auf- 
gestellte Satz  als  eine  Verallgemeinerung  eines  früher  (S.  275) 
gefundenen  Satzes  angesehen  werden  kann. 

*)  Dass  die  Fläche  '^  durch  die  Linien  a,  a,  a'\  .  .  .  nicht  in  ge- 
trennte Stücke  zerfallen  soll,  ist  eine  unwesentliche  Voraussetzung. 
Man  übersieht  leicht,  dass  der  Satz  auch  dann  noch  gültig  sein  wird, 
wenn  das  Gegentheil  stattfindet. 
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Siebenter  Absclmitt    Es  wird  gezeigt;  dass  eine  von  x  +  iy 
ab]i.ajigende  Function,  die  auf  einer  Biemann'schen  Kugelfläche 
übaar^mll  eindeutig,  und   mit  Ausnahme  einzelner  Pole   daselbst 
auch  überall  stetig  ist,  eine  algebraische  Function 
von  X  +  iy  sein  muss. 

Alle  Ergebnisse,  zu  welchen  wir  bei  der  Riemann'schen 
Kugr^ifläche  gelangt  sind,  werden  natürlich  für  die  gewöhnliche 
einl>  1  ättrige  Kugelfläche  ebenfalls  Gültigkeit  besitzen;  denn  diese 
ist  jsi  nur  ein  specieller  Fall  von  jener. 

Es  sei  Ä  eine  gewöhnliche  einblättrige  Kugelfläche,  und  f 
ein^Ä  von  x  +  iy  oder  z  abhängende  Function,  welche  auf  S 
wborall  eindeutig  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole 
-  üb  ^  rall  stetig  ist.  Die  Ordnungszahlen  von  f  werden  alsdann 
üi  den  NuUpuncten  durch  positive,  in  den  Polen  durch  negative 
ganze  Zahlen,  und  in  allen  übrigen  Puncten  der  Fläch«  durch 
Null  dargestellt  sein;  und  gleichzeitig  wird  die  Summe  sämmt- 
licher  Ordnungszahlen  gleich  Null  sein  (S.  269).  Wir  bezeichnen  diese 
Zahlen  in  den  Piyjcten  z  =  c^,  z  =  C2,  - .  .  z  =  Cx  und  z  =  oo 
nait  f4j,  (i^,  ...  (ix  und  M,  und  nehmen  an,  dass  sie  in  allen 
übrigen  Puncten  der  Fläche  Ä  gleich  0  sind;  dann  wird  also 
(1)     .  f*i  +  f*2  +  •  •  •  +  f*x  +  M  =  0, 

mithin 

^^in.    Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Beschaffenheit  dieser  Func- 
»on    f  näher  zu  ergründen.  ** 

fis  lässt  sich  zunächst  eine  Function  bilden,  die  alle  Eigen- 

^coaften,  welche  von  f  angegeben  sind,  ebenfalls  hesitzt;  das  ist 

*«   J^unction: 

^^    ist  nämlich   eine  rationale  Function  von  z,  folglich,  wie 

^^^öberen  Untersuchungen  (S.  139)  hervorgeht,  auf  der  Kugel- 

-^^^  Ä  überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  da- 

^      ^t    auch  überall  stetig.    Hire  Ordnungszahl  ist  auf  der  Fläche 

'     ^^it  Ausnahme  der  Puncte  Cj,  Cj,  ...  c«  und  möglicherweise 

*^     mit  Ausnahme  des  Punctes  2  =  oo,   überall  gleich  0.     In 

J^imcten  q,  c«,  ...  Cx  besitzt  sie,  wie  sich  aus  einem  kürz- 
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lieh  gefundenen  Satz  (Seite  260)  ergiebt,  die  Ordnungszablea 
f^i»  f^2'  •  •  •  f*^»  und  ferner  wird,  falls  wir  die  im  Puncte  z  =  oo 
vorhandene  Ordnungszahl  mit  M'  bezeichnen, 

(4)  f*, +f*2  +  ---  +  <^*  +  M'  =  0,») 
also  mit  Rucksicht  auf  (1) 

(5)  M'  =  M 
sein. 

Wir  sehen  also,  dass  die  auf  der  Fläche  ^  allenthalben  exK:i. 
deutigen  und  mit  Ausnahme  einzelner  l^ole  daselbst  auch  ubes^siii 
stetigen  Functionen 

f    und     q> 

in  ihren  Ordnungszahlen  völlig  mit  einander  übereinstimmen.  Sie 
können  demnach  (vergl.  S.  276)  nur  durch  einen  Consta  Uten 
Factor  von  einander  verschieden  sein.  Bezeichnen  wir  diesen' 
mit  K^  so  haben  wir 

(6)  f=K.q>, 
d.  i. 

(7)  f=.K,[z-  c/' .  [z  -  c^f\  . .  .  (z  -  c/^ 

Die  Function  /*  ist  demnach  eine  rationale  fVinction;  folglicC^  ' 
Ist  eine  von  x  +  iy  oder  z  abhängende  Function  f  auf  d^^ 
gewöhnlichen  einblättrigen  Kugel  fläche  überall  eindeutig ,  und  im^^ 
Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig^  so  wird  st^ 
jederzeit  auf  rationale   Weise  von  z  abhängen. 

Diese  zwischen  f  und  z  vorhandene  rationale  Abhängigkeit 
kann,  sobald  sämmtliche  Ordnungszahlen  von  f  bekannt  sind,  augen^ 
blicktich  angegeben  werden.  Besitzt  nämlich  f  in  den  Puncten 
2  =  Cj ,  z  =5  Cj ,  ...  z  =  Cx  und  z  =  oo  die  Ordnungszahlen 
/*,,  fi2,  ...  (ix  und  M,  in  allen  übrigen  Puncten  der  Kugel  fläche 
aber  die  Ordnungszahl  0,  so  wird 

f  =  K  .{z-  cf' .  {z-c,fK  ...  {z-e,f 
sein^  wo  K  einen  constanten  Factor  vorstellt.     Zugleich  wird  zwi- 
schen den  Zahlen  ftj,  fij,  .  . .  fi«,  M  folgende  Relation  stattfinden: 

/itj  +  |[i2  +  . . .  +  |[ix  +  M  =  0; 
so  dass   es   also   von   der  jedesmaligen  Beschaffenheit  der  Zahlen 
fi, ,  jUj,   ...  fix  abhängt,  ob  M  positiv,  negativ  oder  Null  ist. 


*)    Diese   Gleichung  folgt  wiederum  aus  dem  schon  vorhin  citirtem 
Satz  S.  269,  270. 


Functionen  auf  einer  Riemann'schen  Kugel  fläche.  285 

Wir  haben  diesen  Satz,  oder  wenigstens  einen  Theil  dessel- 
ben, schon  früher  (S.  161)  kennen  gelernt.  Dass  wir  denselben 
hier  von  Neuem  behandelt,  von  Neuem  bewiesen  haben,  geschah, 
um  denselben  mit  anderen  allgemeineren  Untersuchungen,  zu 
denen  wir  Jetzt  übergehen,  in  Zusammenhang  zu  bringen. 

Es  sei  di  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche  Kugelfläche 
und  /  eine  von  x  +  iy  oder  z  abhängende  Function,  welche  auf 
i  SR  allenthalben  eindeutig,  und   mit  Ausnahme  einzel- 
l  ner  Pole  daselbst  auch  allenthalben  stetig  ist. 
I  Ist  fi  die  Ordnungszahl,  welche  die  Function  f{z)  auf  der 

^    Fläche   dt  in  irgend   einem   Puncte  z  =  c  besitzt,   so  wird  im 
r    Bereich  dieses  Punctes  eine  der  beiden  Formeln  gelten  (S.  252): 

f[z)  =  [z^cT,E[z), 
(1)  <  E 

Hier  stellt  m  die  Anzahl  der  Blätter  vor,  welche  in  dem  betrach- 
jleten  Puncte  z  =  c  mit  einander  zusammenhängen ;  während  an- 
dererseits E[z)  und  E'  [z]  zwei  Functionen  bezeichnen,  die  im 
reiche  dieses  Punctes  allenthalben  stetig  und  nullfrei  sind. 
Das  Bereich  des  Punctes  wird,  falls  m  gleich  1  ist,  durch  eine 
kleine  einblättrige  Fläche,  falls  aber  m  grösser  als  1  ist,  durch 
eine  kleine  m  blättrige  Windungsfläche  dargestellt  sein. 
Sind 

/;  w,  h{z)> ...  u[z). 

E^  (z),  ^2(z),  ..  .^^(2), 

e;[z),  e^{z),  . .  ,E,:[z) 

die  Werthe,  welche  die  Functionen  f[z),  E(z)'  E'  (z)  für  ein 
und  dasselbe  z  in  den  über  einander  liegenden  Blättern  der 
eben  genannten  Windungsfläche  besitzen,  so  wird,  zufolge  (1), 
eine  der  beiden  Formeln  gelten: 

[fx  W  ./i  W  . .  .A  W  --  [z-cT^E,  {z)  .E,{z)...  E^[z), 

^^^Y{z).f2{z)^^.U{z)=(^-\y^E,\z).E:[z) 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

/•,  W  .  A  (z)  .  .  .  U  [z)  =  «P  (^), 
E,{z).E^{z]  ...E,..[z)  =  V(z), 
Ei{z).E.;{z)  ...Ej(z),=  r[{z), 
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so  verwandeln  sieb  diese  Formeln  in 

(3) 


(p{z)  =  (z  —  c)^i^(z), 


9>(z)  =  ^j'-jj  .r{[z) 


die  Functionen  vi[z)  und  r([z)  sind  hier  offenbar,  ebenso  wie  E{z) 
und  If[z),  innerhalb  der  kleinen  m  blättrigen  Windungsfläche, 
durch  welche  das  Bereich  des  Punctes  2  =  c  repräsentirt  wird, 
allenthalben  stetig  und  nullfrei. 

Wir  wollen  annehmen,  durch  den  gegebenen  Werth  2:  =  c 
würden  auf  unserer  Riemann'schen  Kugelfläche,  nicht  ein 
Punct,  sondern  mehrere  Puncte  bestimmt;  diese  Puncte  seien 
Px^  P2y  '  -  '  Pn'y  ^^^  Anzahl  der  Blätter,  welche  in  jedem  dieser 
Puncte  mit  einander  zusammenhängen,  sei  in  p^  gleich  m^,  in 
/>2  gleich  m^,  u.  s.  w.,  endlich  in  p^  gleich  mn^  Wir  denken  uns 
einen  Schnitt  6  ausgeführt,  welcher  sämmtliche  Blätter  der 
Fläche  9t  durchschneidet,  und  um  die  über  einander  liegenden 
Puncte  Pi,  P2)  •  '  •  P^  ^^  hinreichend  kleiner  Entfernung, 
etwa  kreisförmig,  herumläuft.  Innerhalb  eines  solchen  Schnittes 
werden  %  von  einander  völlig  getrennte  kleine  Windungsfiächea 
liegen,  welche  als  die  Bereiche  der  Puncte  />i,  P21  •  •  •  P^  ^" 
gesehen  ^werden  können,  und  von  denen  die  erste  m,  blättrig,  die 
zweite  m^  blättrig  u.  s.  w. ,  endlich  die  letzte  m^  blättrig  ist.  Auf 
jede  dieser  Windungsflächen  werden  die  Formeln  (3)  anwendbar 
sein. 

Ist  also  9^  [z)  das  Product  derjenigen  Werthe,  -weiche  die 
Function  f{z)  für  ein  und  dasselbe  z  in  den  m^  Blättern  der 
ersten  Windungsfläche  besitzt,  ferner  gpjW  ^^s  Product  derjeni- 
gen Werthe,  welche  jene  Function  für  eben  dasselbe  z  in  den 
mj  Blättern  der  zweiten  Windungsfläche  besitzt  u.  s.  w.,  endlich 
(PTt{z)  das  Product  der  Werthe,  welche  die  Function,  wiederum 
für  eben  dasselbe  z,  in  den  m^  Blättern  der  letzten  Windüngs- 
fläche  besitzt,  und  sind  gleichzeitig  (i^,  (i2y  -  -  » l^ft  ^^^  d^i*  Function 
in  den  Puncten  p^,  P2,  »  >  -  p^t  zugehörigen  Ordnungszahlen,  so 
werden  je  nach  Umständen  entweder  die  Formeln: 

9i  W  =  {z  —  cp  .  i?i  (z), 

92  W  =  {^  —  cP  •  %  W, 


9n[z)  =  [z-cr.nn[z), 
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oder  die  Formeln: 

9>i  W  =  (j  —  ^)  %i'W»  . 

9>2  W    =    (7  —  7)    %2'(-). 

gellen,  wo  rj^  (2),  i^j  (z),  .  .  .  ri^(z),  t/,'(z),  »/^  W,  •  •  •  Vn  {z)  Func- 
tionen vorstellen,  die  innerhalb  des  Schnittes  a  allenthalben  stetig 
und  null  fr  ei  sind.  Multiplicirt  man  diese  Formeln  mit  einan- 
der, und  bezeichnet  das  Product 

9>i  (2)  .<3P2  W   •  •  •  •  9n(z)y 
d.  i.  das  Product  derjenigen  Werthe ,  welche  die  Function  f(z)  für 
ein  und  dasselbe  z  in  sämmtlichen  Blätternder  gegebenen 
Fläche  fH  besitzt,  mit 

0{z), 

so  ergiebt  sich,  dass  innerhalb  des  Schnittes  a  jederzeit  eine  der 
beiden  Formeln: 

0{z)  =  [z    -    c)  .H[z), 

'         W  a,  +  ^2  +  ..-}-  fiÄ 

.         *W=(7-7)  -«'W 

'      gelten  muss.     Hier  ist 

^[z)  =  n\{z) .  '»?2W  —  ^^W» 
^'W  =  -^i'W  •  »/2'W  •  •  •  •  nn[z)\ 

t      und  es  sind  also  H{z),  H'{z)  zwei  Functionen,  die  innerhalb  des 
I     Schnittes  0  allenthalben  stetig  und  null  fr  ei  bleiben. 
'  Für  jedwedes  gegebene  z  besitzt  die  Function  f[z)  mehrere, 

nämlich  ebenso  viele  Werthe,  als  in  der  Fläche  9fi  über  einander 
liegende  Puncte  vorhanden  sind.  Das  Product  alF  dieser  Werthe 
ist  0{z);  und  0(z)  wird  demnach  für  jedes  gegebene  z  immer 
nur  einen  Werth  besitzen.  Gleiches  gilt,  da  ^^^  jXj,  ...  ^n 
Ordnungszahlen,  mithin  jederzeit  ganze  Zahlen  sind,  auch  von 
den  Functionen: 


\ 
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Und  Gleiches  muss  daher  zufolge  der  Formeln  (4)  auch  von  den 
Functionen  H(z)  und  H'{z)  gelten. 

Wir  denken  uns  neben  der  gegebenen  Riemann'schen  Kugel- 
fläche 9i  noch  eine  gewöhnliche  einblättrige  Kugeifläche  ^.  Mit 
den  bei  z:=^c  über  einander  liegenden  Puncten  Pu  Pi,  »  •  >  p^r 
wird  auf  der  Fläche  Ä  ein  gewisser  Punct  correspondiren,  wei- 
cher mit  p  bezeichnet  werden  mag;  in  diesem  Puncte  p  wird  ebenfalls 
z  =  c  sein.  Mit  denjenigen  Puncten  ferner,  die  auf  der  Fläche  dt 
innerhalb  des  Schnittes  a  liegen ,  werden  auf  der  Fläche  Ä  Puncte 
correspondiren,  die  zusammengenommen  ein  kleines  um  p  herum- 
liegendes Flächenstück  bilden,  die  also  zusammengenommen  als 
das  Bereich  dieses  Punctes  p  angesehen  werden  können.  Die 
Formeln  (4)  bezogen  sich  auf  denjenigen  Theil  der  Fläche  fft, 
welcher  sich  innerhalb  des  Schnittes  a  befindet.  Verpflanzen  wir 
nun  die  Formeln  (4)  nach  der  Kugeifläche  ^ ,  also  nach  dem  Be- 
reich des  eben  genannten  Punctes  p  hin,  so  werden  die  in  jenen 
Formeln  enthaltenen  Functionen,  weil  sie  fär  jedes  gegebene  z 
immer  nur  einen  Werth  haben,  innerhalb  dieses  Bereiches  überall 
eindeutig  sein. 

Die  Function  0(z)  ist  demnach  auf  der  Kugelfläche  ^  im 
Bereiche  des  bei  z  =  c  liegenden  Punctes  p  überall  eindeutig, 
und  innerhalb  dieses  Bereiches  darstellbar  durch  eine  der  beiden 
Formeln: 

0(z)  =  {z    -     c)  'H{z), 

wo 

H{z)  und  H'{z), 
folglich  auch 

und 


H(z)  —  ir[z) 

Functionen  sind,   die  im  Bereiche  jenes  Punctes  p  allenthalben 
eindeutig,  stetig  und  nullfrei  bleiben. 

Daraus  folgt  unmittelbar ,  dass  innerhalb  des  eben  ge- 
nannten Bereiches  jederzeit  entweder  0{z)  selber  oder 

wenigstens  ^^  stetig  ist;  und  ferner  —  mit  Rücksicht  auf 

einen  kürzlich  gefundenen  Satz  (S.  260)  —,  dass t^i  + 112  +  --  +  l^a 
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die  Ordnungszahl  vorstellt,  welche  die  Function  0{z)  auf  der 
Kugelfläche  Ä  im  Puncto  z  =  c  oder  p  besitzt. 

Der  Werth  z  =  c  war  ein  beliebig  gewählter.  Die  Resul- 
tate, zu  welchen  wir  hier  gelangt  sind,  gelten  demnach  nicht  nur 
für  einen,  sondern  für  jeden  beliebigen  Punct  der  Kugelfläcl^  ^. 
Die  Function  0{z)  wird  demnach  auf  Ä  überall  eindeutig  sein, 
und  im  Bereiche  eines  jedweden  zu  Ä  gehörigen  Punctes  wird 

immer  entweder  O  [z)  selber  oder  wenigstens  ^r-r  stetig  sein.  Es 

ist  daher  0(z)  eine  Function,  welche  auf  £  überall  eindeutig  und 
mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig 
ist.  Eine  derartige  Function  ist  aber  zufolge  des  vorhergehenden 
Satzes  jederzeit  eine  rationale  Function  von  2:.  Somit  gelangen 
wir  zu  folgenden  Sätzen: 

Ist  f  eine  von  *x  +  iy  oder  z  abhängende  Function ,  welche 
auf  irgend  einer  n  blättrigen  Uiemann^ sehen  Kugelfläche  91  überall 
eindeutig  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  überall  stetig  ist,  und 
bezeichnet  man  die  Werthe^  welche  diese  Function  in  n  über  einan- 
der liegenden  Puncten  von  31  besitzt y  mit  fi,  fz^  •  -  -  fni  so  wird 
das  Product 

(5  =  /•,  .  A  .  .  .  .  /■» 
eine  rationale  Function  von  z  sein^  nämlich  eine  Function  sein^  die 
bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen  Kugelfläche 
Ä  überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  auch  überall 
stetig  ist. 

Die  Ordnungszahl^  welche  O  in  irgend  einem  zur  Fläche  ^ 
gehörigen  Punct  z  =  c  hat^  ist  jederzeit  gleich  der  Summe  aller 
derjenigen  Ordnungszahlen ,  welche  die  Function  f  auf  der  Fläche  dt 
in  sämmtlichen  bei  z  =  c  über  einander  liegenden  Puncten  besitzt. 

Wir  beschäftigen  uns  mit  der  hier  betrachteten  Function  f 
noch  weiter.  Da  f  auf  der  gegebenen  Fläche  dt  überall  eindeu- 
tig und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  überall  stetig  ist,  so  gilt, 
falls  wir  unter  C',  C",  .  .  .  C^"^  irgend  welche  Constanten  verstehen, 
Gleiches  auch  von  den  Functionen 

f+  er, 

f  +  c'\ 


f  +  C^"l 
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Bilden  wir  daher  die  Producta: 

\0'  ={f,  +0   {f,+  (T)    ....  ifu  +  CT), 

(6)      k"  =  ifi  +  n  if^  +  n  ....  (A  +  n 

so  werden  (^',  (^",  .  .  .  Q^*'K  zufolge  des  eben  erhaltenen  Satzes, 
Functionen  sein,  die  sämmtlich  auf  rationale  Weise  von  z  ab- 
hängen. Die  rechten  Seiten  der  Formeln  (6)  lassen  sich  in  fol- 
gender Weise  schreiben: 

c«  +  c«-^(/'i +/i +  .. .+A)  +  (^-2(A/i +  ..)+...  + (Tl.  A..A). 

Wir  können  demnach  jene  Formeln  in  Bezug  auf  die  n  Grössen 

/•i  +  A  +  .  .  .  +  A, 

A  A  +  A  A  +  . . .  fn-i  A, 


auflösen,  und  werden  alsdann  für  jede  dieser  n  Grössen  einen 
Werth  erhalten,  der  —  ebenso  wie  0\  0'\  .  .  .  (P^«)  —  auf  ra- 
tionale Weise  von  z  abhängt.  Bezeichnen  wir  aber  die  in  sol- 
cher Art  sich  ergebenden  Werthe  der  Reihe  nach  mit  JP^,  j^j»  •  •  •  -^n» 
so  sipd  bekanntlich  A,  A,  .  .  .  A  ^^^  Wurzeln  folgender  Gleichung 
n}^^  Grades: 

fn  _  JF^  fn-1   ^    F^  fn-2  _ +    (_  j)»  jp^  ^  q^ 

Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Eine  von  x  +  iy  oder  z  abhängende  Function^  welche  auf 
irgend  einer  Riemann' sehen  Kugelfläche  überall  eindeutig  und  mit 
Ausnahme  einzelner  Pole  überall  stetig  ist,  wird  jederzeit  eine  al- 
gebraische Function  von  z  sein, 

Sie  wird  nämlich  y  falls  jene  Fläche  eine  n  blättrige  isiy  jeder- 
zeit die  Wurzel  einer  Gleichung  n*^^  Grades  sein^  deren  Coefficien- 
ten  rationale  Functionen  von  z  sind. 


Achte  VorlesuDg. 

Verwandlung    einer  Riemann'schen  Kugelfläche 
durch  geeignete  Schnitte  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende Fläche, 


Erster  Abschnitt    Eintheilnng  sänuntfioher  Flächen  in  einfiach 
zusammenhangende  und  in  mehr&ch  znsammenhängende.    Defini- 
tion der  Quersohnitte  und  Eüokkehrschnitte. 

Wir  werden  uns  hier  mit  Flächen  beschafligen  von  ganz  be- 
liebiger Gestalt.  Als  Fläche  einfachster  Art  betrachten  wir  dabei, 
ebenso  wie  früher,  die  Elementarfläche,  d.i.  eine  ebene 
einblättrige  Fläche,  welche  nur  eine  Randcurve  besitzt,  und 
welche  mit  all'  ihren  Puncten  in  der  Endlichkeit  liegt. 

Eine  beliebig  gegebene  Fläche  wird,  je  nach  ihrer  Beschaf- 
fenheit, zu  der  Elementarfläche  in  einer  mehr  oder  weniger  nahen 
Beziehung  stehen.  Je  nach  der  Beschafl'enheit  der  Fläche  wird 
es  nämlich  mehr  oder  weniger  verwickelter  Operationen  bedürfen, 
um  dieselbe  in  eine  Elementarfläche  zu  verwandeln.  Wir  wollen 
solches  zunächst  an  einigen  einfachen  Beispielen  erläutern. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  glockenför-         „.     ^, 

^  Flg.  64. 

mige  Fläche,  z.  B.  die  in  Fig.  64  abgebildete 

Kugelcalotte.   Um  diese  in  eine  Elementarfläche 
zu  verwandeln,  bedarf  es  nur  gewisser  Biegungen 
und  Dehnungen.     Die  Fläche  wird  sich  also,  um 
einen  früheren  Ausdruck  zu   gebrauchen,    durch   stetige  Um- 
formung zu  einer  Elementarfläche  umgestalten  lassen. 

Anders  verhält  es  sich  bei  der  in  Fig.  65  abgebildeten 
röhrenförmigen   Fläche.     Durch  stetige  Umformung  allein 

19* 
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wird  es  uns  niemals  glucken,  diese  Fläche  in  eine  Elementarfläche 
zu  verwandeln.  Wollen  wir  eine  solche  Umgestaltung  zu  Wege 
Fig.  65.  bringen,  so  werden  wir  zuvörderst  einen  etwa  von 
et  nach  ß  fortlaufenden  Schnitt  ausführen  müssen; 
sodann  erst  wird  es  möglich  sein,  dieselbe  durch 
stetige  Umformung  in  eine  Elementarfläche  zu  ver- 
wandeln. 

Noch  complicirter  ist  das  Verfahren  bei  der 
in  Fig.  66  abgebildeten  verzweigten  röhren- 
förmigen Fläche.  Denn  um  diese  in  eine  Ele- 
mentarfläche zu  verwandeln,  sind  ausser  der  stetigen  Umformung 
offenbar  noch  zwei  Schnitte  aß  und  yS  erforderlich. 

Fig.  66.  ^^i*  sehen  aus  diesen  Beispielen,  dass  es 

möglich  sein  wird,  sämmtliche  überhaupt  denk- 
bare  ebene   oder  krumme  Flächen  zu  classifi- 
,  ciren  nach  denjenigen  Beziehungen,  in  welchen 
sie  zur  Elementarfläche  stehen;  dass  es  näm- 
lich möglich  sein  wird,  sie  zu  classificiren  nach 
denjenigen  Operationen,  die  zu  ihrer  Verwand- 
lung in  eine  Elementarfläche  erforderlich  sind. 
Diese  Operationen  bestehen  in  der  steti- 
^^  gen  Umformung  und  in  der  Ausfuhrung 

^  von  Schnitten.     Um  aber  bei  jener  Classifi- 

cation mit  Genauigkeit  zu  verfahren,  müssen  wir  zunächst  aus 
dem  allgemeinen  Begriff*  des  Schnittes  zwei  engere  Begriffe  her- 
ausheben; nämlich  den  des  Querschnittes  und  den  des  Rück- 
kehrschnittes. 

Definition,  Ein  Schnitt^  welcher  in  irgend  einem  Randpunci 
der  Fläche  beginnt  ^  von  hier  aus  in  ununterbrochenem  Zuge  bis 
zu  irgend  einem  andern  Mandpunct  fortläuft^  dazwischen  aber  den 
Rand  der  Fläche  weder  berührt,  noch  überschreitet,  soll  ein  Quer- 
schnitt genannt  werden. 

Nach  Ausführung  eines  Querschnittes  sind  die  beiden  Ufer 
desselben  als  neue  Randgebiete  der  Fläche  anzusehen.  Ja  es  sind 
die  auf  diese  Weise  entstehenden  neuen  Randgebiete  nicht  erst 
nach  Ausführung  des  Schnittes,  sondern  auch  schon  während 
der  weiteren  Fortführung  desselben  als  solche  zu  betrachten. 
Daraus  folgt  unter  Anderm,  dass  ein  Querschnitt  in  einem  Punct 
seines  früheren  Laufes  endigen  kann;  und  ferner,  dass  ein  Quer- 
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Fig.  67. 


schnitt  bei  seiner  weitern  Fortführung  sich  selber  niemals  durch- 
kreuzen darf. 

So  wird  z.  B.,  wenn  wir  eine  Kreisfläche 
betrachten,  der  Schnitt  aß  (Fig.  67)  ein  Quer- 
schnitt sein;  ebenso  aber  auch  der  Schnitt 
a  b  c  d.  Jeder  nimmt  in  einem  Bandpuncte 
seinen  Anfang.  Während  aber  der  eine  s^in 
Ende  in  einem  zweiten  Bandpunct  der  Fläche 
erreicht,  endigt  der  andere  in  einem  Puncte 
seines  früheren  Laufes.   , 

Ist  ein  Querschnitt  bereits  ausgeführt,  und  soll  nun  ein 
zweiter  Querschnitt  gezogen  werden,  so  ist  wiederum  zu  beach- 
ten, dass  die  Ufer  des  schon  vorhandenen  Schnittes  bei  Ausfüh- 
rung des  zweiten  als  Randgebiete  der  Fläche  anzusehen  sind. 
Der  zweite  Querschnitt  wird  al^o  nach  Belieben  in  einem  ursprüng- 
lichen Randpuncte  der  Fläche,  eben  so  gut  aber  auch  in  einem 
Uferpunct  des  schon  vorhandenen  Querschnittes  seinen  Anfang 
nehmen  können.   Aehnliches  gilt  für  den  End-  yIs,  68. 

punct  des  Querschnittes.  Und  Aehnliches  gilt 
natürlich  auch  für  einen  dritten,  vierten 
u.  s.  w.  Querschnitt. 

So  wird  z.  B.  in  der  von  uns  betrach- 
teten Kreisfläche  a  ß  (Fig.  68)  ein  Querschnitt 
sein.  Sodann  wird  yö  ein  zweiter,  £?  ein 
dritter  und  ly-ö*  ein  vierter  Querschnitt  sein 
u.  s.  w. 

Ferner  wird  der  Schnitt  a  ß  y  8  e  (Fig.  69)  nicht  als  ein 
Querschnitt,  sondern  als  ein  Complex  von  zwei  Querschnitten 
anzusehen  sein.  Der  eine  von  diesen  beiden 
läuft  —  ebenso  wie  der  in  Fig.  67  betrachtete  — 
von  a  über  ß  und  y  bis  nach  8  hin ,  und  der 
andere  geht  von  ö  nach  e. 

Des  bequemeren  Ausdrucks  willen  wird 
es  zweckmässig  sein,  ausser  den  Querschnit- 
ten auch  noch  eine  gewisse  andere  Gattung 
von  Schnitten,  nämlich  die  der  Ruckkehr- 
schnitte einzuführen.  Diese  sollen  folgender- 
massen  definirt  sein: 

Definition,     Ein  in  sich  zurücklaufender  Schnitt^  welcher  den 
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Rand  der  Fläche  nirgends  berührt  oder  überschreitet^  und  welcher 
sich  selber  nirgends  durchkreuzt,  soll  in  Zukunft  ein  Rückkehr- 
shnitt  genannt  werden. 

Nach  Ausführung  eines  Ruckkehrschnittes  sollen  die  beiden 
Ufer  desselben  wiederum  als  Randgebiete  der  Fläche  angesehen 
werden.  Wir  können  uns  demnach  den  Schnitt  ab  c  d  (Fig.  67), 
wenn  wir  wollen,  auch  so  entstanden  denken,  dass  in  der 
gegebenen  Kreisfläche  zuerst  ein  Ruckkehrschnitt  bcdb,  und 
sodann  noch  ein  Querschnitt  efa  ausgeführt  ist.  Desgleichen  werden 
wir  (Fig.  69)  den  Schnitt  a  ß  y  d  e  ah  zusammengesetzt  ansehen 
können  aus  einem  zuerst  ausgeführten  Rückkehrschnitt  ßy  S  ß,  und 
aus  zwei  sodann  ausgeführten  Querschnitten  S  a  und  6  s. 

Wir  bringen  nun  alle  überhaupt  denkbaren  Flächen  zunächst 
in  zwei  Abtheilungen;  zur  Bezeichnung  derselben  bedienen  wir 
uns  der  von  Riemann  eingeführten  Namen  :  einfach  und  mehrfach 
zusammenhängend. 

Definition,  Eine  Fläche  soll  einfach  zusammenhängend 
genannt  werden,  sobald  sie  blos  durch  stetige  Umformung 
in  eine  Elemeniarfläche  verwandelt  werden  kann.  Eine  Fläche 
hingegen,  bei  der  zu  solcher  Umwandlung  ausser  der  stetigen  Um- 
formung auch  noch  die  Ausführung  irgend  welcher  Schnitte  er- 
forderlich ist ,  soll  eine  mehrfach  zusammenhängende  Fläche 
heissen. 

Die  Elementarfläche  selber  ist  demnach  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche.  Gleiches  wird  gelten  von  einer  Kugel- 
calotte,  und  gleiches,  um  noch  ein  drittes  Beispiel  anzuführen, 
von  jeder  Windungs fläche;  denn  eine  Windungsfläche  kann, 
wie  wir  früher  (Seite  214  u.  218)  gesehen  haben,  durch  stetige 
Umformung  jederzeit  in  eine  Elementarfläche  verwandelt  werden. 

Eine  Elementarfläche  zerfällt  durch  jeden  Querschnitt  in 
zwei  von  einander  völlig  getrennte  Stücke;  ebenso  auch  durch 
jeden  Rückkehrschnitt.  Von  diesen  beiden  Stücken  ist,  je^nach- 
dem  der  Schnitt  ein  Quer-  oder  ein  Rückkehrschnitt  ist,  ent- 
weder jedes,  oder  wenigstens  eines  eine  Elementarfläche.  Diese 
Bemerkungen,  deren  Richtigkeit  man  augenblicklich  übersieht, 
führen  nun  zu  bemerkenswerthen  Folgerungen. 

Es  sei  31  eine  beliebig  gegebene  einfach  zusammenhängende 
Fläche,  und  gleichzeitig  sei  21'  diejenige  Elementarfläche,  in  welche 
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sicli    %  durch  stetige  Umformung  verwandelt*).    Ist  nun  q  irgend 
ein    Querschnitt  der  Fläche  91,  und  q'  der  correspondirende  Schnitt 
aur     ^',  so  wird  q'  ehenfalls  ein  Querschnitt  sein.   Die  Fläche  21' 
ist     aber  eine  Elementarfläche   und  wird  also  durch  jeden  Quer- 
schnitt in  zwei  von  einander  völlig  getrennte  Stücke  zerlegt.    Dem- 
uaoh  wird  91'  durch  q\    und  folglich    auch  91  durch  q  in 
z^?vei  von  einander  völlig  getrennte  Stücke  zerfallen. 
Wir  bezeichnen  diese  beiden  Stücke  bei  der  ursprünglichen 
F*läolie  91  mit  a,  b,   und  bei  der  Elementarfläche  91'  mit  a',  V. 
(^Henbar  können  alsdann  a  und  b  als  zwei  Flächenstücke  ange- 
sehen werden,  welche  sich  durch  stetige  Umformung  in  a'  und  V 
^ei^wandeln.     Von  den  beiden  Stücken  a'  und  b'  ist  aber  jedes 
^^J^e    Elementarflächc.     Daraus  folgt,   dass   jedes    der  beiden 
S  t,  u.  cke  a  und  b  ein  einfach  zusammenhängendes  ist. 
Somit  erhalten  wir  folgende  Sätze: 

Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerfällt  durch  einen 
^^^^^^schnitt  immer  in  zwei  von  einander  völlig  getrennte  Stücke; 
^^^9^  diesen  beiden  Stücken  ist  jedes  ein  einfach  zusammenhängen- 
^^^-^^  Durch  V  auf  einander  folgende  Querschnitte  wird  demnach 
^*^*^  einfach  zusammenhängende  Fläche  in  {v  +  1)  getrennte  Stücke 
^^^^^^cllen^  von  welchen  wiederum  jedes  ein  einfach  zusammenhängen- 
^^^      ist. 

Wiederum  sei  91  eine  beliebig  gegebene  einfach  zusammen- 

^^^»^^ende  Fläche,  und  91'  die  daraus  durch  stetige  Umformung 

^^^^^tehende  Elemeutarfläche.    Ist  nun  s  irgend  ein  Rückkehrschuitt 

^^^^     Fläche  91,   so   wird  der  auf  91'  gezogene  correspondirende 

^^Ixnitt  s    ebenfalls  ein  Rückkehrschnitt  sein.     Demnach  wird  91 

^^Ä^ch  s,  ebenso  wie  91'  durch  s\  in  zwei  von  einander  getrennte 

^^ticke  zerfalleu.     Von  den  beiden  Stücken,  in  welche  91'  durch 

®     Verlegt  wird,  ist  das  eine  eine  Elemeutarfläche.    Demnach  muss 

^^n  den  beiden  Stücken,  in  welche  91  durch  s  getheilt  wird,  das 

^Vne  ein  einfach  zusammenhängendes  sein. 

Somit  ergiebt  sich  Folgendes: 

Eine  einfach  zusammenhängefide  Fläche  zerfällt  durch  einen 
Hückkehrschnitt  immer  in  zwei  von  einander  völlig  getrennte  Stücke; 


*)  Man  vergleiche,  was  früher  in  BetrefFder  stetigen  Umformung 
aus  einander  gesetzt  ist  (Seite  205    -207). 
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von  diesen  beiden  Stücken  ist  Jederzeit  das  eine  ein  einfach  zu- 
sammenhängendes. 

Eine  Elementarfläche  besitzt  ihrer  DefiDition  zufolge  immer 
Dur  eine  Randcurve.  Gleiches  muss  demnach  auch  von  jeder 
Flache  gelten,  die  aus  einer  Elementarfläche  durch  stetige  Uih- 
formung  entstanden  ist.    Somit  erhalten  wir  folgenden  dritten  Satz. 

Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  besitzt  immer  nttr  eine 
Randcurve. 


Zweiter  Abschnitt   üntennehmig  eines  beliebig  gegebenen  Fla- 

chensystemes;  die  Onmdzahl  eines  solchen  Systemes.  Sntheflmig 

der  mehr£Eich  insammenhängenden  Flachen  in  iweifeu^h,  dreifiEtch, 

vierfiEUsh,  n.  s.  w.  zusammenhangende. 

Es  sei  @  ein  aus  beliebig  vielen  Flächenstucken  bestehendes 
'System;  diese  Flächenstücke  mögen  beliebig  im  Räume  vertheilt 
sein,  und  jedes  von  ihnen  mag  eine  ganz  beliebige  Gestalt  besitzen. 
Wir  wollen  uns  denken,  dieses  System  ©  könne  durch  gewisse  v' Quer- 
schnitte —  sie  mögen  in  ihrer  Gesammtheit  mit  q'  bezeichnet  wer- 
den —  in  ein  System  ©'  verwandelt  werden,  welches  aus  a  Fiä- 
chenstucken  besteht;  und  das  System  @  könne  andererseits  durch 
gewisse  v"  Querschnitte  —  sie  mögen  q'  genannt  werden  —  in 
ein  System  ©"  verwandelt  werden,  welches  aus  a"  Flächenstücken 
besteht.  Ferner  wollen  wir  uns  denken,  unter  den  Flächenstücken, 
aus  welchen  die  Systeme  ©'  und  ©"  bestehen,  wäre  jedes  ein- 
zelne ein  einfach  zusammenhängendes.  Es  fragt  sich,  ob 
unter  dieser  Voraussetzung  zwischen  den  Zahlen  v,  a  und  v\  a" 
irgend  welche  Beziehung  stattfindet,  oder  ob  dieselben  von  einan- 
der völlig  unabhängig  sind. 

Um  näher  hierauf  einzugehen,  wird  es  nöthig  sein,  beide 
Querschnittsysteme,  das  der  q  und  das  der  g"  gleichzeitig  zu 
ziehen.  Die  Anzahl  derjenigen  Stellen,  in  welchen,  bei  einer  sol- 
chen Superposition  beider  Schuittsysteme ,  ein  Punct  des  einen  und 
einer  des  andern  Schnittsystemes  gerade  über  einander  liegen, 
mag  X  sein.  Und  der  Einfachheit  willen  mag  zuvörderst  ange- 
nommen werden,  dass  unter  diesen  %  Durchkreuzungspuncten 
kemer  vorhanden  ist,  der  gerade  mit  einem  Endpuncte  der 
Schnitte  q  oder  q    zusammenfällt;    von  den  beiden  Schnitten  ^ 


I 
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uii<l  (i\  welche  einander  in  einem  jener  %  Puncte  durchkreuzen, 
wijrd  alsdann  jeder  durch  den  andern  in  zwei  Stücke  zerlegt 
,   werden. 

Wir  denken  uns  zuerst  die.  Querschnitte  q  gezogen,  und  hie- 
durch  ©  in  ©'  verwandelt.    Ziehen  wir  jetzt  einen  der  Schnitte  g", 
so    ^^ird  ein  solcher  Schnitt  nur  dann  einen  Querschnitt  des 
FlSchensystemes  ©'  vorstellen,  wenn  er  die  schon  vorhandenen 
Schnitte  q   nirgends  berührt  oder  überschreitet,  andernfalls  aber 
einen  Complex  von  mehreren  Querschnitten  vorstellen. 
Es  fragt  sich  nun  zunächst,  wie  gross  die  Anzahl  derjenigen  Quer- 
sch  nitte  jß"  ist,  welche  in  dem  Flächensystem  ©'  entstehen,  so- 
bald wir  darin  sämmtliehe  Schnitte  q    ausführen.    Offenbar  wer- 
den sämmtliche  Endpuncte  der  Q"  zum  einen  Theil  durch  die  End- 
puQcte  der  g"  selber,  zum  andern  Theil  durch  diejenigen  Puncte 
dargestellt  sein,  in  welchen  die  q  von  den  q   durchkreuzt  werden. 
'^ie  Anzahl  des  ersten  Theiles  ist  gleich  der  Anzahl  der  Endpuncte 
der    q\  d.  i.   gleich  2v";   die  Anzahl   des  zweiten  Theiles  muss, 
d^  jeder  der  genannten  Durchkreuzungspuncte  zwei  Endpuncte 
der  Q"  repräsentirt,  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl  jener  Durch- 
ki^euzungspuncte,  also  gleich  2%  sein.    Im  Ganzen  wird  daher  die 
A^özahl  der  Endpuncte  der  ö"  gleich  2v"  +  2;^,  folglich  die  An- 
zahl   der  ö"  selber  gleich 

sein. 

Umgekehrt  wird  andererseits,  wenn  wir  uns  in  dem  Systeme 
^  zuerst  die  q  gezogen,  und  hiedurch  ©  in  ©"  verwandelt  den- 
■^^*i,  jeder  nunmehr  folgende  Schnitt  q  im  Allgemeinen  mehrere 
"verschnitte  Q'  des  Systems  ©"  repräsentiren.  Die  Anzahl  dieser 
^     Mird,  wie  man  sofort  übersieht,  gleich 

'^'  +  X 

E^  sei  Ä  die  Anzahl  von  Flächenstücken,  in  welche  ©  zer- 
^t,  wenn  gleichzeitig  sowohl  sämmtliche  Schnitte  q  als  auch 
^^mtliche  Schnitte  q    ausgeführt  werden. 

Offenbar  kann  diese  Zahl  A  als  die  Anzahl  derjenigen  Stücke 

^^gesehen  werden,  in  welche  sich  das  Flächensystem  ©'  durch 

^^sführung    der  Querschnitte   0"   verwandelt.     Nun  besteht  das 

ysiem  ©'  der  Voraussetzung  zufolge  aus  d  Stücken,  von  wel- 

^*^^n  jedes  einfach  zusammenhängend  ist.     Es  wird  daher 
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~  wir  müssen  den  vorhin  (Seite  295)  gefundenen  Satz  beachten  > — 
dieses  System  ©'  durch  Ausführung  der  (v"  +  j^  Querschnitte  Q" 
in  a  +  v"  +  X  Stücke  zerfallt  werden.     Somit  ergiebt  sich: 

(1)  A  =  a'  +  v'  +  X, 
Andererseits  kann  aber  A  auch  als  die  Anzahl  derjenigen  Stücke 

angesehen  werden,  in  welche  das  System  <B"  durch  Ausführung 
der  (v  +  ;|r)  Querschnitte  Q'  zerlegt  wird;   alsdann  ergiebt  sich: 

(2)  A  =  a'  +  v'   +  x^ 
Aus  diesen  beiden  Formein  (1)  und  (2)  folgt  sofort: 

a    +   V     =  a     +  V, 
d.  i. 
[6)  V    —  a    =  V     —    a  , 

Bei  Ableitung  dieser  Formel  wurde  die  beschränkende  Voi 
aussetzung  gemacht,  dass  unter  den  x  Durchkrcuzungspunci 
der  beiden  Schnittsysteme  keiner  vorhanden  ist,  welcher  gerai 
mit  einem  Endpunct  der  Schnitte  zusammenfällt.  Sollte  dii 
Voraussetzung  nicht  erfüllt  sein ,  so  wird  man  es  doch  durch  eii 
unendlich  kleine  Verschiebung  des  einen  Schnittsystem^^ -^^ 
z.  ß.  des  Systems  q\  leicht  dahin  bringen  können,  dass  sie  in  Ei:mK^- 
füUung  geht.  Sobald  diese  unendlich  kleine  Verschiebung  ai»-^^" 
geführt  ist,  wird  dann  die  Formel  (3) 

V  —  a  =  V  —  a 
wiederum  gelten.  Die  Zahlen  v  und  a  sind  aber  offenbar  nac^  -" 
der  Verschiebung  des  Systems  q'  eben  dieselben  wie  vor  jen  ^^^^^ 
Verschiebung.  Daraus  folgt,  dass  die  Formel  auch  schon  vc:::^  ^ 
der  Verschiebung  gültig  ist,  dass  sie  also  völlig  allgemeir:^  ^ 
Gültigkeit  besitzt.     Wir  erhalten  daher  folgenden  wichtigen  Sat^^^^  * 

Denkt  man  sich  ein  beliebiges  Flächensystem  ©   zu  verschw^^ 
denen  Zeiten  durch  verschieden  gewä/äte  Querschnittsysteme   z^^^^ 
legt,    und  dadurch  jedesmal  in   ein  System   von  lauter  einfach  ^ 
zusammenhängenden  Flächenstücken  verwandelt;  so   wird  die  Dmx' 
ferenz  [v  —  a),  um  welche  die  jedesmalige  Anzahl  v  der  Querschni^^^ 
grösser  als  die  jedesmalige  Anzahl  a  der  resultirenden  FlächenstücA^^ 
ist,    in    alP    diesen  Fällen    ein    und  denselben    Werth   hahef^- 
Jene  Differenz  [v  — a)   ist   demnach   eine  dem  gegebenen  Flächet^' 
System    ®    eigenthümliche    unveränderliche   Zahl,     Glei- 
ches  wird  daher    auch  gelten  von  der  Zahl  [v  —  a  -|-  2).     Dies^ 
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letztere  soll  in  Zukunft  die  Grundzahl  des  Fl ächensy Sternes  ge- 
nannt werden. 

Ein  beliebig  gegebenes  Fläcbensystem  @  verwandle  sieb, 
wenn  man  darin  irgend  welchen  Querschnitt  q  ausführt, 
in  ein  Flächensystem  ©'.  Um  das  ursprüngliche  System  @  aber 
in  ein  System  von  lauter  einfach  zusammenhängenden  Flächen- 
Stücken  zu  verwandeln,  mögen  nach  Ausfübrung  jenes  Querschnit- 
tes q  Qoch  irgend  welche  v  andere  Querschnitte  g^,  q^i  ...  qv 
erforderlich  sein;  und  gleichzeitig  mag  a  die  Anzahl  der  einfach 
zusammenhängenden  Fläcbenstücke  vorstellen,  aus  welchen  das 
letztgenannte  System  besteht. 

Alsdann  wird  also   das  System  @   im  Ganzen  durch  v  +  1 

Ouerschnitte   in    ein  System    von  a  Flächenstücken  verwandelt, 

'^'^^tcr  denen  jedes  einfach  zusammenhängend  ist.    Und  andererseits 

*^lien  wu*,  dass  das  System  S'  bereits  durch  v  Querschnitte  in  ein 

System  von  cl  einfach  zusammenhängenden  Flächenstücken   ver- 

^^  Adelt  wird.     Demnach  ist 

(v   +   1)  _  t.   +   2 
^io    Grundzahl  von  ©,  und 

V   —   a    +   2 
^^^    Grundzahl  von  ©';  die  Grundzahl  von  ©'  also  um  1  kleiner 
^^     die  von  ®.     Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Grundzahl  eines  Flächensystemes  wird  durch  jeden  Quer- 
^^^ziiit  um  1  erniedrigt;  durch  ein  System  von  v  Querschnitten  also 
^^^9.    V  erniedrigt. 

Ein  Flächensystem  ©    verwandle    sich  durch       Fig.  70. 
*^Send   welchen  Rückkehrschnitt  s  in  ©'. 
*  ^rner    sei  q   ein   in   dem  Systeme   ©'  gezogener 
Querschnitt,    und    zwar   ein    Querschnitt,    welcher 
^^ig.  70)  in  einem  Uferpuncte  des  Rückkehrschnit- 
^^s  s  beginnt,  und  von  hier  aus  nach  irgend  wel-  \ 
^liem   Randpuncte  desjenigen  Flächenstückes    hin- 
^uft,  in  welchem  sich  s  befindet.     Endlich  mag  das  durch  Aus- 
führung von  s  und  q  erhaltene  Flächensystem   mit  X  bezeichnet 
Werden. 

Das  Flächensystem  Z  entsteht  aus  ©'  durch  Ausführung  des 
einen  Querschnittes  q.  Zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  ist 
daher  die  Grundzahl  von  2:  um  1  kleiner  als  die  von  ©', 
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Andererseits  ist  zu  bemerken,  dass  die  Schnitte  q  und  s  zu- 
sammengenommen als  ein  einziger  Querschnitt  angesehen  werden 
können  (vgl.  S.  293,  Fig.  67);  und  dass  daher  %  als  ein  Flächen- 
system angesehen  werden  kann,  welches  aus  @  ebenfalls  nur 
durch  Ausführung  eines  einzigen  Querschnittes  entsteht.  Zu- 
folge des  vorhergehenden  Satzes  wird  also  die  Grundzahl  von  £ 
auch  um  1  kleiner  als  die  von  @  sein. 

Fasst  man  beide  Ergebnisse  zusammen,  so  sieht  man  sofort, 
dass  die  Grundzahlen  von  (S  und  ©'  einander  gleich  sind,  und 
gelangt  also  zu  folgendem  Satz: 

Die  Grundzahl  eines  Flächensystems  erleidet  durch  Ausführung 
eines  Bückkehrschnittes  keinerlei  Aenderung^  und  erleidet  also  auch 
hei  Ausführung  von  beliebig  vielen  Rückkehr  schnitten  keine 
Aenderung, 

Die  eben  gefundenen  Sätze  sind  anwendbar  auf  jedes  belie- 
bige Flächen  System,  folglich  auch  anwendbar  auf  jede  beUebige 
einzelne  Fläche.  Wir  wollen  die  Folgerungen  ins  Auge  fassen, 
zu  welchen  sie  in  letzterer  Beziehung  fuhren. 

Soll  eine  beliebig  gegebene  einzelne  Fläche  durch  Querschnitt^^ 
in  irgend  welche  Anzahl  einfach  zusammenhängender  Flächenstücke*** 
z.  ß.  in  100  solche  Flächenstücke  zerlegt  werden,*)  so  wird  mao^ 
dabei  hinsichtlich  der  Lage   und  Gestalt    dieser   Querschnitte^^ 
einen   weiten  Spielraum  haben,   hinsichtlich  ihrer  Anzahl  aber    " 
auf  eine  ganz  bestimmte  Zahl  angewiesen  sein.     Denn  gelingt  e^^ 
einmal,  die  gegebene  Fläche  durch  irgend  welche  v  Querschnitte^^ 
in  100  einfach  zusammenhängende  Fiächenstücke  zu  zerlegen,  un(^0 
gelingt  andererseits  eine   solche  Zerlegung  der  Fläche  in  lOCHI^ 
einfach  zusammenhängende  Fiächenstücke  auch  durch  Anwendun^^^ 
irgend  weicher  andern  v"  Querschnitte,  so  muss  zufolge  des  voim^^ 
uns  gefundenen  Satzes  (S.  298) 

v'  —  100  =  v"  ~  100, 

mithin 

/  ff 

V     =    V 

sein.   Eine  gegebene  Fläche  wird  sich  also  auf  mannig    — 
faltige  Art  durch  Querschnitte  in  100  Stücke  zerlege 


•)  Unter  der  Zerlegung  einer  Fläche  in  100  einfach  zusammenhän.    — 
gende  Flächenstücke  ist  natürlich  eine  Zerlegung  derselben  in  100  ein-  ^ 
zelne  Flächenstücke  zu  verstehen,  von  welchen  jedes  für  sich  betrachte  "i^ 
einfach  zusammenhängend  ist. 
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lassen,  von  welchen  jedes  einfach  zusammenhängend 
ist.  Die  Aiizahi  dieser  Querschnitte  wird  aber  stets 
ein  und  dieselbe  sein. 

Wir  werden  demnach  alle  überhaupt  vorhandenen  Flächen 
nach  der  zu  einer  solchen  Zerlegung  erforderlichen  Anzahl  von 
Querschnitten  classificiren  können.  Ob  wir  dabei  die  stets 
2u  erreichende  Anzahl  von  Stucken  auf  100  oder  auf  irgend 
welche  andere  Zahl  festsetzen,  ist  gleichgültig.  Wir  wollen  statt 
100  die  Zahl  1  nehmen  und  also  sämmtliche  überhaupt  denkbare 
Wachen  eintheilen: 

erstens  in  die  Classe  derjenigen,  welche  sich  durch  0  Quer- 
schnitte in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandeln. 
Welche  also  bereits  von  Hause  aus  einfach  zusammenhängend  sind, 

zweitens  in  die  Classe  derer,  welche  sich  durch  1  Quer- 
schnitt in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandein 
lassen, 

drittens  in  die  Classe  derjenigen,  bei  denen  zu  solcher 
Verwandelung  2  Querschnitte  erforderlich  sind ,  u.  s.  w. 

Ebenso  wfe  wir  nun  die  Flächen  der  ersten  Classe  einfach 
zusammenhängend  genannt  haben,  ebenso  mögen  die  der  folgen- 
den zweifach,  die  der  dritten  dreifach  zusammenhängend  ge- 
nannt werden,  u.  s.  w. 

Lässt  sich  eine  beliebig  gegebene  Fläche  durch  irgend  welche 
V  Querschnitte  in  ein  System  von  a  einfach  zusammenhängenden 
^chenstücken  verwandeln,  so  ist  nach  unserer  Bezeichnung  (S.298) 

v_a  +  2 
Ae  Grundzahl  der  Fläche.     Demnach  wird  jede  einfach  zu- 
^mmenhängende  Fläche  die  Grundzahl: 
0-1  +  2  =  1, 
J^de  zweifach  zusammenhängende  die  Grundzahl: 

1  -  1  +  2  =  2, 
i^e  dreifach  zusammenhängende  die  Grundzahl: 

2  -  1  +  2  =  3 
^^sitzen,  u.  s.  w. 

Eine  iVfach  zusammenhängende  Fläche  ist  eine  solche,  die 
^ch  durch  N  —  1  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende 
''lache  verwandeln  lässt;  ihre  Grundzahl  also  gleich 
(iV  —  1)  —  1  +  2  =  JV. 
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Wir  können  uns  demnach  über  die  hier  aufgestellte  Qassification 
folgendermassen  aussprechen : 

Definition,  N fach  zusammenhängend  soll  eine  Fläche  ge- 
nannt werden  j  welche  durch  N —  1  Querschnitte  in  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden  kann, 

Oder  was  dasselbe  ist:  N fach  zusammenhängend  soll  eine 
Fläche  genannt  werden ,  welche  durch  N  —  1  Querschnitte  und 
durch  stetige  Umformung  in  eine  Elementar  fläche  umgestaltet 
werden  kann.*) 

Die  Grundzahl  einer  JN  fach  zusammenhängenden  Fläche  is 
jederzeit  =  N;  es  ist  daher  einerlei,  ob  man  von  einer  Fläch^^^s 
sagt,  sie  sei  Nfach  zusammenhängend,  oder  ob  man  sagt,  ihr^^me 
Grundzahl  sei  =  N. 

Blicken  wir  auf  die  zu  Anfang  dieser  Vorlesung  erwähnten  drr,  i 
Flächen  (Fig;  64—66,  S.  291.  292)  zurück,  so  sehen  wir,  dass  di  _e 
erste  derselben  hereits  von  Hause  aus  einfach  zusammenhängen        d 

ist;  ferner,  dass  die  zweite  durch  einen  einzigen  Querschnitt  i o 

eine  einfach  zusammenhangende  Fläche  verwandelt  werden  kani^Ki, 
dass  sie  also  zweifach  zusammenhängend  ist;  endlich,  dass  d^Bie 
dritte  durch  zwei  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängenflHe 
Fläche  übergeht,  dass  sie  von  Hause  aus  also  dreifach  zusannra- 
menhängend  ist. 

In  einer  iVfach  zusammenhängenden  Fläche,  also  in  ein^^^^ 
Fläche,  deren  Grundzahl  =  iV  ist,  mögen  irgend  welche  v  Que^^v- 
schnitte  gezogen  werden.  Es  sind  zwei  Fälle  möglich.  Entwed^^^r 
zerfallt  die  Fläche  durch  jene  Schnitte  in  mehrere  Stücke,  od^^^r 
sie  bleibt  nach  wie  vor  eine  einzige  Fläche.  Wie  dem  aucr===^'* 
sei,  immer  wird  der  früher  (S.  299)  gefundene  Satz  anwendb^^^^ 
sein,  dass  die  Grundzahl  einer  Fläche  durch  v  Querschnitte  u^k^="* 

V  vermindert  wird.    Entsteht  also    durch  unsere  v  Querschnit* ^^ 

ein  Flächen  s  y  s  t  e  m ,  so  wird  die  Grundzahl  dieses  Systems  =  N ^ 

sein,  und  entsteht  durch  jene  Querschnitte  eine  einzelne  Fläch    -^/ 


*)   Hat  man  nämlich  die  Fläche  durch  N —  1  Querschnitte  in  ei«^^ 
einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt,  so  bedarf  es  nunmeX»^ 
nur  noch  einer  stetigen  Umformung,  um  sie  in  eine  Elem-entarfläcfc^ö 
zu  verwandeln.     Denn   eine   einfach  zusammenhängende  Fläche  kann 
unserer  Definition   (S.  294)   zufolge  durch  stetige  Umformung  jederzeit 
zu  einer  Elementar  fläche  umgestaltet  werden. 
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so  ^ird  die  Grundzahl  derselben  ebenfalls  =  iV  —  v  sein.  Wir 
können  demnach  folgenden  Satz  hinstellen: 

Führt  man  in  einer  N  fach  zusammenhängenden  Fläche  irgend 
welche  V  Querschnitte  aus,  so  entsteht,  falls  keine  Zerstückelung 
(Stritt,  eine  {N  —  v)  fach  zusammenhängende  Fläche.  Tritt  Zer- 
sitickelung  ein,  so  entsteht  ein  Flächensystem,  dessen  Grundzahl 
—    JV  —  V  ist. 

Eine  N  fach  zusammenhängende  Fläche  ist  nach  unserer  De- 
finition eine  Fläche,  welche  durch  iV  —  1  Querschnitte  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden  kann.  Wie 
öun  die  N  —  1  Querschnitte  beschaffen  sein  müssen,  damit 
diese  Verwandelung  wirklich  eintritt,  zeigt  der  eben  gefun- 
dene Satz.  Aus  ihm  ergieht  sich  nämlich,  dass  die  in  Rede  stehende 
Verwandelung  stets  eintritt,  sobald  nur  die  N — 1  Querschnitte 
der  Art  sind,  dass  durch  sie  keine  Zerstückelung  der  Fläche 
kerbeigeführt  wird. 

Es  sei  91  eine  beliebig  gegebene  iV  fach  zusammenhängende 
^äche,  ferner  seien  ^, ,  q^^,  ...  g^_i  irgend  welche  die  Fläche 
nicht  zerstückelnde  Querschnitte,  und  iB  die  durch  Ausführung 
dieser  Schnitte  entstehende  einfach  zusammenhängende  Fläche. 

Wir  wollen  uns  neben  91  noch  eine  zweite  Fläche  denken, 
^  und  zwar  eine  Fläche,  welche  aus  %  durch  irgend  welche 
stetige  Umformung  entstanden  ist;  sie  mag  91'  genannt  wer- 
den. Führen  wir  in  91'  die  mit  ^i,  ^2»  •  •  •  ^^-i  correspondiren- 
den  Querschnitte  aus  und  bezeichnen  wir  die  neue  Gestalt,  welche 
^  hierdurch  annimmt,  mit  93',  so  wird,  ebenso  wie  91'  eine  ste- 
^e  Umformung  von  91  ist,  ebenso  auch  33'  als  eine  stetige  Um- 
^öitnung  von  33  angesehen  werden  können.  Die  Fläche  33  ist 
^Mjpich  zusammenhängend  und  kann  also  durch  stetige  Umformung 
*^  eine  Elementarfläche  verwandelt  werden.  Demnach  wird  die 
''lache  iß',  weil  sie  durch  stetige  Umformung  in  33  verwandelt 
Verden  kann ,  durch  eine  weitere  stetige  Umformung  ebenfalls  zu 
^iuer  Elementarfläche  umgestaltet  werden.  Daraus  folgt,  dass  33', 
ebenso  wie  33,  einfach  zusammenhängend  ist. 

Wir  sehen  demnach,  dass  diejenige  Fläche,  in  welche  91' 
^ch  die  darin  ausgeführten  N  —  1  Querschnitte  übergeht,  eine 
^üifach  zusammenhängende  ist.  Daraus  folgt  (vergl.  die  Definition 
^•302),  dass  91'  selber  iVfach  zusammenhängend  ist.  Somit  er- 
gebt sich  der  Satz: 
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Eine  N  fach  zusammenhängende  Fläche  bleibt,  falls  man  si^ 
einer  beliebigen  stetigen  Umformung  unterwirft,  nach  wie  vor  N  fach 
zusammenhängend,  Oder  mit  andern  Worten:  Die  Grundzahl  einer 
Fläche  erleidet  durch  stetige  Umformung  derselben  keinerlei Aenderung. 

Wir  haben  früher  (S.  300)  gesehen,  dass  die  Grundzahl  eines 
Flächensystems  ungeändert  bleibt,  wenn  mau  in  dem  System 
irgend  welche  Rückkehrschnitte  ausführL  Gleiches  wird  demnach 
auch  von  einer  einzelnen  Fläche  gelten.  Ist  die  Grundzahl  der 
gegebenen  Fläche  =  JV,  so  wird  das  aus  ihr  durch  irgend  welche 
Rückkehrschnitte  entstehende  Flächen  System ,  oder  die  aus  ihr 
durch  jene  Schnitte  entstehende  einzelne  Fläche  wiederum  die 
Grundzahl  N  besitzen.     Wir  haben  daher  folgenden  Satz: 

Führt  man  in  einer  N  fach  zusammenhängenden  Fläche  irgend 
welche  Rückkehrschnitte  aus,  so  entsteht,  falls  keine  Zerstückelung 
eintritt  y  eine  ebenfalls  N  fach  zusammenhängende  Fläche.  Tritt 
Zerstückelung  ein,  so  entsteht  ein  Flächensystem ,  dessen  Grund- 
zahl =iN  ist. 

Bei  Flächen  von  complicirter  Form  ist  die  wirkliche  Ermit- 
telung der  Grundzahl  einstweilen  mit  Schwierigkeiten  yerbunden. 
Wir  werden  jedoch  bald  zu  einem  Ergebniss  gelangen,  durch  wd- 
ches  die  Auffindung  jener  Zahl  äusserst  leicht  gemacht  wird. 

ZuTörderst  folgende  Bemerkung:  Kann  ein  gegebenes  Flächen- 
system durch  V  Querschnitte  in  a  einfach  zusammenhängende  Flä- 
chenstücke verwandelt  werden,  so  ist  nach  unserer  Definition  (S.298) 

V  —  «  +  2 
die  Grundzahl  des  Systems.     Besteht  daher  das  System,  berdts 
Ton  Hause  aus,  aus  a  einfach  zusammenhängenden  Flächenstückeu, 
so  wird  seine  Grundzahl  gleich 

0  —  a  +  2 
sein.   Die  Grundzahl  eines  Systems,  welches  aus  a  ein- 
fach zusammenhängenden  Flächenstücken  besteht,  ist 
also  jederzeit  =2  —  a.*; 


*)  Der  Inhalt  dieser  Bemerknng  lisst  sieh  leicht  TeraÜgemeineni. 
Es  sei  ^  ein  «ns  a  Fläehenstücken  bestehendes  Sjstem ,  nnd  es  seien 
«\>  ^tf  -  '  •  >^'«  ^*^  Grundzahlen  der  einzelnen  Flächenstneke.  Dasjenige 
FlSchenstneh,  de&sen  Grundzahl  A",  ist.  wird  sich  durch  A^^ — I  Qaer- 
sehnitte  in  ein  einfach  zosammenhang^ndes  Fläehenstnck  rerwandeln 
lassen.  Demnach  kann  das  ganze  «re^bene  Sjstem  ^  durch 
v^^i  -  1)  +  ^:V,  -  i:  +  .  .  .  +  ,A.  -  1) , 
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.  Es  sei  nun  ©  ein  beliebig  gegebenes  Flächen  System  oder 
aucli  eine  beliebig  gegebene  einzelne  Fläche,  ferner  sei  N  die 
Grundzahl  von  ©. 

Führen  wir  v'  beliebige  Querschnitte  aus,  so  entsteht  ein 
Flächensystem,  dessen  Grundzahl  gleich  JV  —  v'  ist.  Lassen  wir 
sodann  zu  jenen  Querschnitten  q'  Rückkehrschnitte  hinzutreten, 
so  entsteht  ein  Flächensystem ,  welches  ebenso  wie  das  vorher- 
gehende die  Grundzahl  N  —  v  besitzt.  Lassen  wir  hierauf  v" 
Querschnitte  und  q'  Rückkehrschnitte  zu  den  schon  vorhandenen 
Schnitten  hinzutreten,  so  entsteht  ein  Flächensystem,  dessen  Grund- 
zahl gleich  N  —  V  —  v'  ist,  u.  s.  w.  All  dies  ist  eine  unmittel- 
bare Folge  der  früher  gefundenen  Sätze  (S.  299  u.  300). 

Führen  wir  also  in  dem  gegebenen  Systeme  @  in  irgend 
welcher  Reihenfolge  im  Ganzen  v  Querschnitte  und  q  Rückkehr- 
schnitte aus,  so  wird 

N  —  v 

*e  Grundzahl  des  resultirenden  Flächensystems  sein.  Wir  wollen 
^un  annehmen,  dieses  letztere  System  bestände  aus  et  Flächen- 
stiicken,  von  welchen  jedes  einfach  zusammenhängend  ist.  Zu- 
folge der  anfangs  gemachten  Bemerkung  wird  sich  in  diesem 
P^Ue  die  Grundzahl  des  resultirenden  Flächensystems  noch  in  an- 
^Wer  Art,  nämlich  durch 

2-« 

ausdrücken  lassen.    Demnach  wird  bei  der  gemachten  Annahme 

^—  i;  =  2  —  «, 

d-  i. 

N = v—a + 2 

^in.    Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Ausspruch: 

Kann  ein  Flächensystem  @  oder  auch  eine  einzelne  Fläche  © 
^urch  irgend  welche  v  Querschnitte  und  durch  irgend  welche  q  Rück- 


^«  i.  durch 

^1  +  ^«  +  . . .  +  ^«  -  « 
Querschnitte  in  a  einfach  zusammenhäDgende  Flächenstücke  verwandelt 
Ferden.    Daraus  folgt,  dass  die  Grandzahl  des  Systems  @  gleich 

{N,  +  N,  +  .  .  .  +  N„-  cc)  ^  a  +  2 
ist    Sind  also  ce  Flächenstücke  gegeben,  deren  Grandzahlen 
der  Reihe  nach  gleich  iV|,  i^Tj,  ...  Na  sind,  so  ist 

W  +  ^*  +  -..  +  ^«)-2a  +  2 
die  Grundzahl  des  aus  all  jenen  Flächenstücken  bestehen- 
den Systems. 

Ifeuxnaxm,  Abersche  Integrrale.  20 
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kehrschnüie  in  «  Flächenstücke  verwandelt  werden,  von  denen    ^"^>* 
jedes  einfach  zusammenhängend  ist,  so  wird  jederzeit 

V  —  a  +  2 
die  Grundzahl  von  ©  sein. 


Fig.  71. 


Dritter  Absohnitt    üeber  die  bei  einer  NÜLch  zusammenhäiige:^*^* 
den  Fläche  möglicherweise  vorhandene  Anzahl  von  Bandcnrv»^      ^^* 
Wie  vielfEush  eine  Biemann'sche  Eugelfläche,  znsanimenhangex^^3.d 
ist,  lasst  sich  in  jedem  gegebenen  Fall  mit  HnlfiB  einer 
einfachen  Regel  leicht  ermitteln. 

Es  sei  ©  ein  beliebig  gegebenes  Flächensystem  oder  au^ >li 

eine  beliebig  gegebene  einzelne  Fläche.  Wir  führen  , in  @  ein^^sn 
beliebigen  Querschnitt  aus.  Was  die  Lage  dieses  Querschnitt:*  ^s 
anbelangt,  so  sind  überhaupt  nur  drei  Fälle  denkbar: 

Erster  Fall.     Der  Querschnitt  nimmt  seinen  Anfang  in  S- ir- 
gend   einer    Randcurve  a  und  endigt  in  irgend  einer    andes:^  m. 
Randcurve  b.    Alsdann  werden  sich  die  beiden  genannten  Cury^^n 
a  und  b  (vergl.  Fig.  71)   mit  den  beiden  Ufern  des  Querschn&'8:>C^ 
zu    einer   einzigen  Randcurve   vereinige  «^. 
An  Stelle  der  beiden  Randcurven  a  undi      b 
haben  wir  also  in  diesem  Falle  nachAm:!-^' 
fuhrung  des  Querschnittes  nur  eine  einsm^e 
Randcurve.     Mit  andern  Worten:  Die  A^*^' 
zahl  der  Randcurven  vdrd  durch  den  Qm^**" 
schnitt  um  1  vermindert. 

Zweiter  Fall.  Der  Querschnitt  ninri«^*^' 
seinen  Anfang  in  irgend  einer  RandcaJr^v'C 
a  und  endigt  in  irgend  einem  Punct  d«**" 
Bezeichnen  wir  (Fig.  72)  die  beiden  Theile,    ** 
welche  a  durch  den  Anfangs-  und  Endpui»*^ 
des  Querschnittes  zerlegt  wird,  mit  a'  und  ^    * 
so  wird   a  mit  dem  einen  Ufer  des  Qu^^" 
Schnittes  zusammengenommen  eine  einzige   ^ 
sich  zurücklaufende  Randcurve   bilden,   u^^ 
ebenso  a"  mit  dem  andern  Ufer  jenes  Sehn**' 
tes  zusammengenommen.    In  diesem  Fall  w^^ 
also  die  Anzahl  der  vorhandenen  Randcurv^^ 
durch  Ausführung    des  Querschnittes  und    ^ 
vermehrt  werden. 


selben  Curve. 
Fig.  72. 
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Dritter  Fall.     Der  Querschnitt   nimmt   seinen  Anfang  in 

end  einer  Randcurve  a  (Fig.  73)   und  endigt  in  irgend  einem 

ict  seines  früheren  Laufes.   Ein  solcher  „.     „^ 

Flg.  73. 

srschnitt  kann  als  ein  Complex  von  einem 
Dkkehrschnitt  s  und  von  einem  Quer- 
nitt  q  angesehen  werden.  Der  letztere 
d  dann  seinen  Anfang  in  der  Randcurve 
und  sein  Ende  in  dem  einen  Ufer  des 
mittes  s  haben. 

Wir  wollen  uns  nach  einander  zuerst  s 
1  sodann  q  ausgeführt  denken.  Durch 
I  Rückkehrschnitt  s  wird  die  Anzahl  der  vorhandenen  Rand- 
'ven  ofifenhar  um  2  vermehrt;  denn  das  eine  Ufer  von  s 
iet  für  sich  allein  eine  vollständige  in  sich  zurücklaufende 
ndcurve;  und  Gleiches  gilt  auch  von  dem  andern  Ufer. 

Lassen  wir  nun  gegenwärtig  den  Querschnitt  q  sich  anschlies- 
^  so  wird  dieser,  ebenso  wie  der  im  ersten  Fall  behau- 
te, zwei  verschiedene  Randcurven  mit  einander  verbinden,  folg- 
1  eine  Verminderung  der  Randcurven-Anzahl  um  1 
Ursachen. 

Durch  beide  Schnitte  s  und  q  zusammengenommen  tritt  also 
e  Vermehrung  der  Randcurven  um  1  ein.  D.  h.  jene  Anzahl 
"d  durch  den  hier  im  dritten  Falle  betrachteten  Querschnitt 
>   1  vermehrt. 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Satz: 

Die  Anzahl  der  hei  irgend  einem  Flächensystem  oder  bei  irgend 
'Cf  einzelnen  Fläche  vorhandenen  Randcurven  wird  durch  jeden 
^r*schnitt  entweder  um  1  vermehrt,  oder  um  1  vermindert. 

Es  sei  %  eine  beliebig  gegebene  N  fach  zusammenhängende 

^che.    Der  für  eine  solche  Fläche  gegebenen  Definition  zufolge 

302)  wird  dieselbe  durch  N—1  Querschnitte  in    einfach 

^ammenhängende  Flächen  verwandelt  werden  können.*)     Diese 

^fach  zusammenhängende  Fläche  —  sie  mag  91'  genamit  wer- 


*)  Aach  ergiebt  sich  aus  einem  früher  (S.  303)  gefundenen  SatZ} 
^B,  um  eine  solche  Yerwandelung  der  Fläche  %  in  eine  einfach  zu- 
'^tnenhängende  Fläche  zu  erreichen,  nur  irgend  welche  N  —  1  Quer- 
^Uitte  in  Anwendung  zu  bringen  sind,  durch  welche  die  Fläche  nicht 
''Stückelt  wird. 

20* 
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den  —  kann,  wie  sich  unmittelbar  aus  einem  früher  gefundenen 
Satze  (S.  296)  ergiebig  immer  nur  eine  einzige  Randcurve  be- 
sitzen. 

Die  ursprünglich  bei  der  Fläche  %  vorhandene  Anzahl  von 
Randcurven  mag  R  sein.  Diese  Zahl  R  wird  durch  jeden  der  in 
Anwendung  gebrachten  Querschnitte  um  s  vermehrt,  wo  b  gleich 
+  1  ist.  Bezeichnen  wir  also  die  jenen  N  —  1  Querschnitten 
entsprechenden  Vermehrungen  der  Reihe  nach  mit e^,  fj'  -*  *  ^n-u 
so  wird 

Ä  +  «1  +  «2  +  •  •  •  +  *^^l 
die  Anzahl  der  in  W  vorhandenen  Randcurven  vorstellen,  mitbin 
=  1  sein.     Somit  haben  wir: 

Ä  +  *i  +  *2  +  •  •  •  +  «J^-i  =  1- 
Ist  unter  den    Grössen  b^,  €2»  •  •  •  ^^-1  ^^^  Anzahl  derjenigen, 
welche  den  Werth  +  1  haben,  gleich  p,  mithin  die  Anzahl  derer, 
welche  den  Werth  —  1  besitzen,  gleich  N — 1  —  p,  so  verwan- 
delt sich  die  eben  aufgestellte  Gleichung  in 

d.  i.  in 

R  —  N—2p. 

Zufolge  seiner  Bedeutung  ist  p  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe 

0,  1,  2,  ..  .,  ^— 1, 
mithin  2  p  eine  Zahl  aus  der  Reihe 

0,  2,  4,  .  ..,  2iV-2. 
Aus  der  soeben  erhaltenen  Gleichung 

i?  =  JV  —  2p 
ergiebt  sich  daher,  dass  R  eine  Zahl  sein  muss,  welche  zur  Reihe 

iV,  ^  — 2,  JV-4,  ..  .,  2~iV 
gehört    Seiner  Bedeutung  zufolge  kann  natürUch  R  niemals  ne- 
gativ sein;  jedenfalls  aber  haben  wir  folgenden  Satz: 

Die  Anzahl  der  Randcurven^  welche  eine  N  fach  zusammen- 
hängende Fläche  besitzt^  wird  jederzeit  durch  eine  der  Zahlen 

^,  iV  — 2,  iV-4,  iV— 6,  ... 
dargestellt. 

Ist  also  R  die  Anzahl  der  Randcurven  bei  einer  beliebig  ge- 
gebenen N  fach  zusammenhängenden  Fläche,  so  ist  R  jederzeit 
entweder  gleich  N  oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  als  N. 
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Oder    mit   andern  Worten:    Die   Zahl  N  ist  jederzeit  entweder 
gleich  R   oder   um   eine  gerade  Zahl  grösser  als  R.    Wir 
können  also  den  eben  hingestellten  Satz  auch  so  aussprechen: 
Besitzt  eine  Fläche  R  Randcurven,  so  ist  sie  jederzeit 
Ä  fach,  oder  (R  +  2)  fach,  oder  {R  +  4)  fach,  u.  s.  rv, 
ztss€immenhängend. 

Auf  eine  geschlossene  Fläche,  z.  B.  auf  eine  Kugelfläche 
ist  unsere  Classification  direct  nicht  anwendbar.  Denn  bei  einer 
Flache^  die  keinen  Rand  besitzt,  kann  von  Querschnitten  nicht 
die  Rede  sein.  Wo  diese  aber  unmöglich  sind,  findet  unsere 
Classification  keinen  Anhaltspunct. 

Um  diesen  Uebelstand  zu  umgehen,  setzen  wir  fest,  dass  einer 
g^ sc hlossenen  Fläche  durch  Ausscheidung  eines  beliebig  gelege- 
wen  einzelnen  Puncies  immer  eine  kleine  Oe/fnung  gegeben  werde. 
Diese  Operation  soll  künftig  stillschweigend  supponirt,  und 
d^^  unendlich  kleine,  jene  Oeffnung  einrandende  Curve  als  der 
R^nd  der  Fläche  angesehen  werden,  so  dass  also  nach  un- 
serer Vorstellung  eine  geschlossene  Fläche  jederzeit  eine  einzige, 
"'^d  zwar  unendlich  kleine  Randcurve  besitzt. 

Die  gewöhnliche  einblättrige  Kugelfläche  wird  alsdann  nichts 
Anderes  sein,  als  eine  gewisse  Kugelcalotte,  und  folglich  ebenso 
^^  diese  durch  stetige  Umformung  in  eine  Elementarfläche  ver- 
^^ndelt  werden  können.  Es  wird  demnach  die  gewöhnliche  ein- 
blättrige Kugelfläche  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  sein. 
Da  eine  geschlossene  Fläche  immer  eine  einzige  Randcurve 
besitzt,  so  fuhrt  der  zuletzt  gefundene  Satz  sofort  zu  folgender 
Bemerkung: 

Fine  geschlossene  Fläche  ist  jederzeit 

Ifach,  oder  S  fach,  oder  6  fach,  u.  s.  w. 

^^^€itnmenhängend.     Die  Anzahl  der  Querschnitte,  welche  erforder- 

Itch   ist^  uffi  eine  solche  Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende 

^^che  zu  verwandeln,  wird  also  jederzeit  durch  eine  der  Zahlen 

0,  2,  4,  6,  8,  .  . . 
^^^gestellt  sein. 

Es  sei  9i  eine  beliebig  gegebene  Riemann*sche  Kugelfläche, 
^üd  n  die  Anzahl  der  in  ihr  über  einander  gelagerten  Blätter. 
In  dieser  Fläche  mögen  im  Ganzen  n  Windungspuncte  vorhanden 
sein,  von  welchen  der  erste  m^  blättrig,  der  zweite  m;^  blättrig  u.s.  w,. 
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endlich  der  letzte  m^  blättrig  ist.  *)  Es  soll  untersacht  werden, 
wie  vielfach  zusammenhängend  die  Fläche  ist;  mit  andern  Wor- 
ten: es  soll  ihre  Grundzahl  N  ermittelt  werden. 

Wir  haben  früher  (S.  303)  gesehen,  dass  die  Grundzahl  einer 
Fläche  ungeändert  bleibt,  wenn  man  dieselbe  irgend  welcher  ste- 
tigen Umformung  unterwirft.  Hiervon  machen  wir  Gebrauch,  um 
uns  die  vorliegende  Aufgabe  zu  erleichtern.  Wir  denken  uns 
nämlich  durch  stetige  Umformung  die  auf  dt  vorhandenen  n  Win- 
dungspuncte  der  Art  verschoben,  dass  nirgends  zwei  solche  Puncte 
gerade  über  einander  liegen,  und  geben  nunmehr  erst  an  die 
Berechnung  von  N. 

Wir  führen  auf  9ft  zwei  kreisförmige,  und  7t  geradlinige,  im 
Ganzen  also  %  +  2  Schnitte  aus,  von  welchen  jeder  auf  seinem 
ganzen  Lauf  durch  alle  n  Blätter  der  Fläche  hindurchdringt  Durch 
die  beiden  Kreisschnitte  soll  die  gegebene  Kugelfläche  in  drei 
Theile  zerlegt  werden,  in  zwei  äussere  calottenförmige,  und  in 
einen  mittleren  gurteiförmigen  Theil  (Fig.  74).  Die  beiden  ersteren 
Fig.  74.  mögen  (5  und  6',  der  letztere  @  genannt  wer- 

den ;  und  die  beiden  Kreisschnitte  mögen  der 
Art  ausgeführt  gedacht  werden,  dass  sämmt- 
liche  n  Windungspuncte  innerhalb  ®  liegen, 
dass  mithin  S  und  (5'  von  Windungspuncten 
völlig  frei  sind. 

Die  n  geradlinigen  Schnitte  mögen  dazu 
dienen,  um  den  Gürtel  ®  in  tt  Theile  zu  zer- 
legen, von  welchen  jeder  immer  nur  einen  Windungspunct  in 
sich  enthält;  und  jeder  von  diesen  geradlinigen  (oder  genauer 
ausgedrückt  bogenförmigen)  Schnitten  mag  seinen  Anfang  in  dem 
einen ,  und  sein  Ende  in  dem  andern  Kreisschnitt  haben.  Die  n 
Theile,  in  welche  ®  auf  diese  Weise  zerlegt  wird,  mögen  mit 
®i»  ®2»  •  .  •  ®7r  bezeichnet  werden,  und  zwar  in  solcher  Weise, 
dass  ®i  den  m^  blättrigen,  ®2  den  m^  blättrigen,  u.  s.  w. ,  end- 
lich @n  den  m^  blättrigen  Windungspunct  in  sich  enthält. 

Die  Calotte  (5  besteht  aus  n  von  einander  getrennten  ein- 
blättrigen Flächenstücken,   von  welchen  jedes  durch  stetige  üm- 


*)  Eiu  Windungspunct  ist  m  blättrig ,  wenn  in  ihm  m  Blätter  der 
Fläche  mit  einander  zusammenhängen;  also  dann,  wenn  er  von  der 
(m — 1)'®"  Ordnung  ist. 
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foirmung  in  eine  Elementarfläche  verwandelt  werden  kann,  von 
w^elolien  also  jedes  einfach  zusammenhängend  ist.  Gleiches  gilt 
voim     der  Caiotte  (5'. 

Was  ferner  die  n  Theile  anbelangt,  in  welche  wir  den  Gürtel 
&  zerlegt  haben,  so  besteht  jedes  derselben  aus  einer  Windungs- 
fläche  und  aus  einer  gewissen  Anzahl  einblättriger  Flächenstücke. 
So  besteht  z.  B.  ©«  aus  einer  m«  blättrigen  Windungsfläche  und 
ai:&s     n  —  mx  einblättrigen    Flächenstücken,    im  Ganzen   also  aus 

»    wix  +  1   Flächenstück^n;    jedes  von  diesen  Flächenstücken 

k^nn  durch   stetige  Umformung  in  eine  Elementarfläche  verwan- 
delt   werden,  ist  also  einfach  zusammenhängend  (vergl.  S.  294). 

Durch    unsere   tc  +  2   Schnitte    wird  demnach    die 
Fläche  di  im  Ganzen  in 

2n   +  [n  —  m,  +  1)  +  {n  —  m.,  +  1)  +  ...  +  («- m^  +  1), 

d-    i.   in 

(tc  +  2)  n  —  (m,  +  mg  +  .  .  .  +  m^)  +  tc 

einzelne   Flächenstücke  zerfallen,   von   welchen  jedes 
einfach  zusammenhängend  ist. 

Wir  müssen   nun  ferner  untersuchen,   wie  viel  Quer-  und 
^öckkehr schnitte  durch   unsere   n  +  2  Schnitte    dargestellt 
^Verden.   Die  beiden  kreisförmigen  Schnitte  bilden,  weil  sie  durch 
^lle    n  Blätter  hindurchdringen,  im  Ganzen  2n  in  sich  zurücklau- 
fende Schnitte.     Von    diesen  ist    einer    als    ein   Querschnitt 
^n^usehen,  nämlich  als  ein  Querschnitt,  welcher  seinen  Anfang 
^^d   sein  Ende  in  der  unendlich  kleinen  Oefliiung  hat,  die  in  der 
^'läche  fft  —  da  sie  geschlossen  ist  —   supponurt  werden  muss 
(^ergl.  S.  309).     Die  übrigen  2n  —  1  hingegen  sind  als  Rück- 
•^^hrschnitte  anzusehen.     Was   ferner    unsere   7t  geradlinigen 
^^hnitte  anbelangt,  so  ist  jeder  derselben  als  ein  Aggregat  von 
**  Querschnitten  aufzufassen. 

Es  werden   demnach  durch  unsere  tc  +  2  Schnitte 

^'^    Ganzen 

HTt  +  1  Querschnitte 

^Hd  2n  —  1  Rückkehrschnitte 

^^rgestellt. 

Zerfallt  nun  eine  Fläche  durch  v  Querschnitte  und  durch 
'''Send  welche  Rückkehrschnitte  in  a  einfach  zusammenhängende 
'^'^^chenstücke,  so  ist,   wie  wir  früher  (S.  305)  gefunden  haben. 
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die  Grundzahl  der  Fläche  =  v  —  a  +  2.    In  unserem  Falle  ist 
a  =  (tc  -f  2)  n  —  (m,  +  mj  +  . .  .  +  m^)  +  tu, 
V  =  nn  +  1. 

Demnach  ergiebt   sich   für  die  Grundzahl  N   unserer  Fläche  91 

folgender  Werth: 

iV  =  3  —  2  n  +  (m^  +  ^2  +  .  .  .  +  m^)  —  TU. 

Die  %  auf  91  vorhandenen  Windungspuncte  sind  der  Reihe  nach 

von  der  [m^  — 1)^«^  von  der  [m^  —  l)*®^  u.  s.  w. ,  endlich  von 

der  [nift  —  1)^®"  Ordnung.    Wir  bezeichnen  die  Summe  all  dieser 

Ordnungszahlen  mit  w,  also: 

W  =  (m^  —  1)  +  (m2  —  1)  +  . . .  +  (m^—  1), 
d.  i.: 

W  =  (m^  +  ^2  +  .  . .  +  myt)  —  'Jt. 

Hierdurch  verwandelt  sich  der  für  N  erhaltene  Werth  in: 

iV=:3  —  2«  +  w. 

Führt  man  in  einer  N  fach  zusammenhängenden  Fläche  irgend 
welche  N — 1  Querschnitte  aus,  durchweiche  dieselbe  nicht  zer- 
stückelt wird,  so  entsteht  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche. 
Will  man  also  die  hier  gegebene  Flächest  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende Fläche  verwandeln,  so  werden  dazu  irgend  welche 

2  —  2n  -h  w 

Querschnitte  in  Anwendung  zu  bringen  sein,  durch  welche  die 
Fläche  nicht  zerstückelt  wird.  Wir  erhalten  demnach  folgenden 
Satz: 

Besitzen  die  auf  einer  n  blättrigen  Riemann^ sehen  Kugelfläche 
vorhandenen  Windungspuncte  Ordnungszahlen^  deren  Summe  gleich 
w  ist^  so  wird  die  Grundzahl  der  Fläche  jederzeit  gleich 

w  — 2w  +  3, 
die  Fläche  also  eine  (w  —  2  n  -f-  3)  fach  zusammetihängende  sein. 

Führt  man  in  dieser  Fläche  irgend  welche 
w  — 2n  +  2 
Querschnitte  aus,  durch  welche  dieselbe  nicht  zerstückelt  wird,  so 
verwandelt  sie  sich  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche, 

Da  die  Riemann sehe  Kugeifläche  eine  geschlossene  Fläche 
ist,  so  wurd  die  Anzahl  der  eben  genannten  Querschnitte  —  zu- 
folge eines  früheren  Satzes  (S.  309)  —  jederzeit  eine  gerade 
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Zahl  sein.'^)    Demnach  wird 

w  —  2«  +  2, 
folglich  auch 

w 
selber  stets  eine  gerade  Zahl  sein. 
Um  eine  der  beiden  Functionen 

T/[z  -A)  [z-^  B) 

auf  eindeutige  Weise  räumlich  auszubreiten,  dient  (S.  190)  eine  Rie- 
mann'sche  Kugelfläche,  welche  2  Blätter  besitzt  und  mit  2  Windungs- 
puncten  1^*®'  Ordnung  behaftet  ist;  also  eine  Riemann'sche  Kugel- 
fläche, für  welche  w  =  2  und  w  =  2  ist.  Demnach  wird  diese 
Fläche  (2 .—  2'2  +  3)  fach,  d.  i.  einfach  zusammenhängend  sein. 
Um  ferner  eine  der  beiden  Functionen 


V[z-A)  {z-B)  (z^C), 
-/(z  —  A)  (z  —  B)  [z  —  C]  [z  —  D) 
eindeutig  auszubreiten,  dient  eine  Riemann'sche  Kugelfläche,  welche 
aus  2  Blättern  besteht  und  mit  4  Windungspuncten  1*^«''  Ordnung 
behaftet  ist.  Hier  ist  also  w  =  2  und  w  =  4.  Demnach  wird 
die  Fläche  eine  (4  —  2-2  +  3)  fach,  d.  i.  eine  dreifach  zu- 
sammenhängende sein.     Wir  werden  sogleich  die  der  Function 


y{z~A)  (z^B)  (z-C)  [z-D) 
zugehörige  Jläche  einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen.  Be- 
vor wir  solches  aber  thun,  wird  es  gut  sein,  zunächst  eine  an- 
dere Fläche  zu  untersuchen,  die  unserer  Vorstellung  leichter  zu- 
gänglich, und  dabei  doch  einer  ganz  ähnlichen  Behandlung,  wie 
jene,  fähig  ist. 


'^)  Bezeichnet  man  demgemäss  die  Anzahl  dieser  Querschnitte  mit 
2  p,  80  erhält  man  die  Gleichung 

w  — 271  +  2  =  2p, 
d«  L 

w  —  2n  =  2  (p  —  1). 

Und  dies  ist  dieselbe  Relation,  welche  sich  in  der  Riemann^schen  Ab- 
handlung (Borchardfs  Journal  Band  54 ,  Seite  129)  vorfindet ,  in  den- 
selben Buchstaben  wie  dort  angegeben,  hier  aber  auf  ganz  andere  Art 
abgeleitet. 
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Vierter  Abschnitt.    Eine  beliebig  gegebene  Flache   Itet  üeh 

durch  Ansfahrong  geeigneter  Schnitte  oder  Ströme  jederzeit 

verwandeln  in  eine  einfach  snsammenhangende  Flache,    üeber 

die  positive  ümlaofong  dieser  letzteren  Flache. 

Lässt  man  einen  Kreis  um  eine  Achse  rotiren,  die  ausserhalb 
des  Kreises  und  in  seiner  Ebene  liegt,  so  entsteht  eine  ringför- 
mige Fläche  oder  I\ingfläche,  d.  i.  eine  in  sich  zurücklau- 
fende röhrenförmige  Fläche.  Unter  den  Meridiankreisen  die- 
ser Ringfläche  werden  die  auf  einander  folgenden  Lagen  des  er- 
zeugenden Kreises,  und  unter  den  Parallelkreisen  diejenigen 
zu  verstehen  sein,  welche  mit  jenen  sich  senkrecht  durchkreuzen. 

Wir  fuhren  in  der  Ringfläche  zwei  Schnitte  aus,  nämlich 
(Fig.  75,  I)  zuerst  einen  in  sich  zurücklaufenden  Schnitt  a,  welcher 

Fig.  75. 

I*)  II  m 


längs  irgend  eines  Meridiankreises  fortgeht,  und  sodann  einen 
ebenfalls  in  sich  zurücklaufenden  Schnitt  b,  welcher  längs  irgend 
eines  Parallelkreises  hinläuft.  Nach  Ausführung  dieser  Schnitte 
lassen  sich  die  Parallelkreise  der  Fläche  durch  geeignete  Dehnun- 
gen und  Biegungen  in  gerade  Linien  verwandeln.  Die  Fläche 
selber  nimmt  dabei  die  Form  einer  Cylinderfläche  an,  welche 
(Fig.  II)  auf  der  einen  Seite  von  der  einen,  auf  der  andern  Seite 
\on  der  andern  üferlinie  des  Schnittes  a  begrenzt,  zugleich  aber 
durch  den  Schnitt  b  ihrer  ganzen  Länge  nach  aufgeschlitzt  ist. 
Sobald  die  Flache  in  diesen  Zustand  versetzt  worden  ist,  lassen 
sich  nun  —  wiederum  durch  geeignete  Biegungen  und  Dehnungen 
—  die  Meridiankreise  ebenfalls  in  gerade  Linien  verwandeln; 
hierbei   verwandelt   sich    dann    die  Fläche  selber  in   die  Fläche 


*)  In  Fig.  75  I  ist,  der  Raumersparniss  willen,  nur  ein  Bruchstück 
der  Kingfläche  dargestellt. 
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eines  Rechtecks,  welches  (Fig.  III)  von  den  vier  Uferlinien  der 
beiden  Schnitte  a  und  h  begrenzt  wird. 

Die  ursprünglich  gegebene  geschlossene  Ringfläche  mag 
mit  §8(,  und  die  von  beiden  Schnitten  a,  h  durchzogene,  mithin 
umrandete  Ringfläche  mag  mit  91'  bezeichnet  werden.  Die  letz- 
tere Fläche  haben  wir  in  drei  verschiedenen  Zuständen  vor  uns, 
in  einem  ringförmigen  Zustand  (Fig.  I),  ferner  in  einem  cy- 
linderförmigen  (Fig.  II),  und  endlich  in  einem  vollständig 
ebenen  Zustand  (Fig.  HI);  diese  drei  Zustände  mögen  der  Reihe 
nach  mit  21'^,  Sl'^  und  21',,  bezeichnet  werden.  Die  Begrenzung 
der  Fläche  2['  wird  —  völlig  gleichgültig,  welchen  von  jenen  drei 
Zuständen  wir  ins  Auge  fassen  —  immer  von  den  vier  Uferlinien 
der  beiden  Schnitte  a  und  h  gebildet.  Die  vier  Uferlinien  der 
Schnitte  a  und  h  bilden  zusammengenommen  eine  einzige  in  sich 
zurücklaufende  Curve.  Diese  Curve  besitzt  in  jedem  Puncte,  wo  zwei 
von  jenen  vier  Linien  mit  einander  zusammenhängen,  eine  Ecke; 
sie  besitzt  demnach  im  Ganzen  vier  solche  Ecken,  die  mit  a,  /?,  y,  J 
bezeichnet  sind.  Dass  die  genannten  vier  Uferlinien  in  ihrer  Ge- 
sammtheit  eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Curve  bil- 
den, tritt  besonders  deutlich  zu  Tage,  sobald  wir  uns  die  Fläche  21' 
im  Zustande  2l'i,  (Fig.  III)  denken. 

Wir  betrachten  die  Fläche  21'^.  Die  beiden  Schnitte  a  und  6, 
von  welchen  diese  Fläche  durchzogen  ist,  mögen  als  zwei  Ströme 
angesehen  werden,  von  welchen  jeder  in  festgesetzter  Richtung 
fortfliesst.  Die  bei  a,  /?,  y,  d  liegende  Durchkreuzungsstelle  mag 
die  gemeinsame  Quelle  der  beiden  Ströme  sein;  von  hier  aus  mag 
der  Strom  a  nach  rechts  hin,  und  der  Strom  h  nach  oben  hin 
fortfliessen,  bis  jeder  derselben  nach  Durchlaufung  des  ihm  ange- 
wiesenen Weges  in  seine  Quelle  wieder  einmündet.  In  der  Fläche 
91'^  (Fig.  I)  sind  diese  Stromrichtungen  durch  Pfeile  bezeichnet; 
und  gleichzeitig  sind  daselbst  die  linken  Stromufer  durch  stär- 
kere, die  rechten  durch  schwächere  Linien  angegeben.  Die  vier 
Ecken  a,  |5,  y,  d  lassen  sich  bei  Zugrundelegung  solcher  Vorstel- 
lungen scharf  von  einander  unterscheiden.  Es  kann  nämlich  ^ 
als  diejenige  Ecke  bezeichnet  werden,  in  welcher  die  beiden  lin- 
ken, 3  als  diejenige,  in  der  die  beiden  rechten  Stromufer  mit 
einander  zusammenhängen ;  sodann  kann  ferner  a  diejenige  Ecke 
genannt  werden,  in  welcher  das  linke  Ufer  von  a  in  das  rechte 
von  h  übergeht,    und   endlich  y  diejenige,   in  der  das  rechte 
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Ufer  von  a  und  das  linke  von  b  mit  einander  zusammenhängen. 
Was  hier  in  Bezug  auf  die  Fläche  %'q  festgesetzt  ist,  wird  sich 
naturlich  auf  die  Flächen  ^'«  und  31^  (Fig.  11  und  III)  Ton  sel- 
ber übertragen. 

Will  man  irgend  eine  Fläche  in, positiver  Richtung  um- 
laufen, so  muss  man,  zufolge  unserer  Definition  (Seite  71),  längs 
ihres  Randes  —  und  zwar  auf  ihrer  oberen  Seite  —  in  solcher 
Richtung  fortwandem,  dass  man  die  Fläche  selber  beständig  zur 
Linken  hat.  Um  demnach  die  Fläche  %'g,  etwa  von  der  Ecke 
a  aus,  in  positiver  Richtung  zu  umlaufen,  wird  man  Ton  a  aus 
zuerst  das  linke  Ufer  von  a  stromabwärts,  d.  L  in  der  Rich- 
tung des  Stromes  durchwandern  müssen,  bis  man  nach  ß  gelangt; 
sodann  wird  man  von  ß  aus  das  sich  hier  anschliessende  linke 
Ufer  von  b,  und  zwar  ebenfalls  stromabwärts,  durchschreiten 
müssen,  bis  man  nach  y  kommt;  von  hier  aus  wird  nun  ferner 
das  rechte  von  a  stromaufwärts  bis  nach  ^  hin,  und  endlich 
von  d  aus  das  rechte  Ufer  von  b,  wiederum  stromaufwärts, 
zu  durchlaufen  sein,  bis  man  schliesslich  zum  Ausgangspuncte  a 
zurückgelangt. 

Bei  einer  positiven  Umlaufung  der  Fläche  %'^  sind  also, 
wie  wir  sehen ,  die  linken  Stromufer  ström  abwärts,  die  ruh- 
ten stromaufwärts  zu  durchwandern.  Gleiches  gilt  natürlich 
auch  bei  den  Flächen  91«  und  $1',,. 

Dass  in  diesem  Ergebniss  nichts  Zufälliges  liegt,  lässt  sich 
leicht  darlhun.  Es  sei  eine  beliebige  Fläche  gegeben,  und  diese 
sei  von  irgend  welchem  Strom,  d.  i.  von  irgend  welchem  Schnitt 
durchzogen,  der  in  festgesetzter  Richtung  fortläuft.  Stellen 
wü*  uns  vor,  wir  wollten  die  Fläche  in  positiver  Richtung  um- 
laufen, wir  wollten  also  jede  zum  Rande  der  Fläche  gehörige 
Linie  in  solcher  Richtung  durchwandern,  dass  wir  das  von  der 
Linie  begrenzte  Flächengebiet  dabei  zur  Linken  haben.  Zu  den 
Linien,  aus  welchen  der  Rand  der  Fläche  besteht,  gehören  unter 
Andern  auch  die  Uferlinieu  jenes  Stromes;  und  diese  sind  es, 
auf  welche  wir  unsere  Aufmerksamkeit  richten. 

Wir    betrachten    zunächst    die  linke  UfcrUnie  (Fig.  76)*). 

*)  In  der  nebenstehenden  Figrur  ist  —  ebenso  wie  früher  —  die  linke 
Uferlinie  durch  einen  stärkeren,  die  rechte  durch  einen  schwächeren 
Sti'ich  angef^cbon.  Gleiches  wird  bei  Figuren  solcher  Art  in  Zukunft 
stets  geschehen. 
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Auf  der  einen  Seite  der  Linie  beOndet  sich 
der  Strom,  auf  der  andern  Flächengebiet. 
Wollen  wir  nun  längs  dieser  Linie  fort- 
schreiten, und  zwar  in  solcher  Richtung, 
dass  ^r  das  FLächengebiet  zur  Linken, 
mithin  den  Strom  zur  Rechten  haben,  so 
müssen  wir  stromabwärts  wandern. 

Umgekehrt  verhält  es  sich,  wenn  wir 
*^ös  auf  der  rechten  üferlinie  befinden.  Wollen  wir  nämlich 
3w^  dieser  entlang  gehen,  und  zwar  wiederum  in  solcher  Rich- 
^^S»  class  wir  das  anstossendc  Flachengebiet  zur  Linken, 
^^n  Strom  zur  Rechten  haben,  so  müssen  wir  unsere  Schritte 
^om aufwärts  lenken. 

Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  allgemeinen  Satz: 
Ist  eine  Fläche  von   irgend  welchen  Strömen  durchschnitten, 
*^    nnrd  bei  einer  positiven  Umlauf ung   der  Fläche  das  linke 
^fer  eines  jeden  Stromes  stromabwärts,  das  rechte  Ufer  eines 
J^^en  Stromes  stromaufwärts  durchschritten  werden. 

Was  sich  also  vorhin  in  Bezug  auf  die  positive  Umlaufung 
der  Flächen  31'^,  2l'x,  %\  ergab,  ist  nur  eine  .unmittelbare  Folge 
^J^^ses  allgemeinen  Satzes*). 

•)  Beiläufig  noch  ein  paar  Bemerkungen  über  jene  Flächen.    Von 
"ßn.  beiden  Schnitten  a  und  6,  die  in  der  Ringfläche  51  ausgeführt  wur- 
"®*^>    kann  der  erstere  als  ein  Querschnitt  der  Fläche  21  aufgefasst 
Verden.     Da  nämlich  51   eine  geschlossene  Fläche  ist,   so   muss  in 
^®f Selben  eine  unendlich  kleine  Oeflfnung  supponirt  werden;  demnach 
'^^Hn  jener  Schnitt  a  als  ein  Querschnitt  angesehen  werden,  welcher 
'^Hiexi  Anfang  und  sein  Ende  in  dieser  kleinen  Oeflfnung  hat.    Nach- 
^®iti  a  ausgeführt  ist,  kann  nun  6  als  ein  zweiter  Querschnitt  auf- 
^^^asst  werden,  nämlich  als  ein  Querschnitt,  welcher  seinen  Anfang  in 
^^*i  einen,  sein  Ende  in  dem  andern  Ufer  von  a  hat.    Die  ursprünglich 
e^^ebene  Bingfläche  51  verwandelt  sich  also,  können  wir  sagen,  durch 
^sfUbrung   von    zwei   Querschnitten   in    die  Fläche  51'^;    und  die 
A^che  ^'q  ihrerseits  verwandelt  sich  durch   stetige  Umformung  in 
^e   J^che  5l'iy.    Die  letztgenannte   51' ij  ist  eine  Elementarfläche; 
^^'atig  folgt,  dass  die  vorhergehende  %'q  eine   einfach  zusammen- 
hangende Fläche  ist;  und   hieraus  folgt  weiter  (vergl.  die  Definition 
^**e  302),  dass  die  ursprünglich  gegebene  Ringfläche  51  eine  dreifach 
^^^mmenhängende  ist. 
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Fünfter  Abschnitt    Fortsetzung.    Anwendung  auf  diejenige  Bie- 

mann^sohe  Kngelfläche,  welche,   falls  Z  eine  ganze  rationale 

Function   x  +  iy  vorstellt,   erforderlich   ist,  nm  sammtlielie 

Werthe  der  Function  /z  auf  eindeutige  Weise  auszubreiten. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  derjenigen  Rieraann'schen 
Kugelfläche  über,  welche  dient,  um  die  Werthe  der  Function 

Vi^  —  Pi)  (^  —  ^i)  (^  —  P2)  (2^ — 92) 

auf  eindeutige  Weise  räumlich  auszubreiten  (S.  190).  Diese  Fläche 
mag  dt  genannt  werden.  Sie  besteht  aus  zwei  über  einander  gelager- 
ten Blättern,  besitzt  vier  Windungspuncte  p^,  ^i,  />2»  5'2>  besitzt 
ferner  zwei  Uebergangslinien  pj  q^  und  p^  q^  (Fig-  77),  und  ist 
endlich,  wie  wir  bereits '(Seite  313)  gesehen  haben,  eine  drei- 
fach zusammenhängende. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  diese  Fläche  9%  in  ganz  analoger 
Weise  behandelt  werden  kann,  wie  vorhin  die  Ringfläche. 

Die  Fläche  9%  mag  von  zwei  Schnitten  oder  Strömen  a  und  b 
durchzogen  gedacht  werden.  Der  Strom  a  soll  zum  Theil  im 
oberen,  zum  Theil  im  untern  Blatt  der  Fläche  fortfliessen.  Er 
mag  entspringen  in  irgend  einer  Stelle  des  oberen  Blattes,  und 
das  obere  Blatt  durchschneidend  zunächst  so  weit  fortlaufen,  bis 
er  auf  irgend  welchem  Wege  zur  Uebergangslinie  pj  ^2  gelangt; 
bei  Uebei*schreitung  dieser  Linie  wird  er  in  das  untere  Blatt 
treten.  In  dem  unteren  Blatt  mag  er  nun  auf  irgend  welchem 
Wege  bis  zur  Uebergangslinie  pj  q^  hinlaufen ;  bei  Ueberschreitung 
derselben  wird  er  von  Neuem  in  das  obere  Blatt  treten.  Und 
hier  in  dem  oberen  Blatt  mag  er  nun  schliesslich  bis  zu  seiner 
anfänglichen  Quelle  zurücklaufen.  Der  Strom  a  wird  also  ein  in 
sich  zurücklaufender  sein;  seine  Richtung  mag  diejenige  sein, 
in  welcher  wir  ihn  so  eben  haben  fortfliessen  lassen,  also  die- 
jenige, welche  in  der  nebenstehenden  Figur  durch  Pfeile  ange- 
deutet ist. 

Der  Strom  h  soll  seinem  ganzen  Laufe  nach  im  oberen 
Blatt  der  Fläche  bleiben.  Er  mag  an  derselben  Stelle  entspringen, 
an  welcher  a  entsprungen  ist,  nämlich  an  der  Stelle  a.  /5,  y,  J. 
Von  hier  aus  mag  er  die  Uebergangslinie  p^  q^  in  irgend  welchem 
Bogen  umkreisen  und,  während  er  also  beständig  im  oberen 
Blatte  bleibt,  schliesslich  wieder  in  seine  Quelle  zurückfliessen. 
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Die  Richtung  des  Stromes  b  soll  diejenige  sein,  welche  in  der 
nebenstehenden  Figur  durch  Pfeile  angedeutet  ist,  also  der  Art 
sein,  dass  Jemand,  der  an  der  gemeinsamen  Quelle  beider  Ströme 
—  nämlich  hei  a,  ß,  y,  d,  —  steht,  die  Richtung,  in  welcher  b 
fortfliesst,  mit  ausgestreckter  Linken  angeben  wird,  sobald  er  in 
derjenigen  Richtung  fortsieht,,  in  welcher  a  fortfliesst*). 


Fig.  77. 


In  der  nebenstehenden  Figur  sind  diejenigen  Stromstrecken, 
welche  im  oberen  Blatt  liegen,  durch  ununterbrochene, 
diejenigen  hingegen,  welche  sich  im  unteren  Blatt  befinden,  durch 
punctirte  Linien  angedeutet.  Ferner  sind  daselbst  die  linken 
Ufer  der  Ströme  mit  starken,  die  rechten  mit  schwachen  Stri- 
chen angegeben.  Von  Wichtigkeit  ist  zu  bemerken,  dass  die  bei- 
den Ströme  a  und  b  einander  nur  an  einer  einzigen  Stelle 
durchkreuzen,  nämlich  nur  an  der  Stelle  a,  ß,  y,  d.  Nach  der 
vorstehenden  Figur  zu  urtheilen,  könnte  man  vermuthen,  dass 
noch  eine  zweite  Durchkreuzungsstelle  existire.  Das  ist  aber  nicht 
der  Fall.  Denn  an  jener  zweiten  Stelle  fliessen  die  beiden  Ströme, 
ohne  mit  einander  in  irgend  welche  Berührung  zu  kommen,  in 
verschiedenen  Blättern  über  einander  fort,  getrennt  von  einander 
durch  den  —  wenn  auch  nur  unendlich  kleinen  —  Zwischenraum, 
v^elcher  sich  überall  zwischen  den  beiden  Blättern  der  Fläche 
hinzieht. 


*)  Es  soll  also  die  anfängliche  Richtung  des  Stromes  b  zu  der  an- 
fänglichen Richtung  des  Stromes  a  ebenso  liegen,  wie  nach  unserer 
Festsetzung  (Seite  72)  die  y  Achse  eines  Coordinatensystems  zur  x  Achse 
desselben  liegt.  • 
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Die  Durchkreuzungsstelle  cc,  ß,  y,  S  repräsentirt  zugleich  <^^|] 
Ort,  wo  beide  Ströme  entspringen,    und   ebenso  auch  den  C^M:^i^ 

wo  beide  Ströme,  nachdem  sie  die  ül^  ^o 
angewiesenen  Wege  durchlaufen   hab^  ji, 
wieder    einmünden.      Der   Strom      If, 
können  wir  demnach  sagen  (Fig.  7^3)» 
entspringt'  im    linken    Ufer    d  ^^ 
Stromes  a,  und  mündet  ein  ind -^^ 
rechte  Ufer  von  a.    Der  Strom        ^ 
andererseits  entspringt  im  recBr3- 
ten  Ufer  von  ö,  und  mündet  e:Än 
b  ■■■■■  in  das  linke  Ufer  von  b.    Ob  ^B-i^ 
Durchkreuzung  unter  rechtem  Winkel,  oder  unter  irgend  welch^^Dfi 
andern  Winkel  geschieht,  ist  völlig  gleichgültig. 

Die  Fläche,  in  welche  Sft  durch  Ausführung  der  Schnitte  oÄ  er 
Ströme  a,  h  sich  verwandelt,  mag  9fl'  heissen.  Während  also  SW 
selber  eine  geschlossene  Fläche  ist,  wird  3ft'  eine  umra.  mi - 
dete  Fläche  vorstellen.  Und  zwar  wird  der  Rand  von  Sf  gek^ü- 
det  sein  von  den  vier  Uferlinien  der  beiden  Ströme  a  und  6. 

Sind  ax,  bx  die  linken,  und  a^,  b^  die  rechten  UferliiEi-«'^ 
der  Ströme  a,  &,  so  wird  man,  um  die  Fläche  9i'  in  positi^^^^ 
Richtung  zu  umlaufen,  etwa  vom  Eckpunct  a  (Fig.  77)  ausgeh.^'^» 
von  diesem  Puncte  aus  zuerst  die  Ufer  ax  und  bx  stromabwär  *ö» 
und.  sodann  die  Ufer  a^  und  bg  stromaufwärts  durchwani^^^ 
müssen,  bis  man  nach  Durchlaufung  des  letztgenannten  Ufer»  ^9 
schliesslich  wieder  im  Ausgangspuncte  a  anlangt. 

Dass  bei  einer  solchen  Wanderung  um  die  Fläche  9t'  hefTta*" 
die  linken  Ufer  ax,  bx  stromabwärts  und  die  rechten  LJ^^ 
üg,  bg  stromaufwärts  zu  durchlaufen  sind,  kann  als  eine  *»^^ 
mittelbare  Folge  des  kürzlich  (Seite  317)  gefundenen  Satzes  ^^' 
gesehen  werden.  Trotzdem  aber  ist  es  von  Wichtigkeit,  d^^ 
man  jene  Wanderung  um  die  Fläche  dV  herum  (Fig.  77)  in  G*" 
danken  wirklich  ausführt.  Denn  man  erkennt  alsdann  mit  vol*^ 
Bestimmtheit,  dass  die  genannten  vier  Uferlinien  ax,  bx,  a^,  *? 
zusammengenommen  eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Ci*^^^ 
bilden,  dass  also  die  Fläche  91'  nur  eine  einzige  Randcurve  ^^ 
sitzt.  Daraus  aber  folgt  —  was  bisher  vielleicht  bezweifelt  -«^^^ 
den  konnte  — ,  dass  dV  nicht  aus  mehreren  von  einander     Ä*" 
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trennten  Flächenstücken  bestehen  kann^  sondern  eine  einzige 
zasaDCfemenhängende  Fläche  sein  muss*). 

Die  ursprünglich  gegebene  Fläche  hat  also  durch  Ausführung 
der  beiden  Schnitte  oder  Ströme  a,  h  keine  Zerstückelung 
erlitten.  Wir  können  den  Strom  a  als  einen  Querschnitt  von 
91  ansehen,  nämlich  als  einen  Querschnitt,  welcher  seinen  An- 
fang und  sein  Ende  in  der  auf  9t  zu  supponirenden  kleinen  Oeff- 
öung  hat  (S.  309).  Sodann  können  wir  den  Strom  h  als  einen  zwei- 
ten Querschnitt  betrachten,  nämlich  als  einen  Querschnitt,  der 
seinen  Anfang  in  dem  einen ,  sein  Ende  in  dem  andern  Ufer  von 
^  bat.  Die  beiden  Ströme  a  und  h  können  demnach 
als  zwei  auf  der  Fläche  9%  gezogene  und  die  Fläche 
nicht  zerstückelnde  Querschnitte  aufgefasst  werden. 

Eine  iVfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  sich,  wie 
w*  wissen,  durch  Ausführung  von  iV  —  1  die  Fläche  nicht  zer- 
stückelnde Querschnitte  jederzeit  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  (S.  302  u.  303).  Die  Fläche  31,  mit  welcher  wir 
ui^  hier  beschäftigen,  ist,  wie  wir  (Seite  313)  gefunden  haben, 
eine  dreifach  zusammenhängende.  Denmach  muss  die  Fläche  91', 
welche  aus  jener  durch  die  beiden  Querschnitte  a  und  b  entsteht, 
cuie  einfach  zusammenhängende  Fläche  sein. 

Die  Fläche  9%'  wird  sich  demnach,  weil  sie  einfach  zu- 
sammenhängend ist,  durch  stetige  Umformung  in  eine  Elementar- 
uäclie,  und  zwar  in  eine  Elementarfläche  von  ganz  beliebiger 
"%talt**)  verwandeln  lassen.   So  wird  sie  sich  p.^  79 

^'  B«  in  die  Form  eines  Rechtecks  bringen  lassen. 

Dass  eine  derartige  Umgestaltung  möglich]^ 
^^»     wird  im  Folgenden  zweckmässig  sein  im  j 
^Se   zu  behalten,  wenn  man  sich  durch  die 
^^^plicirte  und  wenig  übersichtliche  Gestalt, 


•)  Denn  zwei  oder  mehrere  von  einander  getrennte  Flächenstücke 
^^^fden   zusammengenommen  jederzeit  mehr  als  eine  Randcurve  he- 

**)  Offenbar  lässt  sich  eine  Elementarfläche  durch  stetige  Umformung 
^  jede  beliebige  andere  Elementarfläche  verwandeln.    Kann  daher  eine 
^&e>>ene  Fläche  durch  stetige  Umformung  überhaupt  zu  einer  Elemen- 
,*^^che  umgestaltet  werden,  so  wird  sie  sich  durch  stetige  Umformung 
«^*^ti  nur  in  diese,   sondern  auch  in  jede  beliebige  andere  Elementar- 
ere verwandeln  lassen, 
■^«mnann,  Abel'sche  Integrale.  21 
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welche  ^V  von  Hause  aus  besitzt,  keine  unnöthigen  Schwierigkeiten 
bereiten  will.  Das  Rechteck,  in  welches  9%' umgeformt  werden 
kann  —  es  mag  kurzweg  die  Elementarform  von  ^V  genannt 
werden  —  wird,  ebenso  wie  ffV  selber,  vier  Ecken  a,  ß,  y^  d 
haben  und  vier  Seiten  besitzen,  welche  durch  die  vier  Uferlinien 
der  beiden  Ströme  a,  b  dargestellt  sind.  In  der  vorstehenden 
Figur  ist  dieses  Rechteck  dargestellt.  Diejenigen  Seiten,  welche 
von  den  linken  Uferlinien  der  Ströme  a,  b  gebildet  werden,  sind, 
ebenso  wie  bei  dt'  selber,  durch  stärkere  Striche  angegeben, 
diejenigen  Seiten  hingegen,  welche  durch  die  rechten  Uferlinien 
jener  Ströme  gebildet  werden ,  durch  schw  ächere  Striche  bezeich- 
net. Zugleich  sind  die  Richtungen  der  neben  diesen  Uferlinien 
hinfliessenden  Ströme  a  und  b,  ebenso  wie  früher  bei  Darstellung 
der  Fläche  dt',  durch  Pfeile  angedeutet. 

Wir  wollen  nun  in  ähnlicher  Weise  diejenige  Riemann'sche 
Kugelfläche  zu  behandeln  versuchen,  welche  zur  eindeutigen  Dar- 
stellung dier  Function 

/(«  —  P\)  («  —  ^i)  {^  —P2)  (2^  —  5^2)  •  •  •  («  —  Pa)  [^  —  Qa) 
dient  (S.  190).  Diese  Fläche  mag  91  genannt  werden.  Sie  besteht  aus 
2  über  einander  liegenden  Blättern,  besitzt  8  Windungspuncte  erster 
Ordnung,  und  ist  also,  zufolge  eines  früher  (Seite  312)  gefun-' 
denen  Satzes,  eine  (8  —  2-2  -f-  3) fach,  d.  i.  7 fach  zusammen- 
hängende Fläche.  Sie  besitzt  ferner  4  Uebergangslinien  p^  q^^ 
P2  5^2»  Ps  Qz  "»^  Pi  Qv 

Die  Fläche  3ft  mag  von  denjenigen  6  Schnitten  oder  Strömeq 
«n  ^1»  ^2*  ^2»  ^3»  ^3  durchzogen  gedacht  werden,  welche  in  der 
nebenstehenden  Figur  angegeben  sind.    Jeder  von  diesen  Strömen 
ist  ein  in  sich  zurücklaufender.     Die  Ströme  öj,  a^,  «3  fliesserE 
zum  Theil  im  oberen,    zum   Theil   im  untern  Blatt  der  Fläche 
Der  Strom  a^  z.  B.   tritt,   während   er  die  Uebergangslinie  p^  q, 
überschreitet,  aus  dem  oberen  Blatt  in  das  untere;  fliesst  sodani 
hier  in  dem  untern  Blatt  auf  irgend  welchem  Wege  fort,  bis  em: 
zur  Uebergangslinie  p^  q^   gelangt;    beim   üeberschreiten   dieseir 
Linie  tritt  er  wieder  in  das  obere  Blatt  und  fliesst  nun  hier  !■: 
dem  oberen  Blatt  so  weit  fort,  bis  er  schliesslich  in  seine  eigen 
Quelle  wieder  einmündet.     Die  Ströme  b^,  b^^  b^  bleiben  ihre) 
ganzen  Laufe  nach  beständig  im  oberen  Blatt  der  Fläche.    In  di 
nebenstehenden  Figur  sind  die  Richtungen  der  Ströme  a,,  a^^a^^ 


VerwandluDg  einer  Riemann'schcn  Kugelfläche  etc. 


323 


^»  ^7>  h    el>en80  wie  früher  durch  Pfeile  angedeutet.     Ferner 

^iiHt    daselbst  die  linlien  Uferlinien  durch  stärkere,  die  rechten 

^iirch   schwächere   Striche   angegeben.     Endlich   sind  diejenigen 

Strecken  der  Ströme,    welche  im  oberen  Blatt  liegen,    durch 

''«.unterbrochene,  diejenigen,   welche  im  unteren  Blatt  sich 

Fig.  80. 


♦  4* 


XU 

a 


^^^Oden,  durch  punctirte  Linien  bezeichnet.  Um  die  Figur  nicht 
^ehr  zu  überladen,   sind  dabei  die  Wege,   welche  die  Ströme 

1  >  Oj»  ^3  ™  unteren  Blatt  verfolgen,  nicht  vollständig  angegeben; 
^^'X  kann  sich  diese  Wege  etwa  ebenso  denken  wie  in  Fig.  77 

v^^ite319),  jedoch  der  Art,  dass  dieselben  nirgends  mit  einander 

^!^  Berührung  kommen*). 

*)  Dass  die  Puncto  pi,  ^i,  pg»  9t >  Psf  9i  ^^  unserer  Figur  in  einer 
^^Taden  Linie,  und  dass  die  Puncto  P4,  94  in  einer  damit  parallelen 
^inie  liegen,  ist  durchaus  unwesentlich.  Es  ist  diese  Annahme  über 
^ie  Lage  jener  Puncto  nur  deswegen  geschehen,  damit  die  Figur  an 
vlebersichtiichkeit  gewinne.  Es  versteht  sich  aber  von  selber,  dass  die 
Strome  oder  Schnitte  Aj,  ^2«  ^s*  ^i«  ^t»  ^3  '^^  S^^^  analoger  Weise  auch 
t^ann  ausgeführt  werden  können,  wenn  jene  Puncto  irgend  welche  andere 
XiAge  besitzen. 

91  * 
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Die  vier  Uferlinien  der  beiden  Ströme  «j  und  b^  bilden  — 
ebenso  wie  früher  in  Fig.  77  (Seite  319)  —  ziisammengenonunen 
eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Curve.  Gleiches  gilt  von  den 
vier  Uferlinien  der  Ströme  aj  ^^^  ^2*  und  Gleiches  endlich  auch 
von  denen  der  Ströme  a^  und  63.  Im  Ganzen  bilden  also  die  ^12 
Uferlinien  der  Ströme  «i,  5^,  «j,  62,  03,  63  drei  von  einander 
völlig  gesonderte  Curven,  von  denen  jede  eine  in  sich  zurück- 
laufende ist.  Die  ursprünglich  gegebene  geschlossene  Fläche  9% 
verwandelt  sich  demnach  durch  Ausführung  jener  Ströme  a^,  &j, 
^2'  ^2'  ^3)  ^3  ^^  ^^^  ^^^  ^^^^  Curven  umrandete  Fläche. 

Führt  man  in  einer  Fläche,  die  mehrere  Randcurven  besitzt, 
einen  Schnitt  aus,  der  von  irgend  einem  Puncte  der  einen  Raud- 
curve  ausgeht  und  nach  irgend  welchem  Puncte  einer  andern 
Randcurve  hinläuft,  so  werden  sich  jene  beiden  Randcurven  durch 
Ausführung  dieses  Schnittes  vereinigen  zu  einer  einzigen  Rand- 
curve; wie  Aehnliches  bereits  bei  einer  früheren  Gelegenheit 
(Seite  306)  bemerkt  wurde. 

Führen  wir  demnach  in  der  durch  die  Schnitte  a^,  6^,  Ajy  ^2> 
(23,  63  entstandenen,  im  Ganzen  von  drei  Randcurven  begrenzten 
Fläche  (Fig.  80)  zwei  Schnitte  Cj  und  Cj  aus,  von  welchen  der 
eine  von  der  ersten  zur  zweiten,  der  andere  von  der  zwei- 
ten zur  dritten  Randcurve  hinläuft,  so  werden  sich  durch  Aus- 
führung dieser  beiden  Schnitte  jene  drei  Randcurven  vereinigen 
zu  einer  einzigen  Randcurve.  Rezeichnen  wir  also  diejenige 
Gestalt,  in  welche  die  Fläche  di  durch  gleichzeitige  Ausführung 
der  Schnitte  a^,  ö^,  öj»  ^2»  ^s»  ^3  "^^  ^^^  Schnitte  Cj,  c^  versetzt 
wird,  mit  91',  so  wird  fit'  nur  eine  einzige  Randcurve  besitzen, 
folglich  kein  System  von  mehreren  Flächenstücken,  sondern  eine 
einzige  in  sich  zusammenhängende  Fläche  vorstellen. 

Die  Ströme 

«1>  «2>  ^3>  ^1'  ^2?  ^31  ^2>  ^3 
können  in  Bezug  auf  die  ursprünglich  gegebene  Riemann'sche 
Fläche  dt  als  ein  System  von  sechs  Querschnitten  aufgefasst 
werden.  Zuvörderst  kann  nämlich  a^  als  erster  Querschnitt 
angesehen  werden,  als  ein  Querschnitt,  der  seinen  Anfang  und 
sein  Ende  in  der  auf  ?ft  zu  supponirenden  kleinen  Oeffnung  hat 
(S.  309).    Sodann  kann  6^  als  zweiter  Querschnitt  betrachtet 
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wei*<]«ii,  nämlich  als  ein  Querschnitt,  welcher  seinen  Anfang  in 
deiE^     einen,  und  sein  Ende  in  dem  andern  Ufer  von  a^  hat. 

Wunmebi^  können  wir  die  beiden  Ströme  Cj  und  aj  zusam- 
nieEig^enonvnen  als  einen  dritten  Querschnitt,  nämlich  als 
einen  Querschnitt  auffassen,  welcher  in  einem  Uferpunct  des  zwei- 
ten Querschnittes  entspringt,  und  in  einen  Punct  seines  eigenen 
Laufes  einmündet*).  Ferner  können  wir  den  Strom  ftj  si's  einen 
vierten  Querschnitt  betrachten,  welcher  in  einem  Uferpuncte 
des  dritten  Querschnittes  entspringt  und  in  den  gegenüberliegen- 
den   Uferpunct  jenes  Querschnittes  einmündet. 

Und  endlich  können  wir  nun  die  beiden  Ströme  c^  und  a^ 
zusavnmengenommen  als  einen  fünften,  und  den  Strom  b^  asl 
einen  sechsten  Querschnitt  ansehen. 

Die  von  einer  einzigen  Curve  umrandete  Fläche  9t' 
en  ts  teht  also  aus  der  ursprünglich  gegebenen  geschlos- 
sen en  Fläche  9fl  durch  Ausführung  von  6  Querschnit- 
^^  ^  ;   diese  Querschnitte  sind  der  Reihe  nach  durch 
1)  a,,  2)  6,, 

3)    Cj    +    «2,  4)    ^2> 

5)    ^3  +    «3»  Ö)    ^3 

^^fgestellt. 

Die  Fläche  91  ist,  wie  wir  zu  Anfang  (Seite  322)  ge- 
^^hen  hatten,  eine  7fach  zusammenhängende.  Zufolge 
^^•^es  früher  (Seite  303)  gefundenen  Satzes  ist  demnach 

^^    Fläche  yt'  eine  einfach  zusammenhängende. 

Daraus  aber  folgt,  dass  die  Fläche  9t'  diu*ch  stetige  Umfor- 
"^^Og  in  eine  beliebig  gestaltete  Elementar  fläche  verwandelt 
^^t*fJen  kann.  So  wird  sich  dieselbe  z.  B.  durch  stetige  Umfor- 
.  ^*^g  in  diejenige  Elementarfläche  umgestalten  lassen,  welche 
^      der  folgenden   Figur   abgebildet  ist,    und   welche   aus   drei 

^^ktecken  besteht,  die  durch  zwei  Flächenstreifen  mit  einander 
^**l>unden  sind.  In  dieser  Figur  sind,  ebenso  wie  bei  91'  selber, 
^^     linken  Uferlinien  der  Ströme  a,  5,  c  durch  stärkere,  die 

^^Ixten  durch  schwächere  Striche  angegeben.    Auch  sind  daselbst 


**)  Die  beiden  Ströme  c^  and  Oj  zusammengenommen  können  also 
jj,*       ein  Querschnitt   von  solcher  Art   angesehen  werden,    wie  der  in 
*^-  67  Seite  293  abgebildete. 
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die  Richtungen   der  neben   diesen  Linien  hinfliessenden  StrScKie 

wiederum  durch  Pfeile  angedeutet. 

Diese  Elementarfläche   (Fig.  81),    in  welche  die  Flache     S?' 

durch  stetige  Umformung  umgewandelt  werden  kann,  goU  in  Z'^' 
Pi«  gl,  kunft    kurzweg   die   lEl  ^^ 

^  mentarform  der  Fläc^^® 

3ft'   genannt  werden.    ^^^ 
giebt  uns  dieselbe,  unt^^ 
andern    Vortheilen,    A^^^ 
deutliche    Uebersicht   ic::^^ 
der    Art    und    Weise,   n:^*^ 
welcher  die  16  Uferlini^^^ 
der  8  Ströme  a,  6,  c  ^^^ 
einer  einzigen,  in  sich  ; 
rücklaufenden    Curve    z 
sammenhängen.    Bei  &xm^  ^^^ 
positiven    Umlaufung    (L  ^^i" 
Fläche  dt'  wird   man  s^U' 

diese  Uferlinien,  und  zwar  die  linke.n  Uferlinien  ström  abwärt::^  ^» 

die  rechten  stromaufwärts  zu  durchschreiten  haben.     (Ver  ^ST^* 

S.  317.) 

Es  bedarf  nunmehr  kaum  noch  der  Bemerkung,  dass  in  g^  v^< 

analoger  Weise  auch  diejenige  Riemannsche  Kugelfläche  heh^^^^*^' 

delt  werden  kann,  welche  dient,  um  die  Function 

auf  eindeutige  Weise  räumlich  auszubreiten. 

Diese  Fläche  —  sie  mag  dt  genannt  werden  —  besitzt  2  BÄ  ^  ^" 
ter,  ferner  2^  +  2  Windungspuncte  p^,  qi^  P2,  q%i  • . .  p*  + 1,  qs  -^♦-^ 
und  demgemäss  s  +  1  Uebergangslinien.  Daraus  folgt,  dass  dl  ^^^® 
Fläche  (2  5  +  2  —  22  +  3)  fach,  d.  i.  (2ä  +  l)fach  zusamm^^" 
hängend  ist.     (Satz  S.  312.) 

Durch  gewisse  2 5  Querschnitte,  welche,  dem  Früheren  anaE^^S' 
mit 

1)  «1.  2)  b,, 


3) 

Cj 

+ 

«2. 

4) 

h, 

5) 

Ca 

+ 

«9, 

6) 

h, 

25—1)  Cs  +  a„  2s)  hs 

bezeichnet  werden  können,  wird  sich  die  Fläche  fft  in  eine 
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wisse    einfach   zusammenhängende   Fläche  dt'  verwandeln 
lassen. 

Und  die  so  erhaltene  Fläche  dV  wird  sich  ihrerseits  endlich 
duroli  stetige  Umformung  in  eine  Elementarfläche  verwandeln 
lassen.  Diese  Elementarfläche  —  die  Elementar  form  von  91'  — 
können  wir  uns  dabei  wiederum,  ähnlich  wie  früher,  aus  ^Recht- 
ecken zusammengesetzt  denken,  welche  durch  «  —  1  Flächen- 
streifen mit  einander  verbunden  sind. 


Seclister  Abschnitt,  üntersnohnng  eines  von  o;  -f-  iy  abhängen- 
den.   Differentiales  y  welches  auf  einem  gegebenen  Theil  einer 
Hiemann'schen  Kugelflache  überall  eindeutig  und  stetig  ist. 

Es  sei  (S  irgend  ein  Theil  einer  beliebig  gegebenen  Rie- 
naann'schen  Kugelfläche,  ein  Theil,  welcher  von  beliebig  vielen  und 
beliebig  gestalteten  Randcurven  begrenzt  ist.  Ferner  seien  F  und  f 
""gend  zwei  von  x  +  iy  abhängende  Functionen,  welche  auf  © 
sHenthalben  eindeutig  und  stetig  sind. 

Der  Flächentheil  (S  mag  durch  irgend  welche  Schnitte  in 
^Jizelne  Stücke  2li,  ^2*  ^z>  •  •  •  zerlegt  werden,  von  welchen 
J^^les  nur  eine  Randcurve  besitzt  und  nicht  mehr  als  höchstens 
^inen  Windungspunct  in  sich  enthält;  irgend  eines  von  diesen 
Stöcken  sei  SI^.  Wir  bezeichnen  die  beiden  Bilder,  welche  21« 
^*iimt  den  darauf  ausgebreiteten  Werthen  von  /und  F in  seinem 
^ursprünglichen  und  in  seinem  natürlichen  Zustande  dar- 
''i^tet,  mit: 

(9U,  X  +  iy,  A  F) 
^^    mit: 

(a*,  I  +  iv,  9>,  <P). 

^^ann  wird  a«  eine  gewisse  Elementarfläche  sein.   Zugleich  werden 

?*»  <B  zwei  auf  a*  ausgebreitete  Functionen  vorstellen,  deren  Werthe 

J^    jedem  Puncto  ^  +  iri  identisch  mit  denjenigen  sind,  welche  die 

^^^etionen  /*,  F  in  dem  correspondirenden    Puncto  x  +  iy  be- 

^••^eii.    Und  diese  Functionen  9?,  O  werden,  ebenso  wie  f^  F 

^^  ^x,  auf  der  Elementarfläche  a^  überall  eindeutig  und  stetig  sein. 

^  Zufolge    eines   früher    (Seite    92)    gefundenen   Satzes    muss 

^^^r   das   in  positiver  Richtung   über  den  Rand  von  a«  hiner- 

**^ckte  Integral     j  Odq>  gleich  Null  sein.     Dieses  Integral  ist 
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aber  gleichwerthig  mit  dem  in  positiver  Richtung  um  K«  herum- 
laufenden Integral    1  Fdf.    Somit  ergiebt  sich: 

Cwdf  =  0. 

Bilden  wir  nun  diese  Gleichung  der  Reihe  nach  für  sämmt- 
liche  Flächenstucke  31,,  Slj»  ^3»  •  •  •  »  '"  welche  der  gegebene 
Flächentheil  ©'durch  die  zu  Anfang  ausgeführten  Schnitte  zer- 
fallen ist,  so  werden,  falls  man  all'  diese  Gleichungen  addirt, 
diejenigen  lutegraltheile,  welche  jenen  Schnittlinien  angehören, 
sich  gegenseitig  zerstören,  also  nur  diejenigen  Integraltheile  übrig 
bleiben,  welche  dem  ursprünglichen  Rande  von  @  angehören. 
Durch  die  in  Rede  stehende  Addition  ergiebt  sich  demnach  un- 
mittelbar folgende  Gleichung: 

^Fdf  =  0, 


S: 


wo  die  Integration  über  sämmtliche  Randcurven  von  @  in  posi- 
tiver Richtung  hinerstreckt  ist. 

Sind  also  f  und  F  zwei  von  x  -f-  iy  abhängende  Functionen^ 
welche  auf  irgend  einem  Theüe  ©  einer  Riemann^ sehen  Kugelfläche 
überall  eindeutig  und  stetig  sind^  so  ist  das  über  sämmtliche  Rand- 
curven von  ©  in  positiver  Richtung  hinerstreckte  Integral 


I 


Fdf 


jederzeit  gleich  Null. 

Dass  die  in  unserem  Differential  Fdf  enthaltenen  Functionen 
f  und  F  auf  dem  Flächentheile  ©  überall  stetig  sind,  ist  zur 
Gültigkeit  dieses  Satzes  nicht  unbedingt  nothwendig.  Vm  hierauf 
näher  einzugehen,  müssen  wir  zunächst  einige  Bemerkungen  vor- 
anschicken. 

Versteht  man  unter  fi  eine  beliebig  gewählte,  von  x  +  iy 
abhängende  Function,  so  wird  das  gegebene  Differential 

F  .df 
identisch  sein  mit  folgendem: 
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Die  In  dem  gegebenen  Differential  Fdf  enthaltenen  Functio- 
nen /  und  F  können  also  —  ohne  dass  dabei  der  Werth  des 
Diffei-entiales  irgend  welche  Aenderung  erleidet  —  durch  zwei 
andere  Functionen  f^  und  F^  ersetzt  werden,  von  welchen  die 
erstelle  ganz  beliebig,  die  letztere  gleich  F-^  ist. 

l^ir  wollen  uns  nun  denken,  die  beiden  gegebenen  Functio- 
nen /,  F  wären  auf  dem  betrachteten  Flächentheile  @  nicht 
übei-all  eindeutig  und  stetig,  es  wäre  aber 

Fdf=F,df,, 
und    es  könne  @  in  Gedanken  in  zwei  Stöcke  zerlegt  werden,  in 
ein    Stück  @q,  auf  welchem  /*,  F^  und  in  ein  anderes  Stuck  ©j, 
auf   \7velchem  /\,  F^  allenthalben  eindeutig  und  stetig  sind.    Zufolge 
^es    eben  gefundenen  Satzes  ergeben  sich  dann  die  Gleichungen: 


Fdf  =  0, 


\F^df^  =  0, 

'©. 

Y^  cias  eine  Integral  in  positiver  Richtung  um  <3g,  das  andere 
^^  ebenfalls  positiver  Richtung  um  @,  herumerstreckt  ist.  Da 
"**/"  =  F^df^  ist,  so  können  diese  beiden  Gleichungen  auch  so 
geschrieben  werden: 

'  Fdf  =  0, 


f 


Fdf  =  0. 

^^^Irt  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  werden  diejenigen  In- 

^8»*altheile,  welche  der  Grenze  zwischen  ©q  und  ©i  angehören, 

^*^    gegenseitig  zerstören,  mithin  nur  diejenigen  übrig  bleiben, 

^l^^he  dem  Rande  des  ursprünglich  gegebenen  Flächentheiles  ©  an- 

^^*^Ören.   Und  es  wird  sich  also  durch  jene  Addition  die  Gleichung 


/' 


Fdf  =  0 

^*^8eben. 

Wir  sehen  demnach,  dass  der  zuvor  aufgestellte  Satz  in  dem 
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hier  betrachteten  Falle  ebenfalls  noch  gültig  ist.  Ebenso  wird 
sich  nachweisen  lassen,  dass  derselbe  auch  dann  in  Kraft  bleibt, 
wenn  in  dem  gegebenen  Flächentheile  in  Bezug  auf  die  Eindeu- 
tigkeit und  Stetigkeit  der  Functionen  f,  F  nicht  nur  ein  Aus- 
nahmegebiet  @|,  sondern  beliebig  viele  Ausnahmegebiete  @(, 
@2>  @3f  •  •  •  vorhanden  sind,  vorausgesetzt,  dass  in  jedem  sol- 
chen Gebiet  die  Functionen  /*,  F  durch  zwei  andere  Functionen 
ersetzt  werden  können,  die  innerhalb  jenes  Gebietes  eindeutig 
und  stetig  sind.  Um  uns  in  Bezug  hierauf  mit  grösserer  Kürze 
ausdrücken  zu  können,  wird  es  zweckmässig  sein,  folgende  Be- 
zeichnung einzuführen: 

D  efinition.  Ein  Differential  Fdf  soll  auf  einer  gegebenen 
Fläche  überall  eindeutig  und  stetig  genannt  werden^  sobald 
die  darin  enthaltenen  Functionen  f^  F  entweder  an  und  für  sich 
auf  der  Fläche  überall  eindeutig  und  stetig  sind^  oder  sobald  sie 
wenigstens  in  Jedem  Gebiet  der  Fläche ,  wo  solches  nicht  der  Fall 
isty  durch  zwei  andere  Functionen  ersetzt  werden  können^  welche 
innerhalb  Jenes  Ausnahmegebietes  mit  den  genannten  beiden  Eigen- 
schaften behaftet  sind. 

Und  nunmehr  kann  das  allgemeine  Resultat,  zu  welchem  wir 
gelangt  sind,  gegenwärtig  so  ausgesprochen  werden: 

Versteht  man  unter  ©  irgend  welchen  Theil  einer  Riemann^- 
schen  Kugelfläche  ^  und  femer  unter  Fdf  ein  von  x  +  iy  ab- 
hängendes Differential^  welches  auf  ©  allenthalben  eindeutig  und 
stetig  ist,  so  wird  das  über  sämmtliche  Randcurven  von  ©  in  po- 
sitiver Richtung  hinerstreckte  Integral: 


I' 


Fdf 

^^ 
Jederzeit  gleich  Null  sein. 

Es  sei  wiederum  ©  irgend  ein  Theil  einer  Riemann'schen 
Rugelfläche,  und  Fdf  ein  gegebenes  von  x  +  iy  abhängendes  DifiFe- 
rential,  welches  auf  ©  allenthalben  eindeutig  und  stetig  ist.  Wir  wol- 
len uns  auf  ©  irgend  zwei  Puncte  a  +  ib=c  und  x  +  iy=z  denken, 
von  welchen  der  erstere  fest,  der  letztere  beweglich  sein  soll,  und 
das  längs  irgend  welcher  Curve  von  c  nach  z  hinerstreckte  Integral 


j 


Fdf 
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in  Betracht  ziehen.  Lassen  wir  den  beweglichen  Endpunct 
der  Integrationscurve  in  beliebiger  Richtung  um  eine  kleine 
Strecke  weiter  fortrücken,  so  wird  gleichzeitig  der  Werth  des 
Integrales  einen  gewissen  Zuwachs  erhalten.  Ist  2;  ...  2;'  das 
kleine  Linienelement,  auf  welchem  der  Punct  fortrückt,  so  wird 

dieser  Zuwachs  durch 

z 

fFdf, 


■ß 


nämlich  durch  ein  Integral  dargestellt  sein,   welches  über  jenes 
Linienelement  z  .  . .  z  sich  hinerstreckt. 

Unserer  Voraussetzung  zufolge  ist  das  Differential  Fdf  auf 
dem  gegebenen  Fläcbentheile  @  allenthalben  stetig.   Der  durch 


z 

ß 


Fdf 
z 

dargestellte  Zuwachs  wird  daher,  sobald  das  Linienelement  z  , . .  z 
unendlich  klein  ist,  ebenfalls  unendlich  klein  sein.  Somit 
seilen  wir,  dass  das  von  uns  betrachtete  Integral 


z 

ß 


Fdf 

"^^  einer  unendlich  kleinen  Verschiebung  von  z  eine  Aenderung 
^rteidet,  welche  ebenfalls  unendlich  klein  ist,  dass  also  dieses 
Integral  einen  Werth  besitzt,  welcher  beim  weiteren 
»^orrücken  des  Punctes  z  sich  Schritt  für  Schritt  auf 
wtige  Weise  ändert. 

Wir  gehen  in  der  Untersuchung  des  vorliegenden  Integrales 
^^iter  vorwärts;  fürs  Erste  wollen  wir  dabei  aber  annehmen,  der 
K^ebene  Flächentheil  ©  wäre  ein  einfach  zusammenhän- 
gender (vgl.  S.  294). 

Auf  dem  Flächentheil  @  mögen  zwei  Curven  a  und  </  ge- 
^^8^11  werden,  welche  von  dem  festen  Puncte  c  auf  verschiedenen 
^^gen    nach   irgend   welchem  andern  Puncte  z  hinlaufen;  das 

^^gs  a  von  c  nach  z  hinerstreckte  Integral   I  Fdf  mag  mit 
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und  das  längs  d  ebenfalls  von  c  nach  z  binerstreckte  Integral  mit 

(wdf 
V 

bezeicbnet  werden. 

Eine  einfacb  zusammenbängende  Fläcbe  zerfallt  durch  einen 
Ruckkehrschnitt  jederzeit  in  zwei   von  einander  völlig  getrennte 
Flächenstücke  (S.  295).     Demnach  wird  der  gegebene  Flächen- 
theil @  durch  einen  Schnitt,   der  von  c  (Fig.  82)  längs  <r  bis  z, 
und  von  z  längs  o'  bis  nach  c  zurückläuft,  ebenfalls 
^^'     '    in  zwei  von  einander  völlig  getrennte  Stücke  zerfaUen ; 
yf    und  zwar  in  ein  Stück   ©,,  welches  von   dem  einen 
/^   \\  Ufer  des  Rückkehrschnittes  <t  +  </  umrandet  ist,  und 
L — -;j7'^  in  ein  anderes  Stück  ©2,  dessen  Rand  tbeils  durch  das 
^  andere  Ufer  jenes  Rückkehrschnittes,  tbeils  durch  die 

ursprünglichen  Begrenzungslinien  des  Flächentbeiles  @  dargestellt 
vrird. 

Wir  betrachten  das  Flächenstück  @|.  Da  das  Differential 
Fdf  auf  ®,  mithin  auch  auf  @i  allenthalben  eindeutig  und  stetig 
ist,  so  muss  das  in  positiver  Richtung  um  @(  herumerstreckte 

integral    /  Fdf^   zufolge  des  vorhin  (S.  330)   gefundenen  Satzes 
gleich  Null  sein.     Somit  ergiebt  sich: 


d.  i. 


IFdf  —    \Fdf  =  0, 
ff  ff 

jFdf=jFdf. 


Denken    wir   uns   auf   dem  Flächentheile  ®  beliebig    viele 
Curveu  a,  a',  ff",  ff"',  .  .  .  gezogen,   welche  sämmtlicb  von   dem 


*)   Das   in   positiver   Richtung  um    (Bt   herumerstreckte   Integral 

I  Fdf  lässt   sich  nämlich  in  zwei  Theile  zerlegen,  von  welchen  der 

eine  längs  ff  von  c  nach  z,  der  andere  längs  a   von  z  nach  c  hiner- 
streckt ist.     Zufolge   unserer  Bezeichnung  ist  der  erstere  Theil 'gleich 

+    I  Fdf,  der  letztere  hingegen  gleich  —    1  Fdf 
ff  '  ff' 
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festen  Puncte  c  nach  irgend  welchem  andern  Puilcte  z  hinlaufen, 
so  wird  sich  in  gleicher  Weise  darthun  lassen,  dass  das  Integral 


z 


\Fdf 
c 

—  gleichgültig,  ob  es  längs  a,  längs  a\  längs  a"  oder  längs  irgend 
welcher  andern  Curve  von  c  nach  z  hinerslreckt  ist  —  immer 
ein  und  denselben  Werth  besitzt.  Vorausgesetzt  wird  dabei 
nur,  dass  jene  Curven  <?,  </,  ö",  a'",  .  .  .  ihrem  ganzen  Laufe  nach 
im  Innern  von  ©  bleiben,  dass  sie  also  den  Rand  von  @  nirgends 
überschreiten.*) 

Setzen  wir  also 


ß 


Fdf=  W{z), 


und  verstehen  wir  dabei  unter  c  ,  ,  ,  z  eine  Integrationscurve, 
welche  den  Rand  des  Flächeutheiles  @  niemals  überschreiten 
darf,  im  Innern  dieses  Flächentheiles  aber  eine  völlig  freie  Be- 
weglichkeit besitzt,  so  wird  W  {z)  eine  von  der  Lage  des  Punctes 
z  abhängende  Grösse  sein,  die  für  jeden  Punct  z  immer  nur 
einen  einzigen  Werth  besitzt. 

Nun  haben  wir  vorhin  (S.  331)  bereits  gefunden,  dass  der 
Werth  dieses  Integrales  beim  weiteren  Fortrücken  des  Punctes  z 
sich  Schritt  für  Schritt  auf  stetige  Weise  ändert. 

Demnach  sind  uns  in  Bezug  auf  die  Grösse  W  (z)  gegenwärtig 
zwei  Eigenschaften  bekannt.  Einmal  wissen  wir,  dass  sie  für 
jeden  zum  Flächentheil  ©  gehörigen  Punct  immer  nur  einen 
Werth  besitzt;  und  andererseits  wissen  wir,  dass  sie  beim  weite- 


♦)  Ob  die  Curven  <y,  a,  a\  0'",  .  . .  einander  durchkreuzen  oder 
nicht,  ist  völlig  gleichgültig.  Sind  z.  B.  a  und  a'  zwei  einander  in 
einem  oder  auch  in  mehreren  Puncten  durchschneidende  Curven ,  so 
wird  man  eine  dritte  Curve  q  zu  Hülfe  nehmen,  welche  ebenfalls  von 
c  nach  z  geht,  ebenfalls  ihrem  ganzen  Laufe  nach  innerhalb  (5  bleibt, 
und  welche  ausserdem  weder  mit  6  noch  auch  mit  a'  sich  irgendwo 
durchkreuzt.  Sodann  wird  sich  sofort  nachweisen  lassen ,  dass  das 
längs  Q  hinerstreckte  Integral  mit  dem  längs  a  hinerstreckten  gleich- 
werthig  ist,  und  dass  es  ebenso  auch  gleichwerthig  ist  mit  dem  über 
a  hin  ausgedehnten  Integrale.  Daraus  aber  folgt  sofort,  dass  die  auf 
c  und  a  hinlaufenden  Integrale  auch  unter  einander  gleichwerthig  sind. 
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ren  Fortrücken  des  Punctes  z  sich  Schritt  für  Schritt  auf  stetige 
Weise  ändert.  Somit  ergiebt  sich,  dass  W  (z)  eine  von  z 
abhängende  Function  ist,  die  auf  dem  Flächentheile 
<S>  allenthalben  eindeutig  und  stetig  bleibt. 

Es  seien  z^  und  z^  irgend  zwei  zum  Flächentheile  @  ge- 
hörige Puncte.  Von  dem  festen  Puncte  c  aus  ziehen  wir  eine 
Curve,  welche  auf  beliebigem  Wege  fortschreitet,  jedoch  bestan- 
dig im  Innern  von  @  bleibt;  wir  lassen  die  Curve  von  c  aus 
zuerst  nach  z^,  und  dann  von  z^  weiter  bis  nach  z^  hin  fortlau- 
fen. Das  längs  dieser  Curve  von  c  nach  z^  hinerstreckte  Integral 

\Fdf 
c 

wird  alsdann  denjenigen  Werth  repräsentiren,  welchen  die  ein- 
deutige Function  W  im  Puncte  z^  besitzt,  also  =  JV  [z^)  sein. 
Und  ebenso  wird  das  längs  jener  Curve  von  c  nach  z^  hiner- 
streckte Integral 

^Fdf 


ß 


ß 


fi 


.9, 

denjenigen  Werth  darstellen,  welchen  W  in  Zj  besitzt,  mithin 
=  W  («2)  sein.  Die  Differenz  dieser  beiden  Integrale  ist  nichts 
Anderes  als  das  auf  unserer  Curve  von  z^  nach  Zj  hinerstreckte 
Integral 

Fdf; 

und  dieses  letztere  wird  demnach  =  W{z2)  —  ^(«i)  sein.  Sind 
also,  können  wir  sagen,  z^  und  z^  irgend  zwei  zu  © 
gehörige  Puncte,  so  ist  das  auf  beliebigem. Wege,  je- 
doch im  Innern  des  Flächentheiies  iS  von  z^  nach  z, 
hinlaufende  Iniegral 

^Fdf 


ß 


jederzeit  =  W  (z^)  —  W  (z^). 

Wir  fassen  die  Resultate  unserer  Untersuchung  in  folgenden 
Satz  zusammen. 
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Ist  (S  ein  einfach  zusammenhängender  Theil  einer  Riemann^- 
schen  Kugeilfläche  ^  und  ist  Fdf  ein  von  z  abhängendes  Differen- 
ti€Ü,  welches  auf  ©  überall  eindeutig  und  stetig  bleibt  fvergl.  die 
Definition  S.  33Q>,  so  wird  das  von  einem  festen  Puncte  c  aus- 
gehende und  in  seiner  weiteren  Fortbewegung  auf  den  Flächen- 
theü  ©  beschränkte  Integral 


W 


[z)  =JFdf 


ß 


eine  von  z  abhängende  Function  sein j  die  auf  <S  allenthalben  ein- 
deutig und  stetig  bleibt. 

Zugleich  wird  das  im  Innern  von  @  auf  beliebigem  Wege  von 
irgend  einem  Puncte  z^  bis  zu .  irgend  einem  andern  Puncte  Zj  Äm- 
erstreckte  Integral 

\Fdf 

gleich  der  Differenz  der  beiden  Werthe  sein,  welche  die  eben  ge- 
nannte eindeutige  Function  W  in  den  Puncten  Zy  und  z^  besitzt, 
also  gleich 

W{z,)^  W{z,) 
sein. 

Siebenter  Abschnitt.  Fortsetznng.  Das  auf  einer  Eiemaim- 
töhen  Kngelfläche  von  einem  festen  Pnnet  a  +  ib  nach   einem 

beweglichen  Punct  x  +  iy  hinentreckte  Integral   /  Fdf  kann, 

£eQ18  Fdf  auf  jener  Flache  überall  eindentig  nnd   stetig  ist, 

dnreh  geeignete  Beschränkung  seiner  Bahn  in  eine 

Ton  X  '\-  iy  abhängende  Function  verwandelt  werden,  die  da^ 

selbst  ebenfalls  überall  eindeutig  und  stetig  ist. 

Es  sei  ^  eilne  beliebig  gegebene  Riemannsche  Kugelfläche; 
femer  sei  Fdf  ein  von  z  abhängendes  Differential,  welches  auf 
gt  überall  eindeutig  und  stetig  ist.  Das  auf  der  Fläche  91  von 
einem  festen  Punct  c  nach  irgend  einem  andern  Puncte  z  hin* 
laufende  Integral 


/ 


z 
Fdf 
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mag  je  nach  Umstanden  bald  mit  52  {z) ,  bald  mit  W  (z)  bezeich- 
net werden.  Sl  (z)  mag  nämlich  dasselbe  genannt  werden,  sobald 
seine  Integrationscurve  auf  der  Fläche  eine  völlig  freie  Be- 
weglichkeit besitzen  soll;  W  {z)  hingegen,  sobald  die  Beweglich- 
keit jener  Curve  auf  gewisse  Weise  beschränkt  sein  soll. 

Um  diese  Beschränkung  näher  angeben  zu  können,  denken 
wir  uns  die  Fläche  dt  durch  irgend  welche  Schnitte  oder  Ströme 
a,  6,  c,  . .  .  in  eine  Fläche  di'  verwandelt,  die  einfach  zusam- 
menhängend ist,  und  die  also  auch  nur  eine  einzige  Randcurve 
besitzt;  natürlich  wird  diese  Curve  eine  in  sich  zurücklaufende 
sein ;  sie  wird  zusammengesetzt  sein  aus  den  Uferlinien  der  Ströme 
a,  by  c^  .  .  .  Soll  nun  die  vorhin  genannte  Integrationscurve  die 
Ströme  a,  6,  (;,...  zu  überschreiten  verhindert,  mithin  im  In- 
nern der  Fläche  dV  zu  bleiben  gezwungen  sein,  so  mag  das  In- 
tegral mit  W  (z)  bezeichnet  werden.     Unter 

2 

Ä  (z)  =  JFdf 
c 

wird  also  ein  völlig  frei  bewegliches,  unter 

z 


W  [z)  =ß 

C 


hingegen  ein  in  seiner  Bewegung  auf  die  Fläche  W 
beschränktes  Integral  zu  verstehen  sein. 

Auf  das  letztere  Integral  kann,  weil  ^'  eine  einfach  zu- 
sammenhängende Fläche  ist,  und  weil  Pdf  ein  Differential  vor- 
stellt, welches  auf  9%,  mithin  auch  auf  W!  allenthalben  eindeutig 
und  stetig  bleibt^  unmittelbar  der  vorhergehende  Satz  in  Anwen- 
dung gebracht  werden.     Diesem  zufolge  muss 


W 


[z)  ^JFdf 


eine  Function  sein,  welche  auf  9i'  allenthalben  eindeutig 
und  stetig  ist. 

Wir  untersuchen  diejenigen  Werthe,  welche  ^(2;)  am  Rande 
von  9t',  d.  i.  in  den  Uferlinien  des  Stromnetzes  a,  &,  c,  .  .  .  be- 
sitzt.    Wir  können   uns  jenes  Netz  aus  lauter  unverzweigten 
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Stromsirecken  zusammengesetzt  denken.  Jede  von  diesen  Strom- 
slrecken  wird  dann  von  einem  Knotenpunct  des  Netzes  zu  einem 
andern  Knotenpuncte  desselben  hinlaufen,  dazwischen  aber  von 
Knotenpuncten  völlig  frei  sein.  Das  Netz  mag  im  Ganzen  aus  v 
solchen  unverzweigten  Stromstrecken  bestehen;  dieselben  mögen 
bezeichnet  werden  mit  A^,  A^)  *  •  •  ^y* 

Es  sei  h  irgend  eine  unter  diesen  Stromstrecken,  ferner 
seien  (Fig.  83)  II'  und  qq'  irgend  zwei  einander  gegenüberlie- 
gende Theile  des  linken  und  rechten  Ufers  von  h. 
Da  das  Differential  Fdf  nicht  nur  auf  ffi',  squ- 
dem  auch  auf  der  noch  unversehrten  Fläche  dt 
überall  eindeutig  ist,  so  werden  die  Werthe  der 
Functionen  F,  f  in  je  zwei  auf  dem  linken  und 
rechten  Ufer  von  h  einander  gegenüberliegenden 
Pnnctcn  identisch  dieselben  sein.  Demnach  wird 
das  längs  des  linken  Ufers  hinlaufende  Integrdl 

r 


/ 


^Fdf 
x 

gieichwerthig  sein  mit  dem  längs  des  rochton  Ufers  hinlaufenden 
Integral 


/ 


Fdf. 
Q 
Das   erste  Integral  ist  zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  gleich 
der  Differenz  derjenigen  beiden  Werthe,  welche  die  eindeutige  Func- 
tion W{z)  in  den  Pumlcn  A'  und  X  besitzt,  also  =  W(k')—  }F{X); 
und  ebenso  das  zweite  =  W {q)  —  JF {q).     Somit  ergiebt  sich : 

WiX-)-   WiX)=    W[q')-W[Q), 
oder,  was  dasselbe  ist: 

W{V)-W{q')=  W{X)  -  W{q). 
Nun  waren  A,  q  irgend  zwei  zu  beiden  Ufern  von  h  einan- 
der   gegenüberliegende    Puncto,   und  X\  q    irgend    zwei   andere 
solche  Puncto.   Stellt  daher  A",  p"  ein  drittes  Paar  solcher  Puncto 
vor,  so  wird  sich  in  gleicher  Weise  dartbun  lassen,  dass  auch 

W{X")-  W{q")  =   W[X)-^  W[q) 
ist.     Die  eindeutige  Function    W  [z]   besitzt  domnach  in  je  zwei 

Neamann,  Abd'sche  Integpralc.  22 
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zu  beiden  Ufern  der  Stromstrecke  h  einander  gegenüberliegen- 
den Puneten  Werthe,  deren  Differenz  längs  der  Stromstrecke  hin 
fiberall  ein  und  dieselbe  ist.  Es  mag  diese  Differenz  mit  // 
bezeichnet  werden,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  ^  angiebt,  um 
wie  viel  der  auf  dem  linken  Ufer  vorhandene  Werth  grösser 
ist  als  der  auf  dem  rechten  Ufer  befindliche;  so  dass  also 
W  (A)  ^   W{q)  =  H, 

W[X")—   W{q')=^  H 
ist,   u.  s.  w.     In    solcher  Weise    mögen    die    den  Stromstrccken 
Äi,  7^2,  .  .  .  Äy  zugehörigen  constanten  Werthdifferenzen  der  Reihe 
nach  mit  H^^  iTj,  ...  Hv  bezeichnet  werden. 

Zwischen  •  diesen  Differenzen  finden  im  Allgemeinen  gewisse 
Relationen  statt,  die  sich  sofort  ergeben,  wenn  man  dieKnoten- 
puncte  des  Stromnetzes  näher  betrachtet. 

Der  Einfachheit  willen  beschäftigen  wir  uns  mit  einem  Kno- 
tenpnnct,  in  welchem  nur  drei  Stromstrecken  zusammenstossen. 
Diese  drei  mögen  (Fig.  84)  mit  ä,  h\  h"  bezeichnet  werden ;  und 

zwar  mag  angenommen  werden,  dass  /< 
^^^^____      ^^^^^  jenem  Puncte  hinfliesst,  dass  liin- 

Rl^HH      gegen  h'  und  h"  von  demselben   fort- 
^  ^^^^^H      Hiessen.   Sind  A,  q  zwei  zu  beiden  Ufern 
^H|^^9      von     h     einander      gegenüberliegende 
^^^^^^^    Puncte,  und  ist  H  die  längs  h  vorhan- 
^^■^^■1      dene  constante  Werthdifferenz,  so  wird 
^^H^^^^H      sein.   Ebenso  wie  k  und  q,  ebenso  kann 
'b  man  aber  auch  a  und   y  als  zwei  zu 

beiden    Ufern    von   h    einander    gegenüberliegende    Puncte   an- 
sehen.*)    Somit  ergiebt  sich: 

H  =  W[})  -  W{q)  c==   W{a)  -  W{y). 
Und  in   ähnlicher   Weise   ergeben  sich   für   die  längs  ä'  und  h" 
vorhandenen    constanten   Werthdiiferenzen    H'  und   H"  folgende 
Gleichungen: 


Fig.  84. 


*)  Es  ist  nämlich  zu  beachten,  dass  die  Ströme  unendlich  schmal 
zu  (lenken  sind,  dass  mithin  die  Puncte  Oy  ß,  y  einander  nnendlich 
nahe  liegen. 
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H'  =   W[X')—  W{q)  =   W{cc)—  W(ß), 
H''  =   W(X")  -  W{q')  =   Wiß)  —  W  (y). 
Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt  nun  sofort: 
B  =  H'  +  ^". 

Die  Differenz  der  nach  dem  Knotenpuncte  hin  fliessenden 
Stromstrecke  h  ist  also  ebenso  gross,  wie  die  Differenzen  der  von 
jenem  Punct  fort  fliessenden  Stromstrecken  /i  und  Ä"  zusammen- 
genommen betragen.  Zu  einem  ganz  analogen  Resultat  wird  man, 
wie  nun  leicht  zu  übersehen  ist,  auch  dann  gelangen,  wenn  in 
dem  betrachteten  Knotenpunct  nicht  drei,  sondern  beliebig 
viele  Stromstrecken  zusammenstossen,  und  zwar  beliebig  viele 
einfliessende,  und  auch  beliebig  viele  wegfliessende. 

Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Versteht  man  unter  di  irgend  eine  Riemann'sche  Kugelfläche^ 
auf  welcher  das  von  z  abhängende  Differential  Fdf  überall  ein- 
deutig und  stetig  bleibt  (vergl.  die  Definition  S.  330> ,  und  versieht 
man  ferner  unter  SR'  diejenige  einfach  zusammenhängende  Fläche, 
in  welche  sich  9t  durch  Ausführung  irgetid  eines  Stromnetzes  ver- 
wandelt: so  wird  das  von  einem  festen  Puncte  c  ausgehende  und 
in  seiner  Bewegung  auf  die  Fläche  dV  beschränkte  Integral 


(Z)    --r^  jFdf 


W  [  , 

c 

eine  von  z  abhängende  Function  sein,  die  innerhalb  ?li'  allenthalben 
eindeutig  und  stetig,  und  im  Puncte  c  gleich.  Null  ist. 

Sind  Ä|,   ^2?  •  •  •  ^y   ^'^   unverzweigten    Stromstrecken,    aus 
welchen  das  in  Anwendung  gebrachte  Stromnetz  besteht,  und  sind 
femer   W  {k)  und  W  {q)  die   Werthe,    welche  die  eindeutige  Func 
tion   W[z)'in  zwei  auf  dem  linken   und  rechten  Ufer  von  h^  ein- 
ander gegenüberliegenden  Puncten  k  und  q  besitzt,  so  wird 

eine  Differenz  sein,  die  längs  hx  constant  ist. 

Diese  constanten  Differenzen  H^,  H^^  ...  H^  sind  mit  einan- 
der verbunden  durch  gewisse  Relationen.  Betrachtet  man  nämlich 
die  in  irgend  einem  Knotenpunct  des  Netzes  zusammenstossenden 
Stromstrecken,  und  unterscheidet  man  einerseits  die  daselbst  ein- 
fliessenden,  und  andererseits  die  von  dem  Punct  weg  fliessenden 
Stromstrecken,  so  wird  die  Summe  der  in  den  ersteren  vorhandenen 

22* 
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Differenzen  jederzeit  ebenso  gross  sein  als  die  Summe  der  in  den 
letzteren  vorhandenen. 
Das  Integral 


Sl(z)  =  I  Pdf 
c 
geht  ebenfalls  von  c  aus,  ist  aber  vom  Integrale  W[z)  dadurch 
unterschieden,  dass  es  in  seiner  Bewegung  keinerlei  Beschrän- 
kungen unterworfen  ist.  Während  nämlich  das  Integral  W  [z)  über 
die  Ströme  Aj,  ^2)  •  •  *  ^^  niemals  hinüberlaufen  darf,  ist  es  dem 
Integrale  ß  [z)  gestattet,  jeden  dieser  Ströme  an  beliebiger  Stelle 
und  beliebig  oft  zu  überschreiten.  So  lange  eine  solche  Ueber- 
schreitung  noch  nicht  erfolgt  ist,  kann  zwischen  beiden  Integralen 
keinerlei  Unterschied  stattfinden.  In  dem  Augenblicke  aber,  wo 
eine  solche  Ueberschreitung  vor  sich  geht,  wird  auch  zwischen 
deii  Werthen  der  beiden  Integrale  eine  wesentliche  Verschieden- 
heit eintreten;  wie  wir  sogleich  sehen  werden. 

Wir  betrachten  das  Integral  Sl[z)  in  einem  Augenblick,  wo 
seine  von  c  ausgehende  Bahn  bereits  zwei  von  den  Strömen 
Äj,  Äj,  ...  hy  überschritten  hat.  Der  eine  von  diesen  Strömen 
sei  Ä,  der  andere  h',  und  jeder  von  ihnen  sei,  wie  wir  der  Ein- 
fachheit willen  annehmen  wollen,  vom  linkenzum  rechten 
Ufer  hin  überschritten  worden.  Sind  A,  9  die  beiden  Puncte,  in 
welchen  die  Bahn  über  das  linke  und  rechte  Ufer  des  Stromes 
Ä,  ferner  X\  q  diejenigen ,  in  welchen  sie  über  die  beiden  Ufer 
des  Stromes  h*  hinweggeht,  und  ist  endlich  z  derjenige  Punct  der 
Fläche,  bis  zu  welchem  die  Bahn  des  Integrales  in  dem  betrach- 
teten Augenblick  vorgedrungen  ist,  so  wird  die  Bahn  in  diesem 
Augenblick  aus  drei  Theilen  bestehen ,  von  welchen  der  erste  von 
c  bis  X,  der  zweite  von  q  bis  X',  der  dritte  von  q  bis  z  gebt. 
Das  längs  dieser  Bahn  hinerstreckte  Integral 

z 
(1)  Sl{z)=fFdf 

c 

kann  demnach  ebenfalls  in  drei  Theile  zerlegt  werden: 

X  X|  2 

(2)  si  {z)  =  Jrdf  +  jpdf  +  Jfdf. 

C  Q  'q         - 
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Vernachlässigt  sind  dabei  die  den  kleinen  Linienelemenlen  Xq  und 
X'q'  Zügehörigen  Integrale 


^'  / 


Fdf. 


Diese  aber  sind,  weil  das  Dlfl*erential  Fdf  auf  der  Fläche  dt 
allenthalben  eindeutig  und  stetig  ist,  und  weil  jene  Linieneleniente 
unendlich  klein  sind,  ebenfalls  unendlich  klein,  also  mit  Fug  und 
Recht  zu  vernachlässigen. 

Von  den  drei  Stücken  cX,  qX',  qz,  aus  welchen  die  betrach- 
tete Bahn  besteht,  stellt  jedes,  für  sich  allein  betrachtet,  eine 
Linie  tot,  welche  die  Ströme  A^,  Aj»  •  •  *  ^  nirgends  überschrei- 
tet» also  eine  Linie,  die  ihrem  ganzen  Laufe  nach  innerhalb 
dt  bleibt.  Das  im  Innern  der  Fläche  dt'  auf  beliebigem  Wege 
von  irgend  einem  Puncte  z^  nach  irgend  einem  andern  Punct  Zj 
hinerstreckte  Integral 

^Fdf 
ist  aber  (?ergl.  S.  335)  gleich: 

Somit  ergeben  sich  für  die  zuvor  genannten  drei  Linien  et,  qi, 
qz  der  Reihe  nach  folgende  drei  Gleichungen: 

X 


P 


ß 


Fdf=   W(l)  -  W(c), 


jFdf==  W(V)-   W{q), 

9 

jFdf=W(z)-W{Q'); 

9 

folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  (2)  substituirt: 
(3)    Sl{z)  =  W{z)  -  W{c)+  fV(l)  -  W(q)  +  W[X')  -  W{q\ 
Nach  dem  vorhergehenden   Satze  ist  der  Werth  der  eindeutigen 
Function  W[z)  im  Puncte  c  gleich  Null,  ferner 
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wo   //,   //'  diejeuij»cii  WerthdilTercnzeu  vorstellen,   mil  welchen 
die  eindeutige  Function   W  {z)  in  den  Sti'ömeo  Ä,  h'  behaftet  ist. 
Somit  verwandelt  sich  die  letztgefundene  Gleichung  (3)  in: 
(4)  Ä  W  =   W  [z]  +  11  +  H\ 

Das  also  ist  der  Werth,  mit  welchem  das  Integral  Sl  in  irgend 
einem  Puncte  z  eintrifit,  sobald  dasselbe,  um  nach  jenem  Puucte 
hinzugelangen,  zwei  Ströme  ä,  h\  und  zwar  beide  vom  linken 
zum  rechten  Ufer  überschritten  hat. 

Zu  einem  ganz  ähnlichen  Resultat  würden  wir  gelangt  sein, 
wenn  wir  dem  Integrale  Sl  eine  Bahn  zuertheilt  hätten,  die  eben- 
falls nur  die  Ströme  A,  h\  aber  nicht  vom  linken  zum  rechten, 
sondern  umgekehrt  vom  rechten  zum  linken  Ufer  überschreitet. 
Anstelle  desWerthes  (4)  wurden  wir  in  diesem  Falle,  wie  leicht 
zu  übersehen  ist,  folgenden  Werth  gefunden  haben: 
Sl  [z)  =   W[z)  ^  H  -  H\ 

Denken  wir  uns  ferner  als  Bahn  des  Integrales  Sl  eine  Curve, 
welche  wiederum  von  sämmtlichen  Strömen  Äj,  Äj,  ...  K  nur 
die  beiden  Ströme  h  und  h\  jeden  derselben  aber  mehrmals, 
den  erstem  /  Male  vom  linken  zum  rechten  Ufer  und  r  Male  in 
entgegengesetzter  Richtung,  den  letztem  /'Maie  vom  linken  zum 
rechten  Ufer,  und  r'  Male  in  entgegengesetzter  Richtung  über- 
schreitet, so  wird  der  Werth,  mit  welchem  das  Integral  im  End- 
punkte dieser  Bahn  —  er  mag  z  heissen  —  eintrifft,  folgender 
sein: 

ß(r)=  Wiz)  +  {l  —  r)H  +  {r--/)H\ 

Solches  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  die  durchlaufene  Bahn, 
ähnlich  wie  vorhin,  wiederum  in  einzelne  Stücke  zerlegt,  von 
welchen  jedes,  für  sich  allein  betrachtet,  keinen  der  Ströme 
überschreitet.  Im  Allgemeinen  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 
Haben  Pdf,  W[z),  Ä,,  Ä.^,  .  .  .  Ä,,  H^,  H,^,  .  ,  .  H^  und  c 
dieselben  Bedeutungen,  wie  in  dem  vorhergehenden  Satz,  und  ver- 
steht man  unter 

!>l{z)  =  JFdf 

C 

ein  von  dem  festen  Puncto  c  ausgehendes,  und  auf  völlig  mllkür- 
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licher  Bahn  fortlaufendes  Integral^  so  wird  der  Werth,  mit  wel- 
chem dieses  Integral  in  irgend  einem  Puncte  z  eintrifft^  von  dem- 
jenigen y  welchen  die  eindeutige  Function  W  [z]  daselbst  besitzt^  immer 
nur  durch  irgend  welche  Vielfache  der  Constanten  H^,  H^^  .  . .  Hy 
verschieden  sein. 

Läuft  das  Integral  Sl  von  dem  festen  Puncte  c  auf  irgend 
welcher  Bahn  bis  zu  einem  beliebigen  andern  Puncte  z  fori^  und 
sind  /j,  /2?  . . .  /y  diejenigen  Zahlen,  welche  angeben ,  wie  oft  diese 
Bahn  die  Ströme  h^,  Äj,  .  .  .  hy  vom  linken  zum  rechten  Ufer 
überschritten  hat,  ferner  r^y  Tj,  ...  r^  diejenigen  Zahleti,  welche 
angeben,  wie  oft  die  Bahn  über  jene  Ströme  vom  rechten  zum 
linken  Ufer  hinweggelaufen  ist,  so  wird  der  Werth,  mit  welchem 
das  Integral  im  Endpuncte  dieser  Bahn,  d,  i.  im  Puncte  z  eintriff'l, 
folgender  sein: 
Sl{z)=W{z)  +  {l,  —  r,)H,  +{l^-r^)H^  +  ...+  {l,-r,)JI,. 

Denkt  man  sich  also  das  Integral  in  einer  unaufhörlich  fort- 
schreitenden, bald  hierhin  bald  dorthin  gehenden  Bewegung  begrif- 
fen, so  wird  der  demselben  in  jedem  Augenblick  zufallende  Werth 
Sl  (z)  durch 

Ä  {z)  =  W{z)  +  m^H^  +  m^H^  +  •  •  •  +  m„Hr, 
dargestellt  sein:  unter  m^,  mj,  ...  m„  sifid  hier  ganze  Zahlen  zu 
verstehen,  die  während  jener  Bewegung  im  Allgemeinen  constanl 
bleiben,  ab  und  zu  aber,  nämlich  jedesmal,  wenn  das  Integral 
einen  der  Ströme  h^,  Äj,  ...  K  überschreitet,  eine  sprungweise 
Veränderung  wm   +  1  erfahren. 


Neunte  Vorlesung. 

Die  Umkehrung  des  elliptischen  Integrales. 


Erster  Abschnitt.  Angabe  des  Froblemes,  nm  welches  es  sich 
bei  der  TJmkehmng  eines  elliptischen  Integrales  handelt.  Um 
für  den  Angriff  des  Problemes  eine  feste  Basis  zu  gewinnen, 
werden  gewisse  Fnndamentalconstanten,  und  ein  damit  zusam- 
menhängendes fiuidamentales  Flachengebiet  eingeführt 

Es  seien  p,  q  beliebig  gegebene,  reelle  oder  imaginäre  Con- 
stanten, ferner  sei  R  oder  R  (z)  folgende  von  der  Variablen  z 
abhängende  Grösse: 

R  =  R(z)  =  l-   .  /(?7I7)-(?Zr^. 

Diese  Grösse  besitzt  im  Allgemeinen  für  jedes  z  zwei  einander 
entgegengesetzte  Wcrtbe,  so  z.  ß.  füi-  z  =  0  die  beiden  Werlbe 
+  1  und  -  1. 

Es  mag   nun  ferner  unter  Sl  oder  Sl  {z)  der  Werth  eines 

Integrales 

z 

verstanden  werden ,  welches  über  eine  stetig  zusammenhängende 
reelle  oder  imaginäre  Wertbreihe  von  2,  und  ebenso  auch  über 
eine  stetig  zusammenhängende  Wertbreihe  von  R  hinerstreckt 
ist;  ebenso  wie  die  erstere  Reihe  von  dem  Werthe  0  ausgebt, 
ebenso  soll  auch  die  letztere  beständig  von  einem  eindeutig 
festgesetzten  Werthe,  nämlich  vom  Werthe  +  1  ausgehen;  die 
erstere  wird  also  durch 


UmkcliruDg  des  elliptischen  Iiilegrales.  345 

die  lelzlere  durch 

1,  R\  R",  ,..  B 
darstellbar  sein. 

Sobald  die  Werthreibe  von  z  durch  eine  der  constanlen 
Grössen  +Pi+q  hindurchgeht,  wij*d  gleichzeitig  die  Werthreibe 
von  R  durch  den  WerthJ)  hindurchgehen;  und  es  werden  sich 
daher  in  einem  solchen  Augenblick  jedesmals  zwei  Grössen  dar- 
bieten^ die  beide  unendlich  wenig  von  0  verschieden,  unter  ein- 
ander aber  entgegengesetzt  sind,  von  welchen  die  letztge- 
nannte Werthreibe,  bei  ihrem  weiteren  Fortgange,  ganz  nach 
Laune  die  eine  oder  auch  die  andere  in  sich  aufnehmen  kann. 

Während  also- die  Reibe 

O^f     ff 

weiter  und  weiter  fortschreitet,  sich  bald  hierhin  bald  dorthin 
wendet,  wird  in  der  Schritt  für  Schritt  nachfolgenden  Wertlireihe 

1,  R\  R'\  .  .  .  Ä 

jedesmal,  so  oft  die  erstere  durch  eine  der  vier  Grössen  +  p,  +q 
bindurc^eht,  ein  Zweifel  über  das  Vorzeichen  eintreten.  Wir 
oiachen  keinerlei  Beschränkung,  um  diesen  Zweifel  und  die  da- 
mit verbundene  Willkühr  zu  beseitigen.  Die  Bildungsweisc  oder 
Babn  des  Integrales 


a(z) 


viird  demnach  im  Allgemeinen  durch  Angabe  der  Grössen 

Of     ff 
,  z,  z  ,  .  .  ,  z 

noch  keineswegs   eindeutig  festgestellt   sein,    sondern   erst  dann 
völlig  bestimmt  sein,  wenn  die  Grössen  paare 

(0,  1),  {z\  R'),  [z'\  ä"),  ...  [z,  R) 

angegeben  sind,  über  welche  das  bitegral  hinerstreckt  ist. 

Wir  werden  uns  hier  mit  der  Umkehrung  jenes  Integrales 
beschäftigen,  d.  h.  mit  folgendem 

Problem,  Das  Integral  il  läufig  von  der  Grösse  0  aiis^  auf 
einer  unbekannten  und  völlig  tvülkührlichen  Bahn  vorwärts^  und 
dringt  schliesslich  bis  zu  einer  ebenfalls  völlig  unbekannten  Grosse 
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z  vor.     Gegeben  ist  der   Werth  «^  (2),  mit  welchem  es  in  z  ein- 
trifft; es  soll  die  Grösse  z  ermittelt  werden. 

Bevor  wir  weiter  gelien,  muss  zuerst  auf  gewisse,  mit  dem 
Problem  in  Verbindung  stehende  Constanten  aufmerksam  ge- 
macht werden.  Um  von  vorneherein  diese  Constanten  zu  characte- 
risiren ,  erinnern  wir  an  eine  bekannte  Gattung  von  Aufgaben  aus 
der  analytischen  Geometrie. 

Ist  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den 
drei  rechtwinkligen  Coordinaten  gegeben,  und  handelt  es  sich  um 
irgend  eine  mit  dieser  Gleichung  in  Zusammenhang  stehende  Un- 
tersuchung, so  wird  man  —  wenigstens  in  vielen  Fällen  —  gut 
thun,  zuerst  drei  dieser  Gleichung  eigenthümliche  Con- 
stanten zu  berechnen;  es  sind  dies,  falls  durch  jene  Gleichung 
ein  Ellipsoid  dargestellt  wird,  die  drei  Hauptachsen  des  Ellipsoides. 
Diese  Constanten  werden —  und  zwar  gleichgültig,  ob  man 
sie  wirklich  ausrechnet,  oder  man  sich  dieselben  nur 
berechnet  denkt  —  im  Allgemeinen  von  grossem  Vortheil  sein; 
sie  werden  in  vielen  Fällen  für  das  ganze  Gebäude  der  anzustel- 
lenden Untersuchung  ein  willkommenes  Fundament  bilden. 

In  ähnlicher  Weise  machen  sich  nun  auch  bei  dem  hier  vor- 
liegenden Problem  gewisse  Fundamental-Constanten  geltend, 
die  wir,  um  für  unsere  Operationen  eine  feste  Basis  zu  gewin- 
nen, gleich  hier  zu  Anfang  angeben  wollen. 

Wir  denken  uns  die  gegebenen  Constanten  p,  — p,  ^,  — q 
nach  der  Gauss'schen  Methode  durch  Puncte  auf  der  Horizon- 
tal ebene  dargestellt;  die  Puncte  p,  —  p  werden  in  Bezug  auf 
den  Anfangspunct  2  =  0  einander  diametral  gegenüber  liegen, 
ebenso  die  Puncte  q,  —  q.  Sodann  ziehen  wir  in  dieser  Ebene 
eine  um  den  Punct  z  =  0  herumlaufende  Curve,  welche  von  —  q 
Fig.  85.  nach  — p,  dann  nach  p,  und  nach  q  geht,  und 
schliesslich  wieder  nach  —  q  zurückkehrt  (Fig.  85). 
Das  von  dieser  Curve  umschlossene  Gebiet  der 
Horizontalebene  mag  das  fundamentale  Flä- 
chengebiet genannt,  und  mit  %  bezeichnet 
werden ;  es  wird  dasselbe  nur  eine  einzige  Rand- 
curve  besitzen,  und  mit  all  seinen  Puncten  in 
der  Endlichkeit  liegen,  folglich  eine  Elemen- 
tarfläche sein. 
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Die  Bahn  unseres  Integrales 


-/t 


uiumit  ihren  Anfang  iui  Puncte  0,  also  in  einem  Puucle,  der 
innerhalb  des  fundamentalen  Fiäcbengebietes  liegt.  Offenbar 
wird  die  unter  dem  Integrale  vorhandene  Grösse 

n 
eindeutig  und  stetig  sein,  so  lange  die  Grenze  des  fundamen- 
talen Gebietes  von  jener  Bahn  nicht  überschritten  wird;  es  wird 
ilemnach  -^  eine  von  z  abhängende  Function  sein,  die 
innerhalb  der  Fläche  91  allenthalben  eindeutig  und 
stetig  bleibt. 

Es  seien  nun  a  und  a'  zwei  Curven,  welche  vom  Puncte  0 
ausgehen,  in  irgend  einem  andern  Puncto  der  Fläche  %  wieder 
zusammentreffen,  und  ihrem  ganzen  Laufe  nach  innerhalb  91 
bleiben  (Fig.  85);  ferner  sei  a  der  von  diesen  beiden  Curven 
eingeschlossene  Theil  von  21.  P^ach  bekannteöi  Satze  (S.  92) 
wird  das  in  positiver  Richtung  um  den  Rand  von  a  herumer- 
streckte Integral 

alsdann  gleich  Null  sein.  Dieses  Rand-Integral  lässt  sich  in  zwei 
Theile  zerlegen,  von  welchen  der  eine  längs  a  von  0  nach  z,  der 
andere  längs  a'  von  z  nach  0  zurück  geht;  und  wird  daher,  wenn 
man  die  über  die  Curven  (f  und  o'vonOnachz  hinerstrecklcn 
Integrale  mit 

f'n     ""''   i  5 

O  0 

bezeichnet,  gleich  der  Differenz 

J  li     J,  'i 

a  a 

sein-    Somit  ergiebt  sich,  dass  diese  Dillereiiz  <^lckh  Null  ist;  also: 

/'dz    _      Cdz^ 
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Das  von  0  nach  z  hinlaufende  Integral  wird  demnach  bei  seinem 
Eintreffen  in  z  einen  Werth  besitzen,  der  von  der  durchschrille- 
nen  Bahn  völlig  unabhängig  ist;  vorausgesetzt,  dass  man  nur 
solche  ßahnen  in  Betracht  zieht,  die  ihrem  ganzen  Laufe  nach 
innerhalb  $[  bleiben.  Oder  mit  andern  Worten: 
Das  zur  Untersuchung  vorgelegte  Integral: 


Sl{z] 


z 
/'rfz 


wirdy  sobald  man  seine  Bewegung  auf  das  fundamentale  Flächen- 
gebiet  21  beschränkt y  innerhalb  2(  dllenthätben  eindeutig  sem. 
Diejenigen  Werthe,  welche  das  Integral  bei  solcher  Beschränkung 
in  den  Puncten  p^  --  p,  q^  — q  annimmt  ^  mögen  mit 

Ä(p),    Si(-p),    Ji{q),    Ä(-^) 

bezeichnet y  und  die  diesen  Puncten  zugehörigen  Fundamental' 
fverthe  genannt  werden. 

Diese  Fundamentalwerthe  sind  durch  das  gegebene  Problem 
bereits  vollständig  bestimmt,  werden  nämlich,  sobald  die  in  jenem  ; 
Probleme  von  Hause  aus  enthaltenen  Constanten  p^  q  numerisch 
gegeben  sind,  ebenfalls  numerisch  berechnet  werden  können. 
Wir  denken  uns  diese  Rechnung  ein  für  allemal  ausgeführt,  und 
betrachten  demgemäss  jene  vier  Fundamentalwerthe  als  gewisse 
dem  Probleme  eigenthümliche  Constanten.  Diese  Constan- 
ten sind  es,  welche  in  Verbindung  mit  dem  Flächengebiet  %  das 
Fundament  bilden,  von  welchem  unsere  zur  Lösung  des  Probie- 
mes  erforderlichen  Operationen  getragen  werden. 

Uebrigens   wird   sich  herausstellen,    dass   diese   vier   Con- 
stanten  ^  ___  __         _ 

Ä(p),  Ä(-i?),  Si[q),  Si[—q) 
nicht  von  einander  unabhängig,  sondern  durch  gewisse  Relationen 
mit  einander  verbunden  sind.  Hierdurch  wird  die  Anzahl  der- 
jenigen Constanten,  deren  Berechnung  jedesmal  erforderlich  ist» 
auf  zwei  reducirt. 


Umkehrung  eines  elliptischen  Integrales.  349 

Zweiter  Absehnitt  Der  Betraehtang  des  elliptischen  Integrales 
Sl  (z)  wird  eine  gewisse  zweiblattrige  Eiemann'sche  Kngelfläche 
9t  m  Omnde  gelegt  Vachdem  diese  Fläche  durch  geeignete 
Schnitte  oder  Strome  a,  6  in  eine  ein£Eudi  zusammenhängende 
Fliehe  9t'  verwandelt  ist,  wird  eine  dem  Integral  Sl  (z)  conju- 
girte  Fnnetion  W{z)  eingeführt,  welche  innerhalb  91'  überall 
eindeutig  und  stetig  ist 

Die  ßahn  des  Integrales 

z 
dt 


Sl 


w  =if 


Ist  eine* ganz  wiilkührliche,  sie  erstreckt  sich  über  irgend  wclclie 
stetig  zusammenhängende  Grössenreibe 

,  z,  z  ,  .  .  ,  z. 
Um   aber  die  Bahn  in  jedem  gegebenen  Falle  vollständig  zu 
bestimmen,  ist  im  Allgemeinen  erfordcrlicli ,  dass  ausser  dieser 
Grdssenreihe  gleichzeitig  auch  noch  diejenigen  Werthc 

1 ,  xT ,  Jti  ,  ,  ,  •  R 
Migegeben  werden,  welche  die  Function  R  längs  der  Bahn  hin 

I  be^tzt 

I  Wir  werden  daher,  wenn  wir  die  ßahn  des  Integrales  in 

blldlicfaer  Weise,  und  zugleich  mit  vollständiger  Bestimmtheit 
darstellen  wollen,  nicht  die  einblättrige  Horizontalebone,  sondern 
eine  gewisse  zweiblättrige  Riemann'schc  Fläche,  nämlich 
diejenige  in  Anwendung  bringen  müssen,  auf  welcher  der 
ganze  Werthvorrath  der  Function  R  in  eindeutiger  Weise  ausge- 
breitet werden  kann.  Durch  eine  Curve  auf  der  Ilorizontalebene 
würde  nämlich  nur  die  Grössenreibe 

0,  z\  z\  ...  2 
dargestellt  werden ;  durch  eine  Curve  hingegen,  die  auf  der  letzt- 
genannten Fläche  gezogen  ist,  wird  gleichzeitig  diese  und  auch 
die  Grössenreibe 

1,  R\  K\  ..  ,  Ä 
bestimmt  sein. 

Die  Riemann*sche  zweiblättrige  Fläche,   welche  erforderlich 
Ist,  um  sämmtlichc  Werthe  der  Function 
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auf  eindeutige  Weise  ausbreiten  zu  können,  mag  fft  heissen;  sie 
besitzt  bekanntlicb  vier  Windungspuncte  p,  —  p,  ^,  — ^,  uöd 
daneben  zwei  Ucbergangslinien,  durch  welche  diese  Puncte  paar- 
weise mit  einander  verbunden  sind.  Diese  beiden  Linien  können 
auf  mannigfaltige  Weise  angenommen  werden  (Vgl.  S.  190  u.  193). 
Bei  der  Construction  der  Riemann  sehen  Fläche  SR  verfahren 
wir  in  folgender  Weise.  Wir  nehmen  zwei  Horizontaiebenen, 
welche  nur  durch  einen  unendlich  kleinen  Zwischenraum  von  ein- 
ander getrennt  sind;  die  untere  der  beiden  Ebenen  mag  dieje- 
nige sein ,  in  welcher  wir  vorhin  das  fundamentale  Gebiet  ^  fest- 
gesetzt haben.  Jenes  Gebiet  kann  als  ein  Viereck  angesehen  wer- 
den, in  welchem  zwei  einander  gegenüberliegende  Seiten  durch 
die  Linien  —pp  und  —  q  q  dargestellt  sind.  Längs  dieser  beiden 
Linien  fuhren  wir  nun  zwei  Schnitte  aus,  von  welchen  jeder  nicht 
nur  die  untere,  sondern  gleichzeitig  auch  die  obere  Horizontal- 
ebene durchdringt.  Die  vier  Ufer  des  Schnittes  — pp  heften  wir 
kreuzweise  mit  einander  zusammen,  ebenso  die  vier  Ufer  des 
Schnittes  —  qq.  Endlich  verwandeln  wir  die  durch  diese  Zn- 
sammenheftungen  entstandene  zweiblättrige  Fläche  durch.  Umfor- 
mung in  eine  zweiblättrige  Kugel  fläche.  Diese  letztere  ist  dann 
die  zu  conslruirende  Fläche  dt;  und  gleichzeitig  sind  alsdann  die 
zuvor  genannten  Linien  — pp  und  —  q  q  dieUebergangslinien 
derselben. 

Das  fundamentale  Gebiet  91  wird  bei  der  so  erhal- 

c  nen  Flache  St  dargestellt  sein  durch  einen  gev^issen  [ 

zum  unterenBlatt  gehörigen  Flächentheil,  nämlich  durch 

einen   Flächentheil,   welcher  sich   in   dem  eben  genannten  Blatt 

Fig.  86.         vom  Puncte  z  =  0  aus  theils  bis  zu  den  Ueber- 

gangslinien  — pp,  — qq,  theils   bis   zu  zwei 

gewissen  andern  Linien  hinerstreckt.    Die  beiden 

letztem  Linien  beGnden  sich  natürlich»   ebenso 

wie  das  ganze  Gebiet  91,  im  unteren   Blatt; 

sie  sind  in   der  nebenstehenden  Figur  (Fig.  S6) 

durch  punctirte  Striche  angegeben. 

Bei  z  =  0  besitzt  die  Fläche  91  zwei  über 
einander  liegende  Puncte.  Die  Bahn  unseres 
Integrales  Sl  wird  in  demjenigen  der  beiden  Puncte  ihren  Aus- 
gang nehmen,  welcher  im  Innerh  des  fundamentalen  Gebietes  91 
liegt,  also  im  unteren  Punct.     Wir  bezeichnen  diesen  kurzweg 
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mit  0,  denjenigen  aber,  Gleicher  gerade  über  0  im  oberen  Blatt 
sich  befindet,  zur  bequemeren  Unterscheidung  mit  0'.  Im  Puncto 
0  wird  demgemäss  die  Wurzelgrosse  R  den  Wcrth  +  1 »  >"»  Puncte 
(y  hingegen  den  Werth  —  1  besitzen. 

Die  Bahn  unseres  Integrales 

Sl{z)  =     "^^ 


#' 


wird  auf  der  Fläche  dt  durch  eine  vom  Puncte  0  auslaufende 
und  auf  beliebigem  Wege,  bald  im  unteren,  bald  im  oberen 
Blatt,  fortgehende  Curve  dargestellt.  Um  den  Werth  zu  unter- 
suchen, mit  welchem  das  längs  einer  solchen  Curve  fortlaufende 
Integral  in  irgend  einem  Puncto  der  Fläche  anlangt,  mussif^u 
wir  zuvörderst  das  in  dem  Integrale  vorhandene  Differential 

iQ  Betrachtung  nehmen,  nämlich  ermittehi,  in  wie  weit  dieses 
Differential  auf  der  Fläche  dt  eindeutig  und  stetig  bleibt. 
Was  den  Begriff  der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  bei  Differen- 
tialen anbelangt,  so  stützen  wir  uns  dabei  auf  die  früher  (S.  330) 
gegebene  Definition. 

Die  beiden  in  dem   Differential  (a,)  enUialtenen  Functionen 
-^  und  z  sind  auf  der  Fläche  dt  keineswegs  überall  stetig;   denn 

die  eine  besitzt  in  den  Puncten  /?,  — p,  ^,  — y,  die  andern  in  den 
I>eiden  bei  z  =  oo  befmdlichen  Puncten  unendlich  grosse  Werllie. 
Um  nun  das  Verhallen  des  Differential  es  in  jenen  sechs  Puncten 
foeurtheilen  zu  können,  sind  vor  allen  Dingen  gewisse  an<lere  For- 
men zu  beachten,  welche  das  Differential  sich  aneignen  kann. 

Aus 


fofgt 

«lurcli 

nifTerenlatinn : 

d.  !.; 

(IR  ^. 

_   (2  t« 

n 

zilz 

7 

ilz  _ 
H 

(2  z-'- 

',,'y 

-  (IR; 
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somit  köonen  wir  dem  DiiTerential  {a.),  falls  es  uns  beliebt,  auch 
die  Form  geben: 

^^ -^  ^  (22* — p*  —  q^)z 

ßeachten  wir  ferner,dass  rf—  = ^,  mitbin  rfz  =  —  :j^.  c/— 

ist,  so  seben  wir,   dass  jenem  DifTerential  [a.)  andererseits  auch 
folgende  Form  verlieben  werden  kann: 

Die  in  dem  Differential  vom  Hause  aus  enthaltenen  Functionen: 

(«'.)  -jz  und  z 

können  also,  wie  die  eben  gefundenen  neuen  Formen  zeigen,  nach 
Belieben  durch 

(^'.) 

oder  auch  durch 


^•^   '  '2z*  — p*  —  ^*)  z 


r« 


(/.)  -^    und    - 

ersetzt  werden ,  ohne  dass  der  Werth  des  Differenüales  dabei  irgend 
welche  Aenderung  erleidet. 

Die  Function  R  ist  (vergt.  Seite  190)  auf  der  Fläche  91  öberall 
eindeutig  und,  abgesehen  von  einzelnen  Polen,  daselbst  auch 
überall  stetig.  Gleiches  wird  demnach  zufolge  eines  früher  ge- 
fundenen allgemeinen  Satzes  (Seite  274)  auch  von  jedem  Ausdrucke 
gelten,  der  aus  R  und  z  auf  rationale  Weise  zusammengesetzt 
ist,  also  von  jeder  der  sechs  Functionen  («'.),  (jS'.),  (/.)  gelten. 
Es  werden  daher  diese  sechs  Functionen  auf  der  Flädie  ^  überall 
eindeutig  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  überall  stetig  s^n. 

Ein  Pol  kann  immer  nur  da  vorhanden  sein^  wo  die  Function 
unendlich  wird  (S.95).  Demnach  werden  jene  Functionen 
(«.),  (/?.),  (/.)  auf  der  Fläche  9i  überall,  wo  sie  endlich 
sind,  auch  eindeutig  und  stetig  sein. 

Die  beiden  Functionen  {ct\)  sind  offenbar  mit  Ausnahme  der 
Puncte  /),  — p,  q^  —  q^  und  mit  Ausnahme  der  beiden  bei  2  =  cx> 
Hegenden  Puncte  überall  endlich,  und  sind  also  mit  Aus- 
nahme dieser  6  Puncte  atif  der  Fläche  9t  allenthalben 
eindeutig  und  stetig. 

Im  Bereiche  eines  jeden   der  Puncte  />,  -rP»  ö'»  — q  sind 


UmkehruDg  des  elliptischen  Integrales.  353 

die  Functionen  (ß,)  endlich;  sie  sind  demnacli  im  Bereiche 
eines  jeden  dieser  4  Puncte  eindeutig  und  stetig. 

Endlich  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Functionen  (/.)  im  Be- 
reiche eines  jeden  der  beiden  Puncte  2  =  cx)endlich*),  folglich 
in  jedem  dieser  beiden  Bereiche  eindeutig  und  stetig 
bleiben. 

Es  sind  demnach,  um  Alles  zusammenzufassen,  in  demDüferen- 

lial  (a.)  zwei  Functionen  -  und  z  enthalten,  welche  auf  der  Fläche 

di  mit  Ausnahme  der  Puncte  p,  — p,  q,  —q  und  mit  Ausnahme 
der  beiden  Puncte  z=^oo  überall  eindeutig  und  stetig 
sind,  und  welche  gleichzeitig  im  Bereiche  eines  jeden  solchen 
Ausnabmepunctes  durch  zwei  andere  Functionen  ersetzt  werden 
können,  die  innerhalb  dieses  Bereiches  die  genannten  Eigenschaf- 
ten besitzen.  Jenes  Differential  (a.)  ist  daher  zu  bezeichnen  als 
ein  von  z  abhängendes  Differential,  welches  auf  der 
Riemann'schen  Kugelfläche  di  allenthalben  eindeutig 
und  stetig  bleibt.    (Vergl.  die  Definition  S.  330.) 

Mit  Differentialen  solcher  Art  haben  wir  uns  aber  bereits 
früher  ganz  im  Allgemeinen  beschäftigt.  Bildet  man  das  von  einem 
festen  Puncte  ausgehende,  und  in  seiner  w^eiteren  Fortbewegung 
auf  irgend  einen  einfach  zusammenhängenden  Flächentheil  be- 
schränkte Integral  eines  solchen  Differentiales,  so  wird  dieses  In- 
tegral (Satz.  Seile  335)  innerhalb  jentts  Flächentheiles  ebenfalls 
überall  eindeutig  und  stetig  sein.  Auf  unser  Integral  Sl  kön- 
nen wir  diesen  Satz  allerdings  nicht  in  Anwendung  bringen;  denn 
die  Fläche  di,  auf  welcher  sich  dasselbe  nach  Belieben  fortbe- 
wegt, ist  eine  mehrfach  zusammenhängende. 

Wir  können  aber  die  Fläche  9t  durch  Ausführung  gewisser 
Schnitte  oder  Ströme  a,  6  in  eine  einfach  zusammenhängende 


*)  Achtet  man  nämlich  auf  die  Bedeutung  von  /?: 

/2=  l-^^(2«-p«)(z«-y«), 
pq 

SO  ergiebt  sich,  dass  die  Function 

R 
für  z  ea  OO  einen  der  beiden  Wertlie  +py,  — pg  besitzt,  also  end- 
lich bleibt 

Neumann,  AbePsche  Inlegral«».  23 


354 


Neunte  Vorlesung. 


Fläche  9i'  verwandeln.     Nachdem  solches  geschehen,  stellen  mr 
mm  dem  in  seiner  Bewegung  völlig  freien  Integral 


ein  anderes  Integral: 


«<=)=.A 


0 


zur  Seite,  welches  durch  genau  dieselbe  Formel  wie  jenes  defi- 
nirt,  in  seiner  Bewegung  aber  auf  die  einfach  zusam- 
menhängende Fläche  dt'  beschränkt  sein  soll.  Dieses 
letztere  Integral  W(z)  wird  dann,  zufolge  des  erwähnten  Satzes, 
eine  von  z  abhängende  Function  sein,  welche  innerhalb  der 
Flfirhe  St'  fiberall  eindeutig  und  stetig  ist. 

Fig.  87. 


I 


Die  Verwandlung  der  Fläche' 9i  in  die  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  dt'  denken  wir  uns  durch  diejenigen  beiden 
Schnitte  oder  Ströme  a,  b  herbeigeführt,  welche  früher  (S.  319) 
besprochen  wurden.  Das  mit  91  bezeichnete  fundamentale  Flächen- 
gebiet  befindet  sich  im  untern  Blatt  der  Fläche  dt,  und  bleibt, 
wie  man  leicht  übersieht,  bei  Ausführung  der  Schnitte  a,  b  (Fig.  87) 
völlig  unversehrt*). 


*)  Es  ist  wohl  darauf  zu  achten,  dass  in  der  nebenstehenden  Figur 
jede  Strecke  der  Schnitte  /i,  &,  je  nachdem  sie  im  oberen  oder  un- 
teren Blatt  zu  denken  ist,  im  erstem  Fall  durch  nnunterbrocbene, 


Umkehrung  des  elliplischen  Integrales.  355 

Wir  untersuchen  zunächst  diejenigen  Werthe,  welche  die 
eben  eingerührte  eindeutige  Funcllon  W(z)  in  den  vier  Puncten 
p,  — Pi  q,  —g  besitzt.  Zu  diesem  Zweck  ziehen  wir  eine  Curve  a, 
welche  von  dem  im  unteren  Blatt  befindlichen  Puncte  0  aus- 
geht, und  ohne  die  Grenze  des  Gebietes  91  zu  über- 
schreiten, nach  irgend  einem  der  vier  auf  dieser  Grenze  lie- 
genden Puncte  p,  — p,  qy  — q  hinläuft;  dieser  Punct  mag  a 
heissen. 

Die  Werthe,  welche  Sl{z)  und  W{z)  im  Puncte  a  annehmen, 
sind  beide  durch  ein  und  dieselbe  Formel  definirt;  es  ist  nämlich: 

a 

(1)  Sl[a)  =  J^,^ 

0 

und  ebenso  ist  auch: 

u 

(2)  W{a)  =  l"'^--  . 

0 

Der  Unterschied  besteht  nur  darin ,  dass  die  Bahn  des  Integrales  Sl 
von  0  nach  a  auf  willkührlichcm  Wege  fortlaufen  kann,  dass 
hingegen  die  Bahn  des  Integrales  W  ihrem  ganzen  Laufe  nach 
innerhalb  91'  bleiben  muss,  die  Ströme  ö,  b  also  nirgends 
überschreiten  darf. 

Wir  nehmen  nun  für  die  in  (1)  vorhandene  Integrationsbahn 
die  vorhin  construirte  Curve  a;  alsdann  erhalten  wir,  weil  a  seinem 
ganzen  Laufe  nach  innerhalb  des  fundamentalen  Gebietes  %  bleibt, 
nicht  irgend  einen  unter  den  vielen  Werthen,  welche  das  In- 
tegral Sl  im  Puncte  a  annehmen  kann,  sondern  denjenigen 
unter  diesen  Werthen,  welchen  wir  früher  mit  dem  Namen  Fun- 
damentalwerth  ausgezeichnet  haben,  also  den  Werth  Sl{a). 

Andererseits  können  wir,  weil  die  Curve  a  ihrem  ganzen 
Laufe  nach  innerhalb  des  von  den  Strömen  a,  b  unversehrten 
Gebietes  91  bleibt,  jene  Ströme  also  nirgends  überschreitet, 
diese  Curve  auch  in  (2)  als  Integrationsbahn  in  Anwendung  bringen ; 


im  letztem  durch  punct irte  Striche  angegeben  ist.  Die  Begrenzung 
des  fundamentalen  Gebietes  %  ist  in  der  Figur  nicht  vollständig  ange- 
geben. Es  sind  nämlich  zwei  zu  dieser  Begrenzung  gehörige,  im  un- 
teren Blatt  der  Fläche  befindliche  Linien  fortgelassen,  eine,  die  von  p 
nach  q,  und  eine  zweite,  die  von  ^q  nach  — p  geht  (vergl.  die  Figur 
auf  Seite  360). 

23* 
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alsdann  erhalten  wir  denjenigen  Werth,   welchen  die  eindeutige 
Function   W  im  Puncte  a  hesitzt,  also  den  Werth   W  [a). 

Bezeichnen   wir  also  eine  längs  der  Curve  6  von  0  nach  cc 
hinerstreckte  Integration  mit    i  ,  so  ergiebt  sich  aus  (1)  und  (2): 

dz 


'dz 


W[.)  =  Jl 


mithin : 

W{ci)  =  Si{a). 

Es  war  aber  a  irgend  einer  unter  den  Punctenp,  — p,  g,  — q. 
Die   Werthe: 

W[p),       W[-p),       W{q),       W{^q), 
welche  die  eindeutige  Ftmctiofi  W  in  den  Pimcten  p  ^   — p,  q^  — q 
besitzt^  sind  demnach  identisch  mit  den  diesen  Puncten  zugehörigen 
Fundamentalwerthen  ; 

ß(/>),     Ä(-p),      '^[q),      Il'{—q\. 

Das  aus  den  Strömen  a,  b  bestehende  Netz  besitzt  im  Ganzen 
nur  einen  einzigen  Knotenpunct;  dieser  befmdet  sich  dort,  wo 
beide  Ströme  einander  durchkreuzen,  nämlich  hei  a,  ß,  y,  6 
(Fig.  87.  S.  354).  Es  besteht  demnach  das  Netz  aus  zwei  un- 
verzweigten Stromstrecken,  von  welchen  die  eine  durch 
den  Strom  ai  die  andere  durch  den  Strom  b  dargestellt  wird. 

Sind  daher  X  und  q  irgend  zwei  auf  dem  linken  und  rechten 
Ufer  von  a  einander  gerade  gegenüber  liegende  Puncte,  so  wird 
die  Differenz 

W{X)  —  W{q)  =  A 

eine  Grösse  sein,  welche,  zufolge  eines  früher  gefundenen  allge* 
meinen  Satzes  (Seite  339),  längs  des  Stromes  d  hin  überall  con- 
stant  ist.  Und  ebenso  wird  andererseits  die  dem  Strome  h  zu- 
gehörige Differenz: 

W[l)  -    W{q)  —  B 

längs  &  hin  constant  sein.  In  dem  Knotenpuncte  a,  /3,  y,  i 
sind  vier  Stromenden  mit  einander  vereinigt  (Fig.  88):  zwei  da- 
selbst ein  niessende  Stromenden  a  und  6,   ferner  zwei  von  dort 
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wegfliessende  Strömenden,  von  denen  ebenfalls  das  eine  dem 
Strome  a,  das  andere  dem  Strome  b  zugehört.  Zufolge  des  soeben 
erwähnten  Satzes  (Seite  339)  ergiebt 
sich  daher  für  diesen  Knotenpunct  die 
Gleichung: 

A  +  B  =  A  +  B, 

eine  Gleichung,  die  identisch  ist,  also] 

zu  keinerlei  Relation  zwischen  ^  und  ^a« 

führt. 

Die   Werthdi/ferenzen,  mit  welchen  | 

die  eifideutige  Function   W  in  den  Strö- 1 

men  a,  b  behaftet  ist^  sind  mithin 

längs     a     dtirch      W[l)   —    W[q)  =  A, 
längs     b     durch      W[l)  —    W{q)  =  B 

dargestellt^  wo  A  und  B  zwei  vorläufig  noch  ganz  unbekannte  Con- 
stanten bezeichnen. 


Dritter    Abschnitt.     Fortsetzung.      Nähere    TJntersnchung   der 

Function  W[z),    An  Stelle  des  Integrales  Sl{z)  und  der  Function 

W[z)  wird  einintegpral  isi[z)  und  eine  Function  w(z)  eingeführt, 

die  von  jenen  nur  durch  einen  constanten  Factor 

verschieden  sind. 

Wir  werden  sogleich  sehen,  dass  die  Constanten  A,  B  naher 
bestimmt,  nämlich  ausgedrückt  werden  können  durch  die  den 
Puncten  p,   — p,  q^  — q  zugehörigen  Fundamentalwerthc: 

oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Werthe: 

W{p),      W[--p),      W{q),      W{-q). 
Indem  wir   die  Abhängigkeit,   welche  zwischen   diesen  Werthen 
und  zwischen  jenen  Constanten  stattfindet,  zu  Tage  fördern,  wer- 
den  wir  dabei   zugleich  noch  andere  Zwecke  verfolgen.     Diese 
bestehen  in  der  Ermittelung  derjenigen  Werthe 

^(0),    ^(0'),    w(<x>),    Fr(oo'), 

welche  die  Function  W  in  den  beiden  bei  z  =  0,  und  in  den 
beiden  bei  2  =  oo  über  einander  liegenden  Puncten  besitzt.  Dabei 
sind  unter  0  und  ex  die  zum  unteren  oder  inneren  Blatt  der 
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Fläche   di,    unter  0'  und  cx)'  hingegen  die  zum  oberen   oder 
äusseren  Blatt  gehörigen  Puncte  zu  verstehen. 

Zunächst  müssen  wir  unserer  Untersuchung  ein  Paar  allge- 
meine Bemerkungen  vorangehen  lassen. 

Die  Function  W  ist  innerhalb  der  umrandeten  Fläche  SR' 
überall  eindeutig  und  stetig.  Sie  ist  also  auf  der  geschlosse- 
nen Fläche  di  mit  Ausnahme  der  Ströme  a,  b  allenthalben  ein- 
deutig und  stetig,  in  jenen  Strömen  aber  mit  den  eben  bespro- 
chenen Werthdifferenzen  A,  B  behaftet. 

Es  sei  nun  a  eine  auf  der  Fläche  9i  beliebig  gezogene  Curve, 
ihr  Anfangspunct  mag  a,  ihr  Endpunct  ß  heissen. 

Ueberscbreitet  diese  Curve  keinen  der  Ströme  a,  6,  so  wird 
W  längs  derselben  hin  überall  eindeutig  und  stetig  sein ,  folglich 
das  über  dieselbe  hinerstreckte  Integral 

(I.)  I  dW  =:  W{ß)  —   W{a) 

a 
sein. 

Ueberscbreitet  hingegen  die  Curve  auf  ihrem  Lauf  von  « 
nach  ß  einen  jener  Ströme,  z.  B.  den  Strom  a,  so  wird  die  eben 
hingestellte  Formel  nicht  mehr  gültig  sein.  Wir  nehmen  der  Ein- 
fachheit willen  an,  die  Curve  überschritte  deji  Strom  a  vom 
linken  zum  rechten  Ufer  hin,  und  bezeichnen  den  von  a  bis 
zum  linken  Ufer  reichenden  Curventheil  mit(¥^,  andererseits  den 
vom  rechten  Ufer  bis  ß  reichenden  Theil  mit  q  ß;  so  dass  also 
X  und  Q  zwei  zu  beiden  Ufern  von  a  einander  gegenüberliegende 
Puncte  vorstellen  sollen.  Alsdann  ergiebt  sich,  weil  W^  längs  der 
Curvenstrecke  a  l  überall  eindeutig  und  stetig  ist: 

\ 

TdW  =   fV{k)   -    W{a); 

a 
und  ebenso  ergiebt  sich  für  die  andere  Curvenstrecke  Qß; 

f. 

I  dfV  =   W{ß)  —    W{p). 
Hieraus  aber  folgt  durch  Addition: 
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J  dW  =   W{ß)  —   W{«)  +    WH)  —   fV{Q). 

a 
oder  weil  W{X)  —  W{q)  in  dem  hier  betrachteten  Strome  a  den 
Constanten  Werlh  A  besitzt: 


; 


dW  =    W{ß)  —   fF{a)  +  A. 


Ueberschreitet  die  Curve  a,  um  einen  allgemeineren  Fall  zu 
betrachten,  auf  ihrem  Wege  von  a  nach  ß  beide  Ströme,  und 
zwar  jeden  derselben  mehrmals;  und  sind  ferner  /,  /'und  r,  r 
die  Zahlen,  welche  angeben,  wie  oft  die  Ströme  a,  h  vom  lin- 
ken zum  rechten  Ufer ,  und  wie  oft  dieselben  in  entgegengesetzter 
Richtung  überschritten  werden;  so  erhalten  wir,  wie  leicht  zu 
übersehen  ist,  für  das  über  die  Curve  a  hinerstreckte  Integral 
folgenden  Werth: 

(U.)      jdW=W{ß)-  W{a)  +  {l-r)A  +  {r  —  r')  B. 

a 
Die  Formeln  (I.)  und  (II.)  umfassen  alle  möglicherweise  vorkom- 
menden Fälle. 

Nun  ist  in  Betreff  der  Function  W  noch  eine  Bemerkung  zu 
machen.     Nach  unserer  Definition  ist: 


W  = 


z 
dz 


=/- 


mithin : 


.^  =  ^  =  1..; 


und  von  den  beiden  in  diesem  Differential  enthaltenen  Functionen 

-ß     und     z 

besitzt  die  erstere  in  je  zwei  über  einander  liegenden  Puncten  der 
Fläche  9%  entgegengesetzte  Werthe,  die  letztere  hingegen  in 
je  zwei  solchen  Puncten  gleiche  Werthe.  Sind  daher  a  und  </ 
zwei  in  beiden  Blättern  genau  über  einander  liegende  Cur- 
ven,  so  werden  die  Werthe  des  längs  a  hinerstreckten  Integrales 
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ß 


dz 
c 

und  des  längs  (f  hinerstreckten  Integrales 

a 
einander  entgegengesetzt  sein.     Es  wird  also 

c  a 

oder  was  dasselbe  ist: 

(HI.)  CdW  +    CdW^O 

a  a 

sein;  vorausgesetzt  natürlich,  dass  beide  Integrationen  in  gleicher 
Richtung  hinerstreckt  sind. 

Endlich  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken:  Ist  8  irgend  einer 
unter  den  vier  Punctcn  0,  0',  cx),  oo',  und  sind 

oj    Z  ^    Z    f    Z     <i    ..«.,    Zj 

und 

tt  f     ~~~  Z  f     """"  Z    f    ^~^  Zf     f     .    •   •   •  ^     """■  z 

zwei  vom  Puncto  ä  ausgehende  und  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen auf  der  Fläche  dt  fortlaufende  Curven,  so  wird  die  Grösse 

i-  = Pg 

weil  sie  nicht  von  z^  sondern  nur  von  z'^  abhängt,  längs  der  einen 
Curve  hin  genau  dieselben  Werthe  haben  wie  längs  der  andern 
Curve  hin.  Demnach  besitzen  die  über  zwei  solche  Curven  hin- 
ersti'eckten  Integrale 

z  — z 

/dz  ,         rdz 

T  ""•^  Jir 

jederzeit  entgegengesetzte  Werthe.     Es  wird  also        - 

z  — z 

(IV.)  CdW  +     CdW  =  0 

8  8 

sein. 
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Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  nun  zu  dem 
eigentlichen  Gegenstande  unserer  Untersuchung. 

Jeder  der  Puncte  p,  — />,  q,  — q  gehört  gleichzeitig  zum 
unteren  und  auch  zum  oberen  Blatt  der  Fläche  9t.  Man  kann 
demnach  von  jedem  solchen  Puncte  aus  eine  Curve  ziehen,  die, 
je  nachdem  man  will,  im  unteren  oder  oberen  Blatt  fortläuft. 
Wir  lassen  nun  vom  Puncte  —  p  zwei  Curven  ausgehen,  die 
in   den  beiden  Blättern  der  Fläche  ^W.  89. 

genau  über  einander  liegen,  die  beide         .^^^rJ^'         ^  :i 

auf  geradlinigem  Wege  vom  Puncto  'l'*'^^;^__ ^iZl^^P 

—  p  bis   zum   Puncte   p    hinlaufen,  ^^ 

in  letzterm  also  wieder  mit  einander  zusammentrelfen ;  die  untere 
Curve  mag  <y,  die  obere  a'  genannt  werden  (Fig.  89).  Die  Curve  a 
überschreitet  keinen  der  Ströme;  zufolge  (1.)  wird  daher  das  ihr 
entlang  erstreckte  Integral 

jdW^   W(p)  -    W{^p) 
a 
sein.     Die  Curve  a    hingegen    überschreitet   den  Strom  a,    und 
zwar  vom  rechten  zum  linken  Ufer  hin;   das  längs  a  hiner- 
streckte Integral    j  dW  besitzt  daher  zufolge  (IL)  den  Werth : 
a 

CdW  =   W{p)  —   W{—p)  —  A. 

a 
Addirt  man  nun  diese  beiden  Formeln ,  und  beachtet  man  dabei, 
dass  zufolge  (III.) 


Cd  W  +     /  rf  ^  =  0 


a 
ist,  so  erhält  man: 

0  =  2  W(p)  —  2  W(—p)  .—  A, 
oder: 
(1)         .  w{p)  -  W(-p)  =  ^. 

Nimmt  man  ferner  für  o  und  a  zwei  im  unteren  und  obe- 
ren Blatt  der  Fläche  9t  genau  über  einander  liegende  Curven,  die 
bei  deauf  geradlinigem  Wege  von  p  nach  q  laufen  (Fig.  87.  S.  354), 
so  erhält  man  in  ganz  ähnlicher  Weise  zuerst: 
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'dW  =   W[q)  —   W{p)  +  B, 


J 


a 
sodann  durcli  Addition: 

0  =  2  W(q)  -  2  W{p)  +  B, 
oder: 

(2)  W[q)   -    W[p)  =   ~   f. 

Nimmt  man  endlich  für  a  und  c'  zwei  im  unteren  und 
oberen  Blatt  über  einander  liegende  Curven,  die  auf  geradlinigem 
Wege  von  — p  nach  — q  gehen,  so  ergiebt  sich: 


a 

j: 


dW  =    Wi-q)    —    W{—p), 

'dW  =   W{—q)  —    W[^p)   +   B, 


folglich: 


oder : 


0  =  2  W[^q)  -  2  W(-p)   +   B, 


(3)  W[^q)   -    Wl-^p)  =  -  f . 

Wir  müssen  zu  diesen  Formeln  noch  andre  hinzufügen,  die  sich 
ebenso  leicht  ergeben.  Wir  lassen  zunächst  von  dem  im  unteren 
Blatt  der  Fläche  9t  beOndlichen  Puncte  0  zwei  Curven  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  ausgehen,  von  welchen  die  eine  auf  geradlini- 
gem Wege  nach  p,  die  andere  ebenfalls  auf  geradlinigem*)  Wege 
nach  —p  hinläuft.  Da  die  Ströme  a,  h  von  diesen  Curven  nir- 
gends  überschritten  werden,   so  haben  die  längs  dieser  Curven 

hinerstreckten  Integrale    l  dW^  wie  sich  aus  (I.)  ergiebt,  folgende 
Werthe: 


*)  Die  Bezeichnung  geradlinig  ist  nicht  völlig  genau.  Da  näm- 
lich die  vorliegende  Fläche  kugelförmig  ist,  so  müssten  die  in  Rede 
stehenden  Wege,  strenge  genommen,  als  Wege  bezeichnet  werden, 
welche  auf  grössten  Kreisen  fortlaufen. 
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jdW—   W(p)  —   W{0), 


7 


dW  =   W{—p)  —   W[0). 


Hieraus    aber    ergiebt   sich    durch  Addition    und    mit  Rücksicht 
auf  (IV.): 

0  =   W{p)  +    W[—p)  -  2  ^(0), 
oder: 

(4)  W{p)  +    W[-p)  =  2  W{0). 

Wir  lassen  nun  ferner  von  dem  im  oberen  Blatt  befindlichen 
Punct  (/  zwei  Curven  in  entgegengesetzten  Richtungen  ausgehen, 
von  welchen  wiederum  die  eine  nach  p,  die  andere  nach  —  p 
hinläuft.    Zufolge  (I.)  und  (II.)  ergiebt  sich  alsdann: 

jdW=  W[p)  —   W[0')  —  A, 
V 

1  dW  =   Wi—p)  —   ^(0'), 
ü' 

folglich  durch  Addition  und  mit  Rücksicht  auf  (IV.): 

0  =   W{p)  +    W{^p)  —  2  W[0')  —  A, 
oder: 

(5)  W{p)  +    W[^p)  =  2  W[0')  +  A. 

Lassen  wir  von  dem  im  unteren  oder  inneren  Blatt  lie- 
genden Puncte  oo  zwei  Curven  in  entgegengesetzten  Rich- 
tungen ausgehen,  die  etwa  beide  längs  ein  und  desselben  gröss- 
ten  Kreises  fortschreiten,  und  von  denen  die  eine  bis  ^,  die 
andere  bis  — q  fortläuft,  so  wird  zufolge  (1.)  und  (11.):  . 

CdW  =  W[q)  —   W[ix>)  -  A, 
fdW  =  W(—q)  —    ^(oo), 
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folglich  durch  Addition  und  mit  Rucksicht  auf  (IV.): 

0  =   W{q)  +    ^(-^)   -  2  W(oo)   -  A, 
oder: 

(6)  JF{q)   +    W[-q)  =  2  ^(oo)  +  A. 

Beti*achten  wir  endlich  zwei  Curven,  die  von  dem  im  oberen 
oder  äusseren  Blatt  liegenden  Punct  oo'  in  entgegengesetzten 
Richtungen  ausgehen,  und  wiederum  bis  q  und  — q  fortlaufen, 
so  ergiebt  sich  zufolge  (I.): 

dW  =   W(q)   —    W{oo), 


i 


I 


dW  =   W[—q)  —   W[cx>), 


und  hieraus  durch  Addition,  und  mit  Rücksicht  auf  (IV.): 

0  =    W[q)   +    W[-q)  —  2  ^(oo'), 
oder: 

(7)  W{q)   +    W{-q)  =  2  fF((X)'). 

Zu  diesen  sieben  Formeln  können  wir  schliesslich  noch  eine 
letzte  hinzufugen,  die  sich  aus  der  Definition  der  eindeutigen 
Function   W(z): 

^w  =  k 


unmittelbar  ergiebt,  nämlich  folgende: 

(8)  W{0)  =  0. 

Wir  haben  somit  im  Ganzen  jetzt  folgende  Formeln: 

(1)  W(P)       -  W{-p)=        4, 

(2)  W{q)         -    W{p)-     =   -§, 

(3)  W{-3)  -    W[-p)  =  -  f , 

(4)  W{p)   +    W{—p)  =  2  ^(0), 

(5)  W{p)  +    W[-p)  =  2  W{0')  +  A, 

(6)  W{q)  +    W{-q)  =  2  ^(oo)  +  A, 

(7)  IV [q)  •+    lV[~q)  =  2  W{oo'), 

(8)  ^(0)  =  0. 
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Aus  (4)  und  (8)  folgt: 

(9)  W{p)  +   W[-p)  ==  0; 

und  diese  Formel  in  Verbindung  mit  (1)  liefert: 

(10)  w{:p)  =  ^, 

(11)  w{-p)  =  -x, 

gleichzeitig  ergiebt  sich  aus  (5)  und  (9): 

(12)  ^(0')  =  -  |. 
Ferner  findet  man  aus  (2)  und  (10): 

(13)  W{q)  =  ^   -   f . 
und  andererseits  aus  (3)  und  (11): 

(14)  W[-q)=    -i-i 

Setzt  man  endlich  die  in  (13)  und  (14)  gefundenen  Werthe 
in  die  Formeln  (6)  und  (7)  ein,  so  ergiebt  sich: 

(15)  W(<x>)  =  _  I  _  |. 

(16)  W(cx>)  ==  -  f . 

Es  gelten  demnach  für  die  Werthe,  welche  die  eindeutige 
Function  W  in  den  Puncten  0,  0',  oo,  oo',  p,  — p,  q^  — q 
besitzt,  folgende  Gleichungen: 


^'(0)  =  0, 

^'M=      -^t^ 

'^(O')  =  -  |. 

W{od)  =  -  f , 

W[P)  =  ^, 

W{q)^i-i. 

W[-p)  =  -  f , 

fy{-q)  =  -  I  -  |. 

Die  vier  letzten  Gleichungen  lassen  sich,  weil  W{p)y  W{—p), 
W{g)y  W[ — q)  mit  den  Fundamental werthen  Sl{p)y  Sl[ — p\  Sl[q\ 
Si(' — g)  identisch  sind,  auch  so  darstellen: 

Ä(-/>)  =  -  f  ä(-^)  =  -  |-|,. 


366  Neunte  Vorlesung. 

und  wir  gelangen  demnach  zu  folgendem  Resultat: 

Verwandelt  man  die  Fläche  9i  durch  Ausführung  zweier  Schnitte 
oder  Ströme  a,  b  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  9ft\ 
und  stellt  man  dem  zur  Untersuchung  vorgelegten  Integral 

ein  anderes  zur  Seite ^  nämlich  das  Integral: 

welches  von  jenem  nur  dadurch  verschieden  isty  dass  seine  Be- 
wegung keine  völlig  freie^  sondern  eine  auf  die  Fläche  91'  beschränkte 
ist,  so  wird  W{z)  eine  Function  sein,  welche  innerhalb^'  al- 
lenthalben eindeutig  und  stetig,  in  den  Strömen  a,  b 
aber  mit  gewissen  constanten  Werthdifferenzen  be- 
haftet ist. 

Die  Werthe,  welche  diese  Function  in  den  Puncten  p,  — -p, 
9^  — 9f  0,  0',  oo,  cx)',  und  die  Werthdifferenzen^  welche  sie  in 
den  Strömen  a,  b  besitzt,  ^können  aus  den  Fundamental werthen 
des  Integrales  Sl  {z)  unmittelbar  abgeleitet  werden.  Führt  man  näm- 
lich zwei  Constanten  A,  B  ein,  welche  mit  jenen  Fundamental' 
werthen  in  folgender   Weise  zusammenhängen: 


^ip)  =  l. 

sii,)  =  i-l 

ä(-p)=-d^ 

sii-,)^-d-l 

so  wird 

längs  a:      W 

W 

-    ff'iQ)  =  A, 

längs  b:      W 

W 

-    W{q)  =  B 

sein:  und  gleichzeitig  wird  alsdann 

^(p)  =  i, 

^m  =  i-l 

W{-p)  =  -d^ 

fr(-g)  =  _  ^  _  1 

n'{0)  =  0, 

"'(-)  =  -'^t^ 

^'(0')  =  -  ^, 

"•(<^')  =  -  f , 

«,  (z)  =  ^'J^  .£l{z), 
yit[z)=^-^.w[z]. 
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^^*ri.      Unter  diesen   8    Werthen  sind  die  4  ersten  ^  nämlich  dieje- 
"^Hen^  welche  die  Function  W  in  den  vier  Puncten  p,  — /?,  q, —  q 
"ßs»<2^,  identisch  mit  den  daselbst  vorhandenen  Fundamental wer- 
*kcn  des  Integrales  Sl, 

Nachdem  wir  so  weit  gelangt  sind,  wollen  wir  nun  unsere 
ganze  bisherige  Untersuchung  der  Art  abändern,  dass  die  hier 
auftretende  Constante  A  sich  in  27ti  verwandelt.  Solches  erreichen 
wir  dadurch,  dass  wir  an  Stelle  des  Integrales  Sl  (z)  und* an  Stelle 
der  eindeutigen  Function  W {z)  ein  anderes  Integral  a>  Wt  und 
eine  andere  Function  w  (z)  einführen,  welche  von  jenen  durch 
den  Constanten  Factor  — r^  verschieden  sind: 

A 

2  in 

o>  [Z)   == 

nr  ('r\    '. 

Verstehen  wir  gleichzeitig  unter  ö  folgende  aus  A  und  B  zusam- 
mengesetzte Constante: 
(2)  Ö  =  'J^; 

SO  werden  die  Fundamentalwerthe  des  neuen  Integrals  a>  (z)  fol- 
gende sein: 

—   /     \  7tt  —  ,    V  Ttl  O 

o>  (P)  =  -g-,  (o{q)  =  -^ 2, 

—  /         \  ni  _  .         X  iri  S 

o>  (— Pj  =   —   Y"'        o>  (—«')  =  —  1 2  * 

Ferner  werden  die  Werthdifferenzen  der  neuen  Function  w  (z) 

.  längs  a  durch:  w  (A)  —  w(p)  =  27ti, 

^  '  längs  b  durch :  w  (^)  -  w  (p)  =  ^ 

dargestellt  sein.   Und  endlich  worden  die  Werthe  dieser  Function 
in   den  Puncten  p,  —  p,  q^  —  gr,  o,  0',  cc,  oo'  folgende  sein: 

w(p)  = 
w(-p)  ==  - 
w  (0)  =  0, 

w  (0')  =  - 

Durch  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären  mag  sich  er- ' 
geben : 


ni 
2' 

wte)  =  ^ 

8 
2* 

ni 
2  ' 

w(-?)  =  -^ 

8 
2' 

w  (oo)  =  —  ni 

8 
2* 

• 

Ttt, 

w(oo')  = 

8 
2* 
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(5)  w{z)  =  ü  +  iV, 
und 

(6)  ö  =  a  +  iß; 
dann  wird 

längs  a:  V^  —  Ü9  =  0,     F^  —  F?  =  2«, 
^  ^  längs  ft:   ü^  —  m  =  a,      V^  —  V9  =  ß 

sein;  vorausgesetzt,  dass  ?7^,  V^  dife  auf  dem  linken,  ucr»^ 
17^,  F^  die  auf  dem  rechten  Ufer  der  Ströme  a  und  b  befittc^-' 
liehen  Werlhe  von  ü,   F  bezeichnen. 

Da  die.  Function  w  innerhalb  der  einfach  zusammenhängen- 
den Fläche  9%'  allenthalben  eindeutig  und  stetig  bleibt,  so  muss 
das  in  positiver  Richtung  um  den  Band  dieser  Fläche  herumer- 
streckte Integral    j  üd  F  —  zufolge  eines  früher  gefundenen  all-    j 
gemeinen  Satzes  (S.  278)  —  einen  positiven  Werth  besitzen;  also:  ^1 

(8)  f  üdV  =  pos. 

Bei  einer  positiven  Umlaufung  der  Fläche  9i'  wird  (vgl.  S.  317) 
Jeder  der  Ströme  a,  b  zweimal,  und  zwar  das  linke  Ufer  im- 
mer stromabwärts,  das  rechte  stromaufwärts  durchlaufen. 
Demnach  kann  das  in  positiver  Bichtung  um  dV  herumerstreckte 
Integral  in  vier  Theile,  nämlich  in  ebenso  viele  Theile  zerlegt 
werden,    als    Stromufer    vorhanden    sind.     Versteht    man    unter    i 

I    und   I   Integrationen,  die  den  Strömen  a  und  b  entlang,  und 

a  h 

zwar  stromabwärts  hinlaufen,   unter    1    und    1    hingegen  lote- 

ab' 

grale,  die  jenen  Strömen  entlang  stromaufwärts  fortschreiten, 
so  ergiebt  sich  also: 

(9)  jvdV  =  jv^dV^  +  jU^dV^  + 
di'  a  h 


itßdV^  -f  jü^dV^ 


oder,  wenn  man  in  den  beiden  letzten  Integralen  die  Richtung 
der  Integration  umkehrt,   und  —  wie  es  dann  erforderlich  ist 
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—    gleichzeilig  auch  das  Vorzeichen  wechselt: 

(10)        fudV  =  ((ü^dV^—  VUV^)  -\-f(ü^dF^-  VUV^), 
Ü'  a  h 

Da  v^  und  V^  zufolge  (7)  in  jedem  der  Ströme  a,  h  nur  durcli^ 
elfte  Conslante  verschieden  sind,«o  haben  die  längs  eines  solchen 
Stromes  gerechneten  Differentiale  rfF^  und  dV^  dem  ganzen  Strome 
entlang  einerlei  Werthe.  Wir  können  daher  statt  dV^  und  dV^ 
kurzweg  dV  setzen,  und  erhalten  alsdann: 

iU)  fudV  =  j[ü^  -  V^)  dV  +  j{ü^  —  ü^)  dV, 

di'  a  b 

oder,  mit  abermaliger  Röcksicht  auf  (7): 

(12)  jüdV  =  a  jdV. 

di'  b 

Der  Strom  h  entspringt  (vergl.  S.  320)  im  linken  Ufer  des  Stro- 
mes ö,  und  mundet  in  das  rechte.  Ufer  von  a.  Das  längs  b  hin- 
laufende Integral 

idV 

^b 

ist  offenbar  gleich  der  Differenz  derjenigen  beiden  Werthe /welche 
V  am  Ende  und  am  Anfang  von  b  besitzt,  also  gleich  der 
DifTerenz  derjenigen  Werthe,  welche  V  am  rechten  und  am 
linken  Ufer  von  a  hat,  mithin  zufolge  (7)  gleich  — 2n.  Die 
Formel  (12)  verwandelt  sich  daher  in: 

(13)  judV  =  —  27ta, 

SR' 

Und  hierdurch  verwandelt  sich  die  Gleichung  (8)  in: 

—  2  7CCC  =  pos. , 
d.  i.  in: 

(14)  cc  =  neg. 

Die  Grösse  a  war  aber  der  reelle  TheiT der  letzthin  eingeführ- 
ten Constanten  S;  diese  Constante  d  besitzt  demnach  un- 
ter allen  Umständen  einen  negativen  reellen  Theil. 

NeamaDn,  Abol'sche  Integrrale.  24 
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Vierter    Abschnitt.      Untersuchung    derjenigen    Eigenschaften, 

welche  eine  von  w(z)  abhängende  'd'-Eeihe,  als  Function  von 

z  betrachtet,  besitzt 

Wir  bilden  nun  die  Exponentialgrösse 

(15)  ^  :=:   e    ^ 

WO  «  =  2,718  .. .  und  h,  k  irgend  welche  Constanten  sein  sollen. 
Diese  Grösse  ti  wird  eine  von  z  abhängende  Function  sein,  welche 
offenbar  —  ebenso  wie  w  [z)  selber  —  innerhalb  der  Fläche 
9^'  allenthalben  eindeutig  und  stetig  bleibt.  Sind  iL  und  ^ 
irgend  zwei  zu  beiden  Ufern  des  Stromes  to  einander  gegenüber- 
liegende Puncte,  und  w^,  ri^  und  w^,  rfi  die  in  diesen  Puncten 
vorhandenen  Werthe  von  w,  i?»  so  ist: 

if   =z  e    ^ 

k  +  kwü 

mithin : 

71^  k(w^  —  wQ) 

oder  mit  Rücksicht  auf  (3): 

Ebenso  also  wie  die  Function  w  in  jedem  der  Ströme  a,  b  mit 
einer  constanten  Werthdifferenz  behaftet  ist,  ebenso  wird  die 
Function  r;  im  Strome  a,  und,  wie  man  leicht  übersieht,  auch 
im  Strome  b  mit  ein^m  constanten  Werthquotienten  hehaftct 
sein.     Es  wird  nämlich 


(16) 


längs   a:     -'^  =  e 


längs   b:     -^  =:  e 


y   ^k.27ci 


sein. 

An  Stelle  von  rj  nehmen  wir  gegenwärtig  folgende  Exponen- 
tialgrösse: 

Sn^+  2  WM 

27tt,ß 

beliebig  gewählte  positive  oder  negative  ganze  Zahl  TorstelleD, 
und   von  dieser   Exponentialgrösse   nehmen   wir  die  Summte   von 


hier  soll  ö  die  vorhin  eingeführte  Constante  — ^,   und  n   eine 
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n  =  —  oo  bis  «  =  +  <50  hin : 


7l  =  -f-CX) 


2-^  _      >.■/>"'*'  +  2wn 

Auf  diese  Summe  £ri  l^önnen  wir  unmittelbar  einen  früher  (S.  21) 
erwähnten  Satz  in  Anwendung  bringen.  Da  die  Function  w  in- 
nerhalb di'  überall  stetig  ist, .  daselbst  also  nirgends  unendlich 
gross  werden  kann,  und  da  ferner  der  reelle  Thcil  der  Constan- 
ten d  jederzeit  negativ  ist»  so  ergiebt  sich,  mit  Rücksicht  auf 
jenen  Satz,  dass  der  Werth  von  Urj  für  jeden  Punct  der  Flache 
dV  ein  völlig  bestimmter  und  endlicher  ist. 

Denken  wir  uns  jeden  Punct  der  Fläche  dt'  mit  dem  ihm 
zugehörigen  Werthe  von  £ri  belastet,  so  wissen  wir  also  einer- 
seits, dass  all  diese  Werthe  völlig  bestimmt  und  endlich 
sind,  andererseits  aber  auch,  dass  dieselben  durch  eine  Superpo- 
sition  gewisser  Functionen  i]  entstanden  sind,  von  denen  jede,  für 
sich  allein  betrachtet,  innerhalb  9%'  allenthalben  stetig  bleibt. 
Beides  zusammengenommen  ergiebt  sich  sofort,  dass  der  Werth 
von  Zri  innerhalb  der  Fläche  Dt'  allenthalben  eindeutig  und 
stetig  ist.  In  dieser  Betrachtung  tritt  keinerlei  Aenderung  ein, 
wenn  man  die  in  ri  und  in  üri  enthaltene  Function  w  mit  w  —  g 
vertauscht,  vorausgesetzt,  dass  man  unter  g  irgend  welche  Con- 
stante  versteht. 

Bezeichnet  man  also  die  von  der  Constanten  ö  und  von  irgend 
fvelchem  andern  Argument  U  abhängende  unendliche  Reihe 
n=+oo 

n=  —  00 
in  Zukunft  mit 

SO  werden y  falls  man  unter  g  irgend  welche  Constante  versteht^ 

^  (w)     und    ^  {w  —  g) 
zwei   von   z  abhängende  Functionen   sein^   die    —    ebenso   wie  w 
selber    —    innerhalb    der   Fläche    3t'   allenthalben    eindeutig    und 
stetig  sind. 

In  Bezug  auf  den  hier  eingeführten  Ausdruck 

72=1--  OO 

24* 


;:-.  J?i>  +  zr/n 


372  Neunte  Vorlesung. 

ist  (vtMgl.  S.  28)   an   foljj^ende   allgemein   gültige   Formeln  zu  er- 
iiuiern : 

(17)  ^(-  ^)  =  O(^), 

(18)  ^^^^  —  e 

(19)  ^  ((^  +  i)  «t  +  (n  +  ^)  <J)  =  0; 

wo  unter  m  und  w  beliebige  ganze  Zahlen  zu  verstehen  sind.. 

Sind  A  und  q  irgend  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer 
des  Stromes  a  einander  gegenuberhegende  Puncte,  und  sind  fer- 
ner w^  ^^  und  w^,  &9  die  Werthe,  welche  die  Ton  z  abhän- 
genden Functionen 

W  =  W  (z),     &  =  '^(w  (z)  —  g) 
in  diesen  Puncten  besitzen,  so  ist: 

d^  ==  ^  (w^  — ^), 
^  =z  ^  (w?  —  g). 
Diese  Werthe  können  wir,  da  zufolge  (3)  längs  a: 

w^  —  w^  =  27ri 
ist,  auch  so  schreiben: 

^^  ~  ^{'WQ  —  g  ^  2ni), 
Qd  =  !&  {vjd  —  g). 
Somit  crgiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (18): 

In    ähnlicher    Weise    erhalten    wir    mit  Bezug  auf  den   andern 
Strom ,  nämlich  mit  Bezug  auf  b : 

^^  =  ,&(w^_gr), 

<^  =  ^  (w<^  —  g), 

gleichzeitig  zufolge  (3): 

w^  —  w^  =  ^; 
mithin : 

^^  =  &[w^  -g  +<J), 

^Q  z=  -^  (w9  —  g)y 
folglich  mit  Hücksicht  auf  die  Formel  (18): 

^x  _     _(^-|-2w^  —2^) 
j&Q  ~  ^  * 

oder  weil 

w^  —  w^  =  ^, 

w^  +  wv  =  <J  -f-  2w^ 
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ist : 

-^  —  e  —  e 

In  ßezug  auf  die  Werthe,  welche  die  von  z  abhängende  Function 

&  =  &(w.{z)  -  g) 
an  den  Ufern  der  Ströme  a,  h  besitzt,   gelten  demnach  folgende 
Formeln: 


(20) 


längs  a  ist:  ^  =  1, 


und  längs  b:  -j^  =  e 


^  2öf  —  w^  —  w? 


Die  hier  betrachtete  Function  %  ist  innerhalb  der  Fläche  JH' 
allenthalben  eindeutig  und  stetig,  daselbst  also  mit  keinerlei 
Polen  behaftet.  Demnach  wird  ihre  Ordnungszahl  auf  jener  Fläi'he 
nirgends  negativ  sein  können;  sife  wird  positiv  sein  in  denjenigen 
Puncten,  in  welchen  die  Function  verschwindet,  und  Null  sein 
in  allen  übrigen  Puncten.     (Vgl.  die  Sätze  S.  244  u.  246). 

Bezeichnen  wir  also  die  einzelnen  Nullpuncte,  welche  die 
Function 

^  =  ^  (w  (z)  —  ^) 

innerhalb  9t'  besitzt,  mit  z^,  z^y  .  . .  z^,  und  die  in  diesen  Puncten 
vorhandenen  Ordnungszahlen  mit  m^,  Wj,  ...  m«,  so  wird 

»»1    +  ^2  +   .   .  .    +   Wtr 

die  Summe  sämmtlicher  Ordnungszahlen  sein,  weiche  jene 
Function  innerhalb  der  Fläche  91'  besitzt.  Diese  Summe  lässt 
sich  aber  zufolge  eines  früher  (S.  269)  gefundenen  allgemeinen 
Satzes  jederzeit  darstellen  durch  ein  gewisses  um  den  Rand  von 
K'  herumlaufendes  Integral;  wir  erhalten  nämlich  jenem  Satz 
zufolge : 

(21)  mj  +  m,  +  .  . .  +  m,  =  ^,  j  ^, 

wo  die  Integration  um  den  Rand  der  Fläche  9fi'  in  positiver  Rich- 
tung herumerstreckt  ist. 

Nun  ergiebt  sich,  ähnlich  wie  bei  früherer  Gelegenheit; 


wo 


r^  r^     I       Cd^  Ccm^  fädv 

J  &  —J  ^^  ^  J  >^  '^  J,  &^  ^  J,>^ ' 

?fi  a  b  a  b 

die  Integrale    I,      /    den    Strömen  «,   b  entlang  stromab- 
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wärls,  die  lutograle    f.      1     liingegcii   jeuen    Strömen    entlang 

a  ö' 
Strom aiilwärts  binerstreckt  sind ^  und  \\o  die  den  linken  Ufern 
zugehörigen  Werliie  von  -O"  mit  «9^  die  den  rechten  zugehörigen 
hingegen  mit  ^<?  bezeichnet  sind.  Aendert  man  in  den  beiden 
letzten  Integralen  die  Richtung  der  Integration,  und  gleichzeitig 
naturlich  auch  das  Vorzeichen,  so  erhält  man: 


/  fld^        i((l%^ 

(I^Q 

J  »  ~J\^^ 

l&Q 

ffi'                 a 

Nun  ist  zufolge  (20): 

*«"gs  «:  ^  -  -^  =  0, 

längs  b:  -^^ -^  =  —  dvf^  —  dw^' ; 


folglich: 


/'^^=    _    f{dw'   +dM^9), 
di'  b 

oder  weil  w^  und  w^  längs  des  Stromes  h  hin  nur  durch  eine 
Constante  von  einander  verschieden  sind,  mithin  c/w^  und  rfw^ 
längs  jenes  Stromes  hin  einerlei  Werthe  besitzen: 


/?=-^/- 


Ol'  b 

Der  Strom  b  hat  seinen  Anfang  ifn  linken  Ufer  des  Stromes  a^  und 

sein  Ende  im  rechten  Ufer  von  a  (S.  320).  Das  Integral   I  dw  ist 

daher  gleich  der  Differenz  derjenigen  Werthe,  welche  -w  im 
rechten  und  linken  Ufer  von  a  besitzt,  mithin  zufolge  (3) 
gleich  —  27ri.     Somit  erhalten  wir: 


/ 


und,  falls  wir  diesen  Werth  in  (21)  substituiren : 

(22)  mj  +  m^  +  .  .  .  +  m^  =  2. 

Die  Nullpuncte  z^,  Zj»  •  •  •  ^^>  welche  die  Function  «O*  auf 
der  Fläche  9ft'  besitzt,  sind  ihrer  Lage  nach  völlig  unbekannt; 
die  Summe  der  in  ihnen  vorhandenen  Ordnungszahlen 
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aber  ist  hekaniit,  näiiilich,  wie  wir  aus  der  eben  gefundenen 
üicichung  ersehen',  jederzeit  gleich  2.  Es  wird  für  unsere  wei- 
teren Betrachtungen  zweckmässig  sein,  wenn  wir  einen  Nullpunct, 
dessen  Ordnungszahl  1  ist,  einen  Nullpunct  erster  Ordnung 
nennen,  und  jeden  andern  Nullpunct  als  eine  Superposition  von 
mehreren  solchen  Nullpuncten  erster  Ordnung  ansehen.  Thun 
wir  dies,  so  können  wir  uns  in^  Betreff  der  eben  erhaltenen 
Gleichung  (22)  so  ausdrücken:  Die  Anzahl  der  Nullpuncte, 
welche  dl  evon«  ab  hängende  Function^  auf  der  Fla  che 
91'  besitzt,  wird,  falls  man  sich  diese  Nullpuncte  in 
lauter  Nullpuncte  erster  Ordnung  aufgelöst  denkt,  jeder- 
zeit gleich  2  sein. 

Die  Resultate,  zu  welchen  wir  in  Beti'eff  der  hier  belrach- 
teten  Functionen  w,  ri,  &  gelangt  sind,  lassen  sich  in  folgender 
Weise  zusammenlassen: 

Die  von  z  abhängenden  und  mit  irgend  welchen  ConsUmten 
hj  k^  g  behafteten  Functionen: 

w=  w(z)  =  H^.  w{z),  . 

h  +  A-w  fr) 
n  =  ^  > 

0  ==  0  (w  (z)  —  g) 

sind    innerhalb   der   Fläche   9t'  allenthalben    eindeutig 

und  stetig.    Was  ihre  Werihe  am  Rande  dieser  Fläche^  nämlich 

an  den    Ufern  der  Ströme  a,  b  anbelangt^   so  ist,  falls  man  die 

Constante  — :^ —  mit  d  bezeichnet: 
A 

.-  1  n         ck     '      fi^  k  .2ni       ^^         ^ 

längs  a:  w*  —  w^'  =  2 jrt ,  -^-  =  ^  ,     ^—^^ 

längs  b:^-y^=:ö,       ^==/*     ,     g  =  ,2,-w.-wo 

Die  Werthe ,  welche  w  in  den  Punctcn  p,  —  p,  q,  —  </,  0,  0', 
oo,  c»'  besitzt,  sind  folgende: 

■  W  (p)  =         -^,  W  (q)  .-=        T  -  Y' 

W  (—  p)  =  —  -g-,         W  (-  ry)  =  —  -^ -, 

w  (0)  =  0,  w  (oo)  =  —  Tti  —  y, 

W  (O'j  =--:=  -  ni,  w  (oo'i  =             —  y 
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Die  Funclion  t^  kann,  toeü  w  auf  der  Fläche  fSi'  überall 
stetig y  mithin  auch  überall  cwJlich  ist,  auf  jener  Fläche  nirgends 
Null  werden.  Die  Funclion  O  hingegen  besitzt  auf  SR'  Jederzeit 
2  Nullpuncle  erster  Ordnung, 


Fünfter  Abschnitt.    Fortsetzung.    Es   wird  gezeigt,   wie  sich 
mit  Hülfe  der  0-Eeihe  die  ümkehrong  der  Function  w  (z)  be- 
werkstelligen, nämlich  z  durch  w  (z)  ausdrücken  lasst 

Wir  wollen  der  Kurze  wegen  eine  jede  Function,  die  auf 
einer  gegebenen  Fläche  überall  eindeutig,  und  mit  etwaiger  Aus« 
nähme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall  stetig  ist,  eine  regel- 
mässige Function  nennen,  oder  genauer  ausgedruckt,  eine 
Function  nennen,  die  innerhalb  jener  Fläche  überall 
regelmässig  bleibt.  Die  Ordnungszahl  einer  solchen  regel- 
mässigen Function  wird  in  jedem  Nullpunct  durch  eine  positive, 
in  jedem  Pole  -durch  eine  negative  ganze  Zahl,  und  in  jedem 
andern  Punct  durch  Null  dargestellt.  Ausserdem  müssen  wir 
uns  in  Betreff  dieser  Functionen  noch  an  einen  gewissen  allge- 
meinen Satz  erinnern  (S.  274),  welcher  so  lautet: 

Sind  /*!,  /*2,  .  .  .  /*a  und  qpj,  tp^t  ...  9/?  irgend  welche  von 
z  abhängende  Functionen,  die  auf  einer  gegebenen  Fläche  überall 
regelmässig  sind,   so   gilt  Gleiches  auch  von  dem  Quotienlen: 

fx  >A  «>./; 
fpi  'ffi . ' '  (fß 

Zugleich  erhält  man  die  Ordnungszahl  dieses  Quotienten  in  jedem 
Punct  der  gegebenen  Fläche  dadurch,  dass  man  die  Ordnungs- 
zahlen der  im  Zähler  vorhandenen  Functionen  addirt,  und  von 
der  so  gebildeten  Summe  die  Ordnungszahlen  der  im  Nenner  be- 
findlichen Functionen  subtraliirt. 

Von  diesen  Bemerkungen  wollen  wir  nun  Anwendung  machen 
auf  die  Functionen: 

^  =  ^  (w(t)-</), 


(1) 

und  auf  den  aus  diesen  zusammengesetzten  Quotienten: 


k  .w(z) 
71   =^  e 
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(2)  e  _  _  ,-^  -.  _  ^_- j  . 

Unter  g,  g\  k  sollen  dabei  ganz  beliebig  gewählte  Constanteu 
verstanden  werden. 

&,  &'  und  rj  sind  von  z  abhängende  Functionen,  die  inner- 
halb der  Fläche  SR'  allenthalben  regelmässig  sind. 
Gleiches  gilt  demnach  auch  von  &, 

Bezeichnen  wir  ferner  die  beiden  der  Function  O  zugehörigen 
Nullpijncte  erster  Ordnung  mit  z^,  Zj,  und  die  beiden  dei*  Func« 
tion  &'  zugehörigen  mit  z/,  ij',  so  wird  die  Ordnungszahl  von  O 
in  den  l^uocten  Z|,  Zj  ^^"  Werth  1,  in  allen  übrigen  Puncten 
der  Flache  3i'  hingegen  den  Werth  0  haben.  Desgleichen  wird 
die  Ordnungszahl  von  ^'  in  den  Puncten  z^\  z<l  den  Werth  1, 
in  den  übrigen  Puncten  den  Werth  0  haben.  Endlich  wird  7\ 
eine  Function  sein,  deren  Ordnungszahl  auf  der  Fläche  [Ji'  allent- 
halben gleich  0  ist. 

Hieraus  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  vorhin  gemachte 
Bemerkung,  dass  die  Ordnungszahl  von  @  in  den  Puncten 
Zj,  Zj  ^^^  Werth  2,  in  den  Puncten  z/,  z^  den  Werth 
—  2,  und  in  allen  übrigen  zur  Fläche  31'  gehörigen 
Puncten  den  Werth  0  besitzt^  Sollte  einer  der  beiden 
Puncle  Zj,  Z2  zufälligerweise  mit  einem  der  Puncte  z^,  z^  ge- 
rade zusammenfallen,  so  würde  die  Ordnungszahl  von  6  in  einem 
solchen  Puncte  gleich  2  —  2,  also  gleich  0  sein. 

Wir  untersuchen  nun  ferner  die  am  Rande  von  Sft',  d.  i. 
an  den  Ufern  der  Ströme  a,  h  befindlichen  Werthe  von  6.  Sind 
\  und  ^  irgend  zwei  auf  dem  Unken  und  rechten  Ufer  eines 
dieser  Ströme  einander  gegenüberliegende  Puncte,  und  sind 
0\  %\  ri\  9^  und  0^,  -^'^  r/<?,  ö^  die  in  diesen  Puncten  vorhan- 
denen Werthe  von  ^,  -ö*',  %  &,  so  ist; 


mithin: 


—  i'sLV  /?^V  /'^1\~^ 


Nun  ist,  wie  wh*  vorhin  (S.  375)  gefunden  haben: 


378 


längs«:   ^j,,  =e 
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*'*  —  1 

fr'f  —  <* 

«1           2*.2«( 

langst:   ^^-,=6»  -^  --^ 

Somit  crgielit  sich 

Ilaugs  a 
langst:   g^  =  <?        ^    ^     '^   • 

Die  Constante  (¥  ist  eine  gegebene  und  unveränderliche.  Dit; 
Constanten  k^  g,  g  hingegen  können  beliebig  gewählt  werden. 
Wir  bestimmen  diese  letzteren  der  Art,  dass  die  hier  auf  der  rech- 
ten Seite  stehenden  Exponcntialgrössen  beide  gleich  1,'dass  also 
die  in  ihnen  vorhandenen  Exponenten  Vielfache  von  2ni  werden. 
Zu  diesem  Zwecke  setzen  ^ir  zuerst: 

(4)  ■•  k  =  v/ 

und  denken  uns  sodann  g^  g   der  Art  gewählt,  dass 

Äd  +  2  (^  —  gf')  =  —  ftTUi, 
oder 

(5)  v5  +  2  (öT  —  ö')  =  —  f*^« 

wird,  wo  f4  und  v  irgend  welche  (positive  oder  negative)  gaoze 
Zahlen  sein  sollen.  Thun  wir  dies,  so  verwandeln  sich  die  in 
(3)  angegebenen  Werthquotienten  in: 

längs«:   ^  =  1, 


l  längst:   I 


Bestimmen  wir  also  die  Constanten  g^  g,^  k  in  der  Art,  wie  die 
Gleichungen  (4),  (5)  es  verlangen,  so  wei'deu  die  in  den  Strömen 
rt,  h  vorhandenen  Unstetigkeiten  von  6  verschwinden. 

Bis  hierher  haben  wir  alle  Functionen  auf  die  von  den  Ufern 
der  Strome  «,  h  umrandete  Fläche  [Ji'  bezogen.  Indem  wir  nun 
weiter  gehen,  nehmen  wir  an  Stelle  jener  Fläche  9ft'  zur  Grund- 
lage für  unsere  Untersuchung  die  geschlossene  Fläche  3t. 

So  lange,  als  die  Constanten  g^  g\  k  beliebige  Werthe 
besassen,  war  die  Function  0äuf9fi'  allenthalben  regelmässig, 
auf  der  Fläche  SR  hingegen,  in  Folge  der  in  den  Strömen  a,  h 
vorhandenen  Unstetigkeiten,  nicht  regelmässig.  Wählen  wir 
aber  die  Constanten  g^g^k  der  Art,  wie  die  Gleichungen  (4),  (5) 
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es  verlangen,  so  verschwinden  jene  Unstetigkeiten,  und  Q  verwan- 
delt sich  in  .ei«e  Function,  die  nicht  nur  auf  di\  s'bndern  auch 
auf  di  allenthalben  regelmässig  ist.  Wir  gelangen  dem- 
nach zu  folgendem  Satz: 

Ist  g  irgend  welche  ConstantCy    und  sind  fi,  v  irgend  welche 
ganze  Zahlen ^  so  wird  der  Ausdruck: 

^1 


0  = 


eine  von  z  abhängende  Function  sein^  welche  auf  der  geschlos- 
senen Fläche  9t  allenthalben  regelmässig  ist. 
Sind  femer  z^^  z<^  die  beiden  dem  Zähler 
%  (W  {z)  -  g) 
zugehörigen  Nüllpuncte  erster  Ordntmg^  und  z^\  z^   die  dem  Nenner 


^  hf  [z)  —  g  —  i^"^  —  V  ^\ 


zugehörigen^  so  wird  die  Ordnungszahl  von  Q  in  den  Puncten 
Zj,  Zj  den  Werth  2,  m  den  Puncten  z(,  z^  den  Werth  —  2,  und 
in  allen  übrigen  zur  Fläche  91  gehörigen  Puncten  den  Werth  0 
besitzen.  Fallen  von  den  vier  Puncten  Zj,  Zg»  ^i»  H  i^Q^^d  zwei 
mit  einander  zusammen^  so  7vird  die  in  eijiem  solchen  Puncte  vor 
handene  Ordnungszahl  von  &  gleich  der  Summe  der  fxir  jene  bei-, 
den  Puncte  angegebenen  Zahlen  sein. 

Eine  Function,  weiche  auf  einer  Riemann'schen  Kugeliläche 
überall  regelmässig  (d.  h.  überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme 
einzelner  Pole  überall  stetig)  ist,  mrd  nun,  wie  wir  früher 
(S.  29u)  gesehen  haben,  jederzeit  eine  algebraische  Function 
von  z  sein.  Demnach  muss  die  zwischen  unserem  Ausdruck  0 
und  zwischen  z  vorhandene  Abhängigkeit  sich  auf  algebraische 
Weise  ausdrücken  lassen.  Indem  wir  solches  aber  unternehmen, 
beschränken  wir  uns  in  Betreff  der  in  B  enthaltenen  Constanten 
g  und  in  Betreff  der  darin  enthaltenen  ganzen  Zahlen  f,  v  auf 
gewisse  besondere  Fälle. 

Wir  suchen  zunächst  die  in  der  Function 
(1)  ^(w(z)-^) 

enthaltene  Constante  g  der  Art  zu  beslunmen,  dass  die  Function 
in  den  beiden  Puncten  <y  und  — q  verschwindet;  also, 
weil  (zufolge  S.  375): 
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W  ('/)   =  ^  -  y,       W  (-  y)  =  -  ^   -    2- 
isl,  (lur  Art  zu  iiestiiiiinen,  dass  die  Ausdrücke 

(2)  ^(^-^-9)      «nd      ^(-fi_4_,) 

beitle  =  0  werden.     Nun  ist  (vgl.  S.  372,  Formel  (19))  jederzeit 

(3)  ^  {{m  +  i)  ^1  +  {n  +  i)  <J)  =  0, 
vorausgesetzt,  dass  m  und  n  irgend  welche  ganze  Zahlen  vorsteilen. 
Die  Ausdrucke  (2)  werden  daher  verschwinden,  sobald  man 
^  =  0  setzt.  Und  die  Function  (1)  wird  demnach,  falls  man 
für  g  diesen  Werth  nimmt,  in  den  beiden  Pnncten  q  und  —  q 
verschwinden. 

Will  man  andererseits  die  Function  (1)  durch  geeignete  Wahl 
der  in  ihr  enthaltenen  Constanten  g  dahin  bringen,  dass  ihre 
Nullpuncte  mit  den  Puncten  p  und  — p  zusammenfal- 
len, so  muss  man,  weil 

W(p)   =   -2",       W(-/>)   =   —    "2- 
ist,  die  Constante  g  der  Art  wählen,  das^  die  Ausdrücke 

^(t-^)     "«"1     ^(-T-0 

beide  verschwinden;  und  solches  geschieht,  mit  Rücksicht  auf  (3), 

sobald  man  g  =  +  -^  setzt. 

Wir  können  ferner  g  der  Art  wählen,  dass  die  Function  (1) 
in  den  beiden  Puncten  0  und  0'  verschwindet.     Da 

w  (0)  =  0,     w  (0')  =  —  7ii 
ist,   so  müssen   wir,   um  solches  zu   erreichen,  die  Constante  g, 
in  solcher  Weise  bestimmen,  dass  die  Ausdrucke 

&{ — g)     und     d^  (— Tci  —  g) 
Null  werden.     Dies  aber  geschieht,  wenn  wir 

setzen. 

Endlich  können  wir  g  auch  der  Art  wählen,  dass  die  Func- 
tion (1)  in  den  Puncten  oo  und  oo'  verschwindet.  Für 
jene  Puncte  ist: 

w  (oo)  =  -  7tt  —  -,     w  (oo')  =  -  Y' 
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Und   wir  werden   daher,   um   unseren   Zu  eck   zu   erreichen,    die 
Constante  g  so  hestimmen  müssen,  dass  die  Ausdrucke 

^  (-  ^''  -  Y  -  ^)      und     ^  (-  Y  ~  ^) 

Null  werden.     Dies  geschieht,  wenn  wir  g  '='  +_~  setzen. 
Die  Nüllpuncle  der  vier  Functionen 

(4)        ^(w);     0(w  +  ^);     ^(w  +  l);     o(w  +  '|+f) 

liegen  also  in  den  Puncien: 

q,    —  g;  OO,   OOj  p,    —p:  0,   0'. 

Zufolge  des  letztgefundenen  Satzes  (S.  379)  wird  demnach 


e 


eine  von  z  abhängende  Function  sein,  die  auf  der  geschlossenen 
Fläche  Sft  überall  regelmässig  ist,  und  deren  Ordnungszahl  in  den 
Puncten  0,  0'  den  Werth  2,  in  den  Puncten  oo,  cx)'  den  Werth 
—  2,  in  allen  übrigen  Puncten  hingegen  den  Werth  0  besitzt. 
Wort  für  Wort  dasselbe  gilt  aber  (vergl.  S.  264,  265)  auf  der 
Fläche  dt  auch  von  der  Function 

z\ 
Demnach  sind  Q  und  z'^  zwei  Functionen ,  die  auf  dt  allenthalben 
regelmässig,  und  allenthalben  von  gleichen  Ordnungszahlen  sind, 
also  zwei  Functionen,  die  zufolge  eines  früher  bewiesenen  allge- 
meinen Satzes  (S.  276)  nur  durch  einen  constanten  Factor  von 
einander  verschieden  sein  können.  Wir  erhalten  daher,  wenn  wir 
diesen  constanten  Factor  mit  K  bezeichnen: 


Utn  I^  zu  t)estimmen,  lassen  wir  den  variablen  Punct  t  ein- 
mal mit  py  und  einmal  mit  g  zusammenfallen,  und  erhalten  als- 
dann, ;^eil 

ist,  im  ersten  Fall: 
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„2 


(6)  P'  =  ^-     -v        .(„,) 


(7)  q^  =  K.e  I ^-^ 


\       » (ni)       /  ' 
im  zweiten  Falle: 

Nun  ist  zufolge  der  für  ^  gültigen  allgemeinen  Formeln  (S.  372) 

«('"+i)=»(f> 

Somit  ergiebt  sich  aus  (6)  und  (7)  durch  Multiplication : 

(8)  p^q'  =  iT^  .  e^""''^  =  K^  .  e~^, 
folglich : 

(9)  K  =  pq.e^. 

Substituirt  man  endlich  diesen  Werth  in  (5),  so  erhält  man: 


2w 
(10)  z^^pq.e 


In  ganz  ähnlicher  Weise  lässt  sich  nun  ferner  (vgl.  S.  379  u. 
381)  auch  folgender  Ausdruck  behandeln: 


e 


Dieser  ist  wiederum  eine  von  t  abhängende  Function,  welche  auf 
91  überall  regelmässig  ist,  und  deren  Ordnungszahlen  in  den 
Puncten  p,  —  p  gleich  2,  in  den  Puncten  oo,  (x>  gleich  —  2, 
und  in  allen  übrigen  Puncten  gleich  0  sind.  Völlig  dasselbe  gilt 
aber  (vgl.  S.  264  u.  265)  auch  von  der  Function: 

{p  —  z}(p  +  z)       oder      p^ — s^. 
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Somit  erhält  man: 

Nimmt  man,   um  K  zu  berechnen,   für  den  Punct  z  einmal  den 
Punct  0,  und  einmal  den  Punct  q^  so  ergiebt  sich,  weil 


w  (0)  =  0,      w  (?)  =  ^  -  I- 


ist: 


P" 


2 
2 


P'  -  9^  = 


(-i) 

und  hieraus  durch  Multiplication: 

p2  (^2  _  ^2)  =  A'V'"'"*  =  -  Jr2 
folglich: 


-^ 


Substituirt  man  diesen  Werlh  in  (11),  so  erhält  man  schliesslich: 


, -..+1  /»(-+n\' 


2w-. 

Endlich  lässt  sich  in  ähnlicher  Weise  der  Ausdruck 

/_    &  (w)       \ ' 


e  = 


behandeln.  Dieser  ist  eine  von  2;  abhängende,  auf  der  Fläche  91 
uberal(  regi^mässigß  Function,  deren  Ordnungszahlen  ia  den 
Puncten  q,  —  q  gleich  2,  in  den  Puncten  cx),  cx)'  gleich  —  2, 
und  in  allen  übrigen  Puncten  gleich  0  sind.  Ganz  dasselbe  gilt 
aber  aucl\  von  der  Function 

{q  —  z)  (q  +  z)       oder       q'^  —  2:^,   . 
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Somit  erliäll  man,  falls  K  eine  Constante  bezeichnet: 

(13)  q^-z^  —   ^     f ^^^ 


/    ^  (w)    Y 


Um  den  Werth  von  K  zu  ermitteln,  lassen  wir  den  Punct  z  ein- 
mal  nach  0,   und  einmal   nach  p  fallen,   und   erhalten  alsdann, 

weil 

ni 


ist: 


w  (0)  =  0,      w  (p)  = 


"   VW 

9        P    -  ^X^inii) 


Hieraus   crgiclit  sich,   weil  ^  [ni)  =  -O*  (0)  ist,   durch  Multipli- 
calion : 

q"  ig'  -  P")  =  K\ 

mithin : 

folglich,  wenn  man  diesen  Wcrth  in"  (13)  substituirt: 

»(w) 


(14)  q^-z^  =  q  l/q'  -  p 


,i 


(         9  (W)         Y 


Die  Ilauptresultate ,  zu  welclien  wir  bis  jetzt  gelangt  sind,  wer- 
den durch  die  Gleichungen  (10) ,  (12)  und  (14)  dargestellt;  lassen 
sich  also  folgendermassen  aussprechen: 

Setzt  man 

Hf  Ä  (^)  =  «» (t),       ■  . 

?J  ^(*)  =  w  (i), 

und  bezeichnet  man  ausserdem  zur  Abkürzung  die  Constante 

^Tti.B 


mit  6,  und  die  Constante  j/q"^  —  p^  mit  r,  so  finden  jederzeit  fbi- 
gende  drei  Formeln  statt: 


p' 
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/_9JW)_  y 


2  2  /  ^(W)  ^2 

q^  —  z*  z=  qr     ' 


Hier  ist  unter  O  (ü)  die  unendliche  Reihe 

n=+oo 
e 

zu  verstehen. 


&{ü)  =  ^^^«'  +  2^« 


Sechster  Abschnitt    Durch  üebertrag^g   der   im   letzten  Ab- 
schnitt  erhaltenen   Eesoltate   auf  das  Integral  co  (z)  und  anf 
das  ursprünglich  vorgelegte  Integral  ^  (z)  ergiebt  sich  schliess- 
lich die  Lösung  des  gestellten  Problemes. 

Diese  Resultate  beziehen  sich  zunächst  allerdings  nur  auf  die 
dem  Integral  (o(z)  zugeordnete  eindeutige  Function  w(z),  lassen 
sich  aber,  wie  gegenwärtig  gezeigt  werden  soll,  auf  jenes  Integral 
selber  sofort  übertragen. 

Das  Integral 

z 
/  V  2ni     Cdz 


Ini     rdz 

A  J  a 


bewegt  sich  auf  der  geschlossenen  Fläche  9i  in  völlig  will- 
kührlicherßahn  vorwärts.  Die  eindeutige  Function  w  (z)  hin- 
gegen ist  durch  ein  Integral 

z 
^  i  X  2ni    C  dz 

^{z)  =  -tJ  -r 

definirt  worden,  welches  in  seiner  Bewegung  beschränkt 
ist,  welches  nämlich  die  auf  der  Fläche  91  vorhandenen  Ströme 
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ö,  b  nirgends  überschreiten  darf.  Diese  Function  w  {z)  war  in 
den  Strömen  a  und  b  mit  gewissen  constanten  Wertlidifferenzen 
2  7ri  und  6  behaftet;  es  war  nämlich 

längs  a:  w^  —  w*  =  2jri, 

längs  ft:  w*  —  w^  =  J. 
Zufolge  eines  früher  gefundenen  Salzes  (S.  343)  wird  daher  zwi- 
schen dem  Werthe,  mit  welchem  das  auf  willkürlicher  Bahn  fort- 
schreitende Integral  o  in  irgend  einem  Puncte  z  eintrifiTt,  und 
zwischen  demjenigen  Werthe,  welchen  die  eindeutige  Function  w 
in  jenem  Puncte  besitzt,  immer  ein  gewisser  einfacher  Zusammen- 
hang stattfinden.  Sind  nämlich  cd  {z)  und  w  {z)  zwei  solche  Werthe, 
so  wird  jederzeit 

(1)  03  («)  =  w  (z)  +  m  .  2ni  +  n.d 
sein,  wo  m  und  n  irgend  welche  unbekannte  ganze  Zahlen  vor- 
stellen.  Der  Bequemlichkeit  willen  setzen  wir  für  ©  (z)  und  w  (z) 
kurzweg  w  und  w,  und  erhalten  alsdann: 

(2)  CD  =  w  +  m  ,  2ni  +  n  ,  d. 

Zufolge  einer  allgemeinen  Eigenschaft  der  mit  d'  bezeichne- 
ten Reihe  (S.  372,  Formel  (18))  ist  nun,  falls  m  und  n  irgend 
welche  ganze  Zahlen,  und  ü  irgend  eine  beliebige  Grösse  vor- 
stellt, jederzeit: 

Setzen  wir  hier  statt  ü:  \ 

w  +  ^, 
wo  g  irgend  welche  Constante  vorstellen  soll,  und  beachten  wir, 
dass  U  +  2m7ii  +  n  .S  alsdann  gleich 

W  +  2w7ri  +  nö  +  g, 

mithin  zufolge  (2)  gleich 

(o  +  g 

wird,  so  erhalten  wir: 

Ebenso  wird,  falls  wir  die  Constante  g  mit  irgend  einer  andern 
Constante  g'  vertauschen: 

(5)  ^i^  +  0)  _    -  («**  +  2«w  +  271^0 
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Durch  Division  von  (4)  und  (5)  ergiebt  sich: 

und  falls  wir  diese  Gleichung  mit  der  aus  (2)  folgenden  Gleichung: 

km Ä(w  +  »i  .2«i  +  nd) 

ß  ■  ß  9 

d.  i.  mit  der  Gleichung: 

kci  kw      nkd 

ß      z=z  e       .  ß 

multipiiciren: 

i»x  »{^  +  9)    *ß>  _  ^(w  +  ^)    kW      n(^kä-2(g-g')), 

oder  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  zum  Quadrat  erheben: 

Hier  sind  g,  g\  k  ganz  beliebig  gewählte  Constanten.  Wir  sehen 
aus  dieser  Gleichung  (8),  dass  der  Ausdruck 

f^{u  +  9)    kuy 
\»{i/+g)'^    ) 

für  [7  =  w  und  für  U=  cd  ein  und  denselben  Werth  besitzen 
wird,  sobald  jene  Constanten  g^  g\  h  der  Art  beschaffen  sind, 
dass 

kd^2{g-g) 

gleich  einem  Vielfachen  von  %i  ist. 

Bei  denjenigen  Ausdrücken,  die  in  den  von  uns  erhaltenen 
drei  Formeln  (S.  385)  sich  vorfinden,  ist  nun  aber  solches  der 
Fall.     Im  ersten  ist  nämlich: 

ni     .      d  ,  ni  i  < 

Ö'  =  Y"  +  Y'        9  =  -J'        /:  =  1, 

mithin: 


im  zweiten  ist 

( 
Y' 


g  =  T'  ^   =  -^'         A:=  1, 


mithin: 

kö  -—  2  {g  —  g')  =  ö  —  ö  +  tti  =  ni; 
endlich  im  dritten: 

g  =  0,  ^'  =  ^,        Ar  =  0, 

25* 
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mithin: 

kd  —  2  {g  —  g')  =  0  +  ni  =  ort. 

Wir  können  somit  in  jenen  drei  Formeln  an  Stelle  desjenigen 
Werthes,  welchen  die  eindeutige  Function  w  im  Puncto  z  besitzt, 
auch  denjenigen  Werth  einsetzen ,  mit  weichem  das  auf  irgend 
welcher  willkührlichen  Bahn  fortschreitende  Integral  cd  in  jenem 
Puncto  z  eintrifft,  und  erhalten  alsdann: 

•(»(.  +  ¥))■ 


p2    _    ^2     --;    pj. 


i^^Z^   = 


Jede  dieser  drei  Formeln  kann  als  die  Lösung  des  zu  An- 
fang (S.  345)  hingestellten  Problemes  angesehen  werden.  Denn 
jede  derselben  giebt  uns,  wenn  das  Integral  auf  irgend  welcher 
unbekannten  Bahn  in  einem  ebenfalls  unbekannten  Puncto  z  an- 
langt, die  Mittel  an  die  Hand,  diesen  Punct  z  zu  bestimmei^  so- 
bald nur  der  Werth  oo,  mit  welchem  das  Integral  daselbst  ein- 
trifft, bekannt  ist. 

Das  Problem  ist  somit  gelöst.  Wir  können  uns  über  die 
gefundene  Lösung,  wenn  wir  das  Wesentliche  zusammenfassen, 
folgendermassen  aussprechen: 

Sind  p,  q  beliebig  gegebene  (reelle  oder  imaginäre)  Constanien, 
ist  femer 

und  handelt  es  sich  um  die  ümkehrung  des  von  der  Grösse  0  aus 
auf  ganz  willkührlicher  Bahn  nach  irgend  welcher  andern  Grösse 
z  hinerstreckten  Integrales 


Sl 


z 

~ d «' 
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so   berechne  man  zuerst  die  diesem  Integral  zugehörigen  Funda- 
mentaiwerthe  .* 

Ä(p),     äi-p),     Äfe),     Ä(-y), 
sodann  diejenigen  beiden  Constanien  Ay  By  welche  mit  jenen  Fun- 
damentalrverthen  durch  die  Gleichungen 

verbunden  sindy  femer  die  aus  A  und  B  zusammengesetzte  Con- 

stante : 

2ni,B  . 

und  bilde  endlich  die  von  d  und  einem  beliebigen  Argumente  ü  ab- 
hängende unendliche  Reihe: 

n=+(X> 

Ist  nun  der  Werth  Sl  gegeben  y  mit  welchem  das  Integral 
nach  DurcMaufung  irgend  welcher  unbekannten  Bahn  in  irgend 
einer  ebenfalls  unbekannten  Grösse  z  eintrifft  y  so  gelten  y^  falls  man 

2  ni 
das  Product  jenes  Werthes  Sl  mit  —j-  durch  cd  bezeichnet  y    zur 

Berechnung  dieser  unbekannten  Grösse  z  folgende  Formeln: 


f^zr^  —  f^r  . 


'»(O)) 


(«  +  ¥)■ 


% 


WO  r  zur  Abkürzung  gesetzt  ist  für  }/q'^ — p^. 


Zehnte  Vorlesung. 

Die  AbePschen  Integrale. 


Erster   Abschnitt.     Bei  TJmkehnmg  der   Aberschen  Integrale 

Sl^,  Sl^f . . .  Sls  sind  zwei  Probleme  zu  unterscheiden;  von  diesen 

.  ist  das  eine  eigentlich  nur  ein  Specialfall  des  andern. 

Es  sei: 

B=j/(z  —  p^)  {z  —  q^)  {Z—P2)  {z  —  qz) (z—ps^i)  [z  —  qs  +  i), 

und: 

^1  — s » 

F^  —  j^ , 

Fs ^ , 

wo  die  Grössen  p,  q^  g  beliebig  gegebene  reelle  oder  imaginäre 
Constanten  sein  sollen,  und  wo  z  ein  variables  Argument  vorstel- 
len soll,  welcbes  alle  möglichen  reellen  und  imaginären  Werthe 
annehmen  darf.  Ausser  den  p^  q^  g  sei  schliesslich  noch  eine 
letzte  Constante  gegeben,  die  «  heissen  mag;  ob  sie  reell  oder 
imaginär  ist,  soll  ebenfalls  völlig  gleichgültig  sein. 

R  ist  eine  Wurzelgrösse,  die  für  2:=:p|,   z==g|,  z=p^^ 

z^=-q<i^ 2  =  ps^\ ,  z  =  qs^i  verschwindet,  und  für  jedes 

andere  z  zwei  einander  entgegengesetzte  Werthe  besitzt. 

Wir  lassen  das  Argument  z  eine  von  8  ausgehende,  stetig 
zusammenhängende  Werthreihe 


\  ^  1   z  ^   z  ^   z    ^ 


durchwandern,  und  lassen  gleichzeitig  aus  dem  Werthvorrath  der 
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Grösse  R  eine  ebenfalls  stetig  zusammenhängende  Werth- 
reihe 

7^0,  R\  K\  r\ .... 

sich  abwickeln,  die  mit  jener  correspondirt;  so  dass  z.  B.  R^ 
einen  von  denjenigen  beiden  Werthen  bezeichnet,  welche  die 
Grösse  R  für  z  =  « ,  und  im  Allgemeinen  Ä<*)  einen  von  den- 
jenigen vorstellt,  welchen  jene  Grösse  für  z=  z^^)  annimmt.  Der 
Anfangswerth  Ä®,  von  welchem  die  Reihe  R^,  R\  Ä"  .  .  .  ausgeht, 
sei  ein  für  allemal  auf  eindeutige  Weise  (d.i.  seinem  Vor- 
zeichen nach)  festgesetzt.  Hierdurch  ist  diese  Reihe  noch  kei- 
neswegs ihrem  ganzen  Laufe  nach  eindeutig  bestimmt; 
wie  sich  sogleich  zeigen  wird. 

Die  ursprünglich  genannte  Reihe  «,  z\  z\  .  .  .  schreitet  in 
ganz  willkührlicher  Weise  fort,  kann  also  durch  irgend  eine  der 
Grössen  p,  q  und  durch  jede  derselben  beliebig  oft  hindurch- 
gehen. In  jedem  Augenblick  nun,  wo  ein  solcher  Durchgang 
stattfindet,  wird  die  Schritt  für  Schritt  nachfolgende  Reihe  Ä^, 
R\  R'\  .  .  .  durch  den  Werth  0  gehen;  und  hiedurch  entsteht 
im  nächstfolgenden  Augenblick  ein  Zweifel  über  das  Vorzeichen. 
Denn  im  nächstfolgenden  Augenblicke  werden  sich  jedesmal  zwei 
unendlich  wenig  von  0  verschiedene,  unter  einander  aber  ent- 
gegengesetzte Werthe  darbieten,  von  welchen  die  Reihe  Ä^, 
R\  R'\  .  .  .  ganz  nach  Laune  den  einen  oder  auch  den  andern 
in  sich  aufnehmen  kann.  Ist  die  Entscheidung  erfolgt,  ist  hier 
die  Wahl  getroffen,  so  werden  nunmehr  diejenigen  Werthe,  welche 
die  Reihe  Ä®,  R\  R"  .  .  .  bei  weiterem  Fortgange  in  sich  aufzu- 
nehmen hat,  wiederum  eindeutig  bestimmt  sein,  allerdings  nur 
so  lange,  bis  sie  von  Ne.uem  durch  den  Werth  0  geht,  wo  dann 
abermals  eine  Unbestimmtheit  eintritt.  Wir  machen  keinerlei 
Festsetzungen,  um  diese  Unbestimmtheit  etwa  zu  beseitigen. 

Unter: 

z 

Fxdz 


J 


oder: 


j 


R 
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mag  ein  Inlegral  verstanden  werden,  welches  über  irgend  eine 
siel  ig  zusammenhängende  Werihreihe  von  z,  und  ehenso  aucli 
öher  eine  stetig  zusammenhängende  Werthreihe  von  R  hiner- 
streclit  ist.  Ebenso  wie  die  erstere  von  der  gegebenen  Grösse  a 
ausgeht,  ebenso  soll  auch  die  letztere  beständig  von  der  ein* 
deutig  gegebenen  Grösse  R^  ausgehen. 

Durch  Angabe  der  ersteren  Werthreihe  ist  nun  aber,  wie 
wir  gesehen  haben,  die  letztere  noch  keineswegs  ihrem  ganzen 
Laufe  nach  bestimmt  Soll  daher  die  Bahn,  auf  welcher  das 
Integral  hinläuft,  genau  bezeichnet  werden,  so  wird  erforderlich 
sein,  dass  man  nicht  nur  die  auf  dieser  Bahn  liegenden  Werthe 
von  Zy  sondern  gleichzeitig  auch  die  auf  derselben  befindlichen 
Werthe  von  R  angiebt    Stellt  z.  B. 

eine  stetig  zusammenhängende  Werthreihe  dar,  so  können  mit 
dieser  möglicherweise  mehrere  etwa  n  Wertbreihen  von  i?  cor- 
respondiren,  welche  sämmtlich  von  dem  gegebenen  Anfangswerthe 
Ifi  ausgehen,  und  von  welchen  jeile  stetig  in  sich  zusammen- 
hängt.   In  diesem  Fall  würden  dann  durch  Angabe  der  Grössen 

nicht  eine,  sondern  n  verschiedene  Bahnen  gegeben  sein. 

Die  Bahn  des  Integrales  wird  demnac-h  im  Allgemeinen  erst 
dann  völlig  bestimmt  sein,  wenn  erstens  die  auf  dieser  Bahn  lie- 
genden Werthe  des  Argumentes: 

o,    ^,    Z    ,    ....    Z, 

lind  gleichzeitig  zweitens  auch  die  auf  derselben  befindlichen 
Werthe  der  Wurzelgrösse: 

Ä«,  Ä',  ä", R 

angegeben  sind. 

Isi  also  von  zwei  Integralen  die  Rede y  welche  eine  gemein- 
schaftliche Bewegung  oder  eine  gemeinschaftliche  Bahn 
besitzen  y  so  wird  darunter  zu  verstehen  sein^  dass  jene  Integrale 
nicht  allein  beide  mit  Bezug  auf  ein  und  dieselbe  Werthreihe 
von  2,  sondern  dass  sie  gleichzeitig  auch  beide  mit  Bezug  auf  ein 
und  dieselbe   Werthreihe  von  R  gebildet  worden  sind. 
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Wir  werden  uns  nun  mit  der  Umkebruug  der  Integrale: 


^1  =  ^\   +    f^idz, 
ä 

z 

^2   =   ^2    +     f^2dz, 


Ä,  =   C,    +      CFsÖz 
8 

beschäftigen,   wo   die  C  gegebene  Constanten  vorstellen   sollen, 
t  Es  sind  zwei  Probleme  zu  nennen,  die  hiebei  zu  lösen  sind,  sie 
lauten: 

Erstes  Problem,  Die  Integrale  Äj,  Sl^^,  .  .  ,  Sl,  laufen, 
van  dem  gegebenen  Argument  8  aus,  auf  einer  gemeinschaft- 
lichen, jedoch  völlig  unbekannten  Bahn  vorwärts,  und  dringen 
schliesslich  bis  zu  einem  ebenfalls  völlig  unbekannten  Argument  z 
vor.     Das  Werthsystem 

Sl^[z),  Sl^[z),...Sl,{z), 

mit  welchem  sie  in  z  eintreffen,  ist  gegeben;  es  soll  z  ermittelt 
werden. 

Zweites  Problem.  Die  Integrale  Äj,  Äj»  •  •  •  -^i  laufen, 
von  dem  gegebenen  Argument  b  aus,  auf  einer  gemeinschaft- 
lichen, jedoch  völlig  unbekannten  Bahn  vorwärts;  ihre  Bahn  geht 
durch  irgend  welche  s  unbekannte  Argumente  $,  17,  .  .  .  f  hin- 
durch. Die  Werthsysteme ,  mit  welchen  sie  zuerst  in  J,  sodann 
in  fi  u.  s.  w,,  endlich  in  ^  eintreffen,  werden  der  Reihe  nach  mit 

Äi(|),  Äjd), Ä,{l),    (Erstes  System.) 

femer  mit 

^i{v\  «^2(^)1  •  •  •  •  ^9iv)y    (Zweites  System.) 
u,  s.  w.y  endlich  mit 

Sly[i),  Sl^[t), Ä,(f)     (Letztes  oder  s^^  System.) 

bezeichnet.     Gegeben  sind  die  aus  den  analogen  Grössen  dieser 
Werthsysteme  zusammengesetzten  Summen*. 
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Ä,(ö   +  Ä,(i?)   +  .  .  .   +  Ä,(f)'=  [7,; 
ermiiielt  sollen  werden  jene  8  Argumente  J,  iy,  .  .  .  f*). 


*)  Es  kommt  auf  ein  und  dasselbe  hinaus ,  ob  man  die  s  Werih- 
systeme  der  Integrale  so,  wie  hier  geschehen,  durch  eine  einzige 
Bewegung  definirt,  welche  von  8  aus  über  {»  17,  .  •  .  fortgeht,  und 
schliesslich  bis  i  vordringt;  oder  ob  man  jene  s  Werthsjsteme  durch 
ebenso  viele,  von  einander  völlig  unabhängige  Bewegungen  definirt, 
nämlich  das  erste  System  durch  eine  gemeinschaftliche  Bewegung  der 
Integrale,  welche  auf  willkührlicher  Bahn  von  8  nach  {  geht,  sodann 
das  zweite  System  durch  eine  zweite  gemeinschaftliche  Bewegung  der 
Integrale,  welche,  wiederum  von  H  aus,  auf  willkührlicher  Bahn  nach  ^ 
ri  gelang^  u.  s.  w. ,  endlich  das  letzte  System  durch  eine  letzte  solche ' 
Bewegung,  die,  abermals  von  8  aus,  auf  willkührlicher  Bahn  naeh  ( 
hinläuft. 

Lässt  sich  von  zwei  Begriffen  nachweisen,  dass  der  erste  in  das 
Bereich  des  zweiten,  und  dass  auch  umgekehrt  der  zweite  in  das  Be- 
reich des  ersten  hineinfällt,  so  werden  beide  Begriffe  einander  decken. 
Lässt  sich  daher  von  zwei  Definitionen  nachweisen,  dass  die  erste  durch 
geeignete  Einschränkung  in  die  zweite,  und  dass  auch  umgekehrt  die 
zweite  durch  geeignete  Einschränkung  in  die  erste  verwandelt  werden 
kann,  so  werden  beide  Definitionen  unter  einander  identisch  sein. 
Solches  aber  lässt  sich  von  denjenigen  beiden  Definitionen,  um  die  es 
sich  hier  handelt,  in  der^  That  nachweisen;  wie  sogleich  gezeigt  wer- 
den soll. 

Der  Bequemlichkeit  willen  nehmen  wir  an,  es  wäre  «  =  3,  und  es 
wären  also  auch  nur  3  Grössen  |,  17»  {^  vorhanden.  Wir  bezeichnen 
die  bei  der  ersten  Definition  ins  Spiel  kommende  eine  Bewegung  mit 
e,  und  die  bei  der  zweiten  Definition  auftretenden  drei  Bewegungen 
mit  a,  ßi  Y»  Gleichzeitig  mögen  unter  «',  ß\  y'  drei  andere  Bewegungen 
verstanden  werden,  die  mit  a,  ß,  y  auf  denselben  Bahnen,  aber  in 
entgegengesetzten  Richtungen  fortschreiten. 

Die  bei  der  zweiten  Definition  zu  Grunde  gelegten  Bewegungen 
a,  ß,  y  sind  von  einander  unabhängig  und  vollständig  willkührlich; 
die  eine  läuft  von  8  nach  |,  die  andere  von  8  nach  17,  die  dritte  von 
8  nach  f. 

Da  diese  Bewegungen  völlig  willkührlich  sind,  so  ist  es  erlaubt, 
für  ß  eine  Bewegung  zu  nehmen,  die  durch  weitere  Fortsetzung  der 
Bewegung  a  über  |  hinaus  bis  nach  rj  hin  entsteht,  und  .ebenso  für  y 
eine  Bewegung  zu  nehmen,  die  durch  weitere  Fortsetzung  von  ß  über  ij 
hinaus  bis  nach  f  hin  entsteht.  Bei  geeigneter  Wahl  der  Bewegungen 
«»  ß»  y  verwandeln  sich  demnach  alle  drei  in  eine  einzige  von  8  übler  | 
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Denken  wir  uns  die  s  Argumente  S,  i/,  .  .  .  ?,  welche  auf 
der  von^  ausgehenden  Bahn  liegen,  der  Art  gewählt,  dass  sie, 
mit  alleüiiger  Ausnahme  von  f,  alle  mit  8  zusammenfallen,  so 
werden  von  den  eben  genannten  s  Werthsystemen  alle,  mit  Aus- 
nahme des  letzten,  verschwinden.     Das  Werthsystem: 

Äi(f),  Sl^it).  .  .  .  Ä,(f) 
wird  also  das  einzige  sein,  welches  übrig  bleibt;   alle  übrigen 
verwandeln  sich  in 

0,  0,  ....  0.    . 
Demnach  verwandeln  sich  die  Summen  Z7j,  Cj»  •  •  •  ^s  in  ^i(S), 
Äjffl»  •  •  •  ^s{S)-    Und  die  Aufgabe  wird  also  in  diesem  Falle 


und  fi  nach  S  fortschreitende  Bewegung  s.  Somit  sieht  man,  dass  die 
zweite  Definition  durch  geeignete  Beschränkung  in  die  erste  umge- 
wandelt werden  kann. 

'^  Mit  gleicher  Leichtigkeit  jasst  sich  das  Umgekehrte  nachweisen. 
Die  bei  der  ersten  Definition  zu  Grunde  gelegte  Bewegung  b  geht  auf 
willkührlicher  Bahn  von  8  über  |  und  rj  nach  £  hin.  Wir  können  daher 
diese  Bewegung,  wenn  es  uns  beliebt,  auch  so  wählen,  dass  sie  zuerst 
von  8  nach  |,  sodann  auf  derselben  Bahn  zurück  nach  ^,  nunmehr  von 
8  aus  auf  irgend  welcher  Bahn  bis  17,  auf  derselben  Bahn  zurück  nach  ^, 
und  endlich  von  8  aus  nach  S  geht.    Wir  können  also  für  die  Bewegung  € 

eine  durch 

a  +  a+ß  +  ß'+y 

dargestellte  Aufeinanderfolge  von  Bewegungen  nehmen.  Die  Integrale 
gehen  in  diesem  Fall  von  8  mit  dem  gemeinschaftlichen  Anfangswerthe 
Null  aus,  und  werden  zunächst  durch  die  Bewegung  a  auf  willkühr- 
licher Bahn  nach'  |  getragen.  Nach  Ablauf  der  sich  jetzt  anschlies- 
senden Bewegung  a  treffen  sie  in  8  wieder  ein,  und  zwar  mit  dem- 
selben Werthe,  mit  welchem  sie  ausgegangen  waren,  also  mit  dem 
Werthe  Null;  sie  werden  demnach,  wenn  wir  jetzt  die  Bewegung  ß 
folgen  lassen,  zum  zweiten  Male,  wiederum  mit  dem  Anfangswerthe 
Null,  von  8  ausgehen  und  auf  willkührlicher  Bahn  nach  rj  gelangen. 
Sind  nunmehr  die  Integrale  durch  die  nächstfolgende  Bewegung  ß^  von 
Neuem  nach  8  zurückgetragen ,  so  werden  sie  endlich  zum  dritten  Male, 
abermals  mit  dem  Anfangswerthe  Null,  von  8  ausgehen,  und  durch 
die  Bewegung  y  auf  willkührlicher  Bahn  nach  f  befördert  werden.  Die 
Bewegung  e  kann  also  der  Art  gewählt  werden,  dass  sie  in  drei  von 
einander  völlig  unabhängige  Bewegungen  a,  ß,  y  zerfällt.  Und  hiemit 
ist  dargethan,  dass  die  erste  Definition  durch  geeignete  Beschränkung 
in  die  zweite  verwandelt  werden  kann. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  zufolge  der  anfangs  gemachten  Bemer- 
kung, dass  beide  Definitionen  unter  einander  identisch  sind. 
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darin  bestehen,  wenn  Sl^(S),  Sl^i^),  .  .  -  Sls{i)  gegeben  sind^ 
das  Argument  ^zu  ermitteln.  Das  aber  war  der  Gegenstand  des 
ersten  Problems.  Somit  sehen  wir,  dass  das  erste  Pro- 
blem nichts  Anderes  ist,  als  ein  Specialfall  des  zweiten. 


Zweiter  Abschnitt  Den  primären  Integren  Sl^^  Sl^j  .  .  .  Slg 
werden  die  mit  ihnen  anf  lineare  Weise  verbundenen  secnn- 
dären  Inteprale  m^,  (Oj»  •  •  •  <»«  znr  Seite  gestellt  Die  in  diesen 
linearen  Verbindungen  vorhandenen  constanten  Coefficienten  r 
bleiben  vorläufig  unbestimmt 
Wir  denken  uns  die  Integrale  Sl^,  SI2,  .  .  .  Sl,  \n  einer 
gemeinschaftlichen,  von  8  ausgehenden  Bewegung  begriffen, 
welche  auf  ganz  willkübrlicher  Bahn  fortschreitet,  bald  hierhin, 
bald  dorthin  sich  wendet,  und  unaufhörlich  fortdauert.  Das  Werth- 
system,  mit  welchem  die  Integrale  bei  dieser  Bewegung  in  irgend 
einem  Argument  z  eintreffen,  mag  wiederum  mit 
(1)  Sl,{z),  Sl,{z),  .  .  .  Sls{z) 

bezeichnet,  und  gleichzeitig  mag  unter  (o{z)  eine  veränderliche 
Grösse  verstanden  werden,  welche  an  dieses  System  auf  lineare 
Weise,  und  zwar  vermittelst  irgend  welcher  constanten  Coef- 
ficienten r\,  Tj,  .  .  .  r,,  gebunden  ist;  es  sei  nämlich: 

(2)      «w  =  r,  si,{z)  +  r^  Ä2(z)  +  . . .  +  r,  ä,(z). 

Die  Grösse  a)(z)  kann,  wenn  man  will,  ebenfalls  als  ein  Integral 
angesehen  werden.  Versteht  man  nämlich  unter  /  eine  Integra- 
tion, welche  über  die  von  den  Integralen  (1)  durchlaufene  gemein- 
schaftliche Bahn  sich  hinerstreckt,  so  ist; 


(3) 


Z 

Äj  (z)  =  Ci  +    Cf^  dz, 

8 
z 
Sl^iz)  =  C^  +    fp^dz. 

8 

z 
Slsiz)  =  Cs   +    [Fsdz; 
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substituirt  man  aber  diese  Werthe  in  (2)  und  setzt  man  dabei  zur 
Abkürzung: 

(4)  r,  C,  +  ]\C^  +  ...  +  Fs  Cs  =  c, 

(5)  r,F^+  r^F^  +  ...  +  r,  f,  =  f, 

so  wird: 

z 
(6)  a>(z)  =  c  +    l'fdz. 

8 

Die  Integration  /  hat  hier  immer  noch  die  vorhin  genannte  Be- 
deutung. Demnach  kann  also  co(z)  als  ein  Integral  angesehen 
werden,  welches  mit  den  ursprünglichen  Integralen  Sl^{z),  ^2{^h 
.  .  .  Sls{z)  auf  gemeinschaftlicher  Bahn  fortschreitet. 

Wir  denken  uns  mehrere  derartige  Grössen  (a{z),  die  sammt- 
lich  an  das  Werthsystem 

vermittelst  irgend  welcher  constanten  Coefficienten  F,  ge- 
bunden sind;  es  sei  nämlich: 

G,j(z)  =  F,(^)Sl^{z)  +  F^i^)  Sl^{z)  +  ...+  Fs(')  Sls{z), 
«^(z)  =  r,(2)  Sl,{z)  +  ^(2)  Sl,{z)  +  ...  +  r,(2)  5Ä,  w,      . 
(7) 

a>s(z)  =  AO  Sl,  {z)  +  r^W  Sl,{z)  +  ...  +  A(*)  Sls{z). 
Setzen  wir  nun,  ähnlich  wie  vorhin: 

C2  =  r/2)  c,  +  JV?>  ^2  -I- ...  -I-  r,(2)  c„ 
(ö)  

und  ferner: 

f2  =  F,i^)F,  +  F^i'^)F^  +  ...  +  F,i^)Fs, 

w 

A ^ F^i^)F,  +  r^c)  F^  +  ...  +  r,(') ^„ 

so  wird: 
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•  z 

8 

z 


(10) 


z 
ois{z)  =  Cs  +    I  fsdz. 

8 

Und  es  können  demnach 

als  s  secundäre  Integrale  angesehen  werden,  welche  mit  den 
primären  Integralen: 

Äjz),  ^2(2),  .  .  .  Sl,[z) 
auf  gemeinschaftlicher  Bahn  hinlaufen. 

Ist  für  irgend  einen  Augenblick  der  eben  genannten  gemein- 
schaftlichen Bewegung  das  Werlhsystem  der  primären  Integrale 
gegeben,  wie  solches  bei  dem  erstenProbIcme  stattfindet,  so 
wird  zufolge  (7)  das  Werthsystem  der  secundären  Integrale  in 
jenem  Augenblick  ebenfalls  bekannt  sein.  Demnach  können  wir 
dem  ersten  Probleme,  falls  es  uns  behebt,  eine  etwas  andere 
Fassung  geben;  nämlich  folgende: 

Secundäre  Form  des  ersten  Prohlemes.  Das  Werth- 
system cöj(z),  CO2W,  .  .  .  ^s[z),  welches  die  secundären  Inte- 
grale in  irgend  einem  Augenblick  ihrer  gemeinschaftlichen  Bewegung 
besitzen^  ist  bekannt;  ermittelt  werden  soll  das  Argument  z, 
bis  zu  welchem  ihre  Bewegung  in  diesem  Augenblick  vorgedrungen  ist. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  das  zweite  Problem 
umgestalten.  Versteht  man  nämlich  unter  S,  1/,  .  .  .  ?  diejeni- 
gen s  Argumente,  bis  zu  welchen  die  primären  und  secundären 
Integrale  in  irgend  welchen  s  Augenblicken  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Bewegung  vorgednmgen  sind,  und  unter 

•ßl(^),    «02(1),    .    .    .    «1(0,    «2(0, 

•^iW»    •^2^»    •    •    •    <^l(V)^    «2(»?)>    •    •    •    • 


Äi(?),  Ä2(f),  . . .  «),(g,  «2®, 
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die  s  Werthsysleme,  welche  sie  in  jenen  s  Augenblicken  Besitzen, 
so  wird  zufolge  (7): 

«ad)  =  r,(^)Äj|)  +  r^^^)si^{^)  +  ...  +  r,(^)Ä,(l), 
^aiv)  =  r,«')si,{7i)  +  r^^'^si^[ri)  +  ...  +  r,(->Ä,(i?), 

«a(f)  =  A^^)Äi(?)  +  A(-)Ä2(?)  +  . . .  +  r,(^)Ä,(9 

<J   =3   1,   2,    .    .    .   « 

sein.     Addirt  man  diese  Formeln,  und  setzt  man  dabei 


so  ergiebt  sich: 

«a(l)  +  «a(i7)  +  ...  +  («a®  =  A(^)27i  +  r^c^)?/^  +  ...  +  r,(^)[7,. 

<r  =  1,  2  .  .  .  «. 
Sind  demnach,  wie  das  bei  dem  zweiten  Probleme  der  Fall 
war,  die  Summen  l/j,  Oj»  •  •  •  ^*  gegeben,  so  werden  die  ana- 
logen Sqmmen  der  secundären  Integrale,  nämlich: 

«>i(S)  +  ^i[nY+  .  .  .  +  «i(?), 

«2(ö    +    «2^    +    .    .    .    +    0>2(?), 


^s[k)     +     «,(1?)    +    .    .    .    +    »,(?) 

ebenfalls  bekannt  sein.    Wir  können  demnach  das  zweite  Problem, 
falls  es  uns  zusagt,  auch  so  aussprechen; 

Secundäre  Form  des  zweiten  Problems.  Die  Werth- 
Systeme,  welche  die  secundären  Integrale  in  irgend  welchen  s  Augen- 
blicken ihrer  gemeinschaftlichen  Bewegung  besitzen,  werden  der 
Reihe  nach  mit 

fl>i(l)>  o>2(Ö>  •  •  •  ö>*(l)>     (Erstes  System.) 
cöi(i?).  a)2(^),  .  •  .  (xis[ri),     (Zweites  System.) 


o>i(9>  o'2(f)»  •  •  •  ^s{t)     (Letztes  oder  ä*^  System.) 
bezeichnet.    Bekannt  sind  die  Werthe  der  Summen: 
^\  (^)  +  ß»!  (^)  +  •  •  .  +  Wj  (?)  =  t/, , 

»2(0    +    «2W    +    •    •    •    +    »2(f)   =   «^2» 


«i(ö    +    «i),(iy)    +    .   .   .    +    (0,(9   =  «,; 
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ermittelt  sotten  werden  die  8  Argumente  1,  17,  •  •  •  £*>  Ins  zu 
welchen  die  gemeinschaftliche  Bewegung  der  Integrale  in  jedem 
der  genannten  s  Augenblicke  vorgedrungen  ist. 

Die  secundären  Formen  der  beiden  Probleme  bieten  für  ihre 
Lösung  Vortheile  dar,  vorausgesetzt,  dass  man  ül)er  die  constan- 
ten  Coefficienten  F  auf  geeignete  Weise  disponirt. 


Dritter  Absehnitt.    Um  für  den  kngntt  der  Probleme  eine  fette 

Basis  in  gewinnen,  werden  gewisse  Constanten»  naiolieh  die 

Fnndamentalwerthe  der  primären  und  seenndaren  Integrale 

eingeführt,  gleichzeitig  auch  ein  gewisses  damit  insammen- 

hangendes  fundamentales  Flächengebiet 

In  ähnlicher  Weise,  wie  in  der  vorhergehenden  Vorlesung 
bei  dem  Umkehrungsprobleme  des  elliptischen  Integrales,  machen 
sich  auch  bei  den  gegenwärtig  vorliegenden  Problemen  gewisse 
Fundamentalconstanten  geltend,  die  wir,  um  für  unsere 
Operationen  eine  feste  Basis  zu  gewinnen,  gleich  hier  zu  Anfang 
angeben  wollen. 

Wir  denken  uns  die  gegebenen  Constanten  p ,  q  und  a  nach 
der  Gauss'schen  Methode  durch  Puncto  auf  der  Horizontal- 
ebene dargestellt,  und  ziehen  sodann  in  dieser  Ebene  eine  Curve, 
welche  in  p^  ihren  Anfang  nimmt,  zuvörderst  nach  g^  geht,  dann 
der  Reihe  nach  alle  übrigen  Puncte  />2)  Ö'2>  Ps»  fi's»  •  •  --P'-tai  5^*+! 
berührt,  und  zuletzt  wieder  nach  p^  zurückläuft.  Zugleich  denken 
wir  uns  —  was  jederzeit  möglich  ist  —  die  Curve  der  Art  ge- 
zogen, dass  der  gegebene  Punct  a  innerhalb  derselben  liegt. 
Das  von  dieser  Curve  umschlossene  Gebiet  der  Horizontalebene 
(Fig.  90)*)  mag  das  fundamentale  Flächengebiet  genannt, 
und  mit  ^  bezeichnet  werden;  es  wird  dasselbe  nur  eine  einzige 
Randcurve  besitzen,  und  mit  all'  seinen  Puncten  in  der  Endlich- 
keit liegen,  folglich  eine  Elementar  fläche  sein. 

Die  Wurzelgrösse; 

(1)  ^  =  l/iz—p^){z-q^){z  —  p^){z  —  q^)...{z  —  ps^i){z—qs^i) 
wird  innerhalb  des  Gebietes  21  überall  eindeutig  und  stetig 
sein,  vorausgesetzt,  dass  man  ihr  im  Puncte  «  den  Anfangswerth  R^ 


*)  Die  Figur  90  bezieht  sich  anf  den  Fall,  dass  »  =  3  ist. 
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beilegt,  und  in  den  übrigen  jenes  Gebietes  diejenigen  Werthe  nimmt, 
welche  dem  eben  genannten  Anfangswerthe 
sich   ringsum    anschiiessen.     Gleiches  wird 

innerhalb  2(  auch   von   der  Grösse  „,   und 

H 

Gleiches  demnach  auch  von  den  Grössen 
(2)  ''' 


f\i     /2>     '  '   *    fs 


gelten. 

Es  seien  a  und  a'  zwei  Curven  (Fig.  90),  '^k 
welche  von  s  ausgehen,  in  irgend  einem  ^n 
andern  zur  Fläche  21  gehörigen  Punct  z 
wieder  z'usammentreffen,  und  ihrem  ganzen 
Laufe  nach  innerhalb  21  bleiben ;  ferner  sei  a  der  von  diesen  Cur- 
ven umschlossene  Theil  von  9t.  Ist  F  irgend  eine  unter  den  in 
(2)  angegebenen  Functionen  F^,  F^^  •  -  -  Fg^  f^y  fi*  -  '  *  fs^  so 
wird  das  in  positiver  llichtung  um  den  Rand  von  a  herumer- 
streckte Integral 


/ 


Fdz 


nach  bekanntem  Satze  (Seite  80)  gleich  Null  sein;  weil  F  in- 
nerhalb a  überall  eindeutig  und  stetig  ist.  Dieses  Randintegral 
lässt  sich  in  zwei  Theile  zerlegen,  von  welchen  der  eine  längs 
c  von  8  nach  z,  der  andere  längs  6^  von  z  nach  s  geht;  und 
wird  daher,  wenn  man  die  über  die  Curven  fs  und  <>'  in  glei- 
cher Richtung,  nämlich  von  s  nach  z,  hinerstreckten  Inte- 
grale mit    /  Fdz  und    /  Fdz  bezeichnet,  gleich 


/«.  -  /«= 


Fdz, 


sein.     Somit  ergiebt  sich 

(3)  j  Fdz  =    A 

G  a 

Das  von  dem  gegebenen  Puncte  s  nach  irgend  welchem  andern 
Puncte  z  hinlaufende  Integral: 

Ncumann,  Aberschc  Inlcgrale.  26 
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/ 


Fdz 


wird  demnach  bei  seinem  Eintreffen  in  z  einen  Werth  besitzen«, 
der  von  der  durchlaufenen  Bahn  völlig  unabhängig  ist;   voraiK- 
gesetzt,  dass  man  nur  solche  Bahnen  in  Betracht  zieht,  die  ihrei 
ganzen  Lauf  nach  innerhalb  des  Gebietes  %  bleiben.    Dieses  R(^ 
sultat  wird  sich,  weil  unter  F  irgend   eine  der  Functionen  {! 
verstanden  wurde,  auf  sämmtliche  Integrale 

Äj,  Ä2,  .  .  .  .  Ä„ 

Ml,     (»2,     ....    (0, 

beziehen. 

Die  von  8   auslaufenden  Integrale  ^  und  a>  sind  also,  /lör-^^/j 
man   ihre  Bewegung   auf  das  fundamentale  Gebiet  21   beschrär^  ^^^S;/ 
innerhalb    dieses    Gebietes    allenthalben    eindeutig,      IHejent^r '^n 
Werthe,  welche  diese  Integrale  bei  der  eben  genannten  Beseht* i^.^i^ 
kung  in  den  Puncten  />,  q  annehmen,  mögen  mit 

Sl{p),  ^{q)     und     a>(p),  (o(q) 

bezeichnet,   und  die  jenen  Puncten  zugehörigen  Fundamental^ - 
wert  he  genannt  werden. 

Die  Fundamental werthe   der   primären   Integrale  Ä   sin       ^ 
durch  die  gegebenen  Probleme  bereits  vollständig  bestimmt;  wer*'^"" 
den  nämlich,  sobald  die  in  jenen  Problemen  von  Hause  aus  ent  -^" 
haltenen   Constanten  p,  q,  g,   «,   C  numerisch  gegeben  sind^^^^* 
und  sobald  überdies  das  Vorzeichen   des  Anfangswerthes  Ä®  aui-^^ 
bestimmte  Weise  festgesetzt  ist,  ebenfalls  numerisch  berechnelP^ '^ 
werden  können.     Wir  denken  uns  diese  Rechnung  ein  für  alle^^^' 
Mal  ausgeführt; 

und  betrachten  demgemäss  in  Zukunft  die  s{2s  +  2)  Funda- —  ^' 
mentalwerthe : 

Ji{p),     Ji{q) 

als  bekannte,  den  Problemen  eigenthünüiche  Constanten,     Dies^^^ 
Constanten  sind  es,  welche  in   Verbindung  mit  dem  fundamentale^'^ 
Flächengebiet  91  gewissermassen  die  feste  Basis  bilden,  von  welcher^ 
unsere  weiteren  Betrachtungen  getragen  werden. 
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Doch    ist  In   Bezug   hierauf  noch  Folgendes  zu  bemerken 
Die  dem  Integral 


^c.+ß 


Äx  =^  C-x  +     I  F^  .  dz 
:  ugehorigen  Fundamentalwerthe 

^xiqi),  ^xiq'^,  ....,>  Slx[qs+i} 
ind,  unter  Anderm,  auch  abhängig  von  der  in  diesem  Integral 
enthaltenen  Constanten  C».  Sie  werden  grösser  oder  kleiner  sein, 
^  nachdem  C^  einen  grösseren  oder  geringeren  Werth  besitzt. 
Vertauscht  man  z.  B.  in  Gedanken  die  gegebene  Constante  C^  mit 
^x  +  yx»  so  werden  gleichzeitig  auch  jene  Fundementalwerthe 
;>ämmtlich  um  y^  zunehmen. 

Wir  wollen  uns  nun  —  was  jederzeit  möglich  sein  wird  — 
3ie  Constante  Cx  von  Hause  aus  in  solcher  Art  gegeben  denken, 
3ass  bei  den  s  +  \  Fundamentalwerthen 

•ßx(Pi),    Äx(P2),    .   .  .  .  ,    ^x(Ps^l) 

:lie  Summe  der  s  ersten  ebenso  gross  ist,  als  der  letzte 
Tür  sich  allein.  Solches  mag  nicht  nur  bei  dem  Integral  Sl^ 
aliein,  sondern  bei  sämmtlichen  Integralen  Sl^^  Sl,^,  ...  Slg  statt- 
ßnden.  Dass  alsdann  C^,  Cj,  ...  C,  nicht  beliebig  gegebene, 
sondern  auf  bestimmte  Weise  ausgewählte  Constanten  sind, 
thut  offenbar  der  Allgemeinheit  unserer  Untersuchungen  keinerlei 
Eintrag;  und  ist  gleichzeitig  für  die  Durchfuhrung  dieser  Unter- 
suchungen von  Vortheil. 

Unter  den  Fundamentalwerthen  der  primären  Integrale  Sl 
werden  zufolge  dieser  Festsetzung  in  Zukunft  gewisse  Constanten 
zu  verstehen  sein,  welche  unter  einander  durch  die  Relationen: 


W 


Ä2(Pl)     +    Ä2W     +    •  •  •     +     ^2{Ps)    =    'ß2(P*+t)i 


^siPi)     +    SlsiPi)    +    •  •  •    +    ^s{Ps)   =    Ä,(P+1) 

verbunden  sind. 

Wir  betrachten   ferner  die  den  secundären  Integralen  w 
zugehörigen  Fundamentalwerthe,  d.  i.  die  s(2s  +  2)  Grössen 

ä(p),  w(^). 

2G* 
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Diese  werden  erst  dann  voUstandig  bestimmt  sein,  wenn  über  die 
in  jenen  Integralen  enthaltenen  constanten  Coefficienten  F  auf  be- 
stimmte Weise  verfügt  worden  ist;  was  einstweilen  noch  nicht 
geschehen  soll. 

Wenn  wir  die  Integrale  Sl  und  oo  auf  gemeinschaftlicher  Bahn 
von  8  aus  nach  irgend  einem  andern  Puncte  z  hinlaufen  lassen, 
so  finden  zwischen  den  Werthen,  mit  welchen  sie  in  z  eintreffen, 
jederzeit  folgende  Relationen  statt: 

a>a{z)  =  r/^)  ßj  (z)   +   .  .  .  .+   r,(^)  Ä,(z) 
<r  =  1,  2,  .  .  .  5. 

Diese  Relationen  finden  also  auch  dann  statt,  wenn  die  gemein- 
schaftliche Bahn  der  Integrale  im  Innern  des  Gebietes  %  von  a 
nach  irgend  einem  der  Puncte  p,  q  hinläuft.  In  diesem  Falle 
werden  aber  die  Werthe,  mit  welchen  die  Integrale  in  dem  gerade 
betrachteten  Puncte  p  oder  q  eintrefl'en,  nichts .  Anderes  als  die 
dem  Puncte  angehörigen  Fundamentalwerthe  sein.  Somit 
crgiebt  sich,  dass  die  Fundamentalwertlie  der  primären  und  die 
der  secundären  Integrale  durch  folgende  Relationen  mit  einander 
verbunden  sind: 


<r  =  1,  2  .  .  .  «. 
Da  die  Constanten 

als  bekannt  betrachtet  werden,  so  wird  man  mit  Hülfe 
dieser  Relationen  die  Constanten 

rä(p),       5(gr) 

sofort  berechnen  können,  sobald  über  die  Coefficien- 
ten r  auf  bestimmte  Weise  verfugt  worden  ist. 

Wenn  wir  die  erste  der  Relationen  (5)  der  Reihe  nach  auf 
jeden  der  Puncte  p,,  pj,  .  .  .  p*,  Ps^i  in  Anwendung  bringen,  so 
erhalten  wir: 

«^(Pi)  =  z  r^(^)Ä^(pO, 
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wo  die  Summation  £  über  >c  =  1 ,  2,  .  .  .  5  hinerstreckt  ist.  Wenu 
wir  nun  von  diesen  s  +  1  Gleichungen  die  s  ersten  addireu,  und 
sodann  die  {s  +  1)*°  subtrahiren,  so  ergiebt  sich: 

»<y(Pl)  +  ^a{P2)  +  .  .  .   +  '^a{Ps)  —  ÖiaiPs-i-l)  = 

=  £  AK  {Sl^ip^)  +  Ä^(p2)  +  .  .  .  +Äx(p,)  —  Äx(p.^l)); 
folglich  mit  Rückblick  auf  (4): 

^a(Pi)  +  «a(/>2)  +  .  .  .   +  ^o{Ps)  —  '^aiPs^i)  =  0. 
Die  Fundamentalrverihe   der  secundären   Integrale   sind  dem- 
nach durch  folgende  Relationen  unter  einander  verbunden: 

/gN  ^2iP\)  +  «2(^2)  +  •  .  .  +  «2(P^)  =  ®2(P*+i)> 

»4/^1 )   +  ^.'(i»2)   +  .  •  •   +   '^siPs)  =  «,(/?,^i), 

a/50  durch  Relationen^  die  denen  hei  den  primären  Integralen  voll- 
ständig analog  sind. 


Vierter  Abschnitt.  Untersnchnng  zweier  Integrale  Sl^  Sl\  die 
entweder  geradezu  zur  Zahl  der  primären  und  secundären  In- 
tegrale gehören,  oder  von  denselben  doch  auf  lineare  Weise  ab- 
hängen. Als  Grundlage  der  Untersuchung  dient  eine  gewisse 
Siemann'sche  Kugelfläche  di.  Nachdem  diese  durch  geeignete 
Schnitte  oder  Ströme  a,  6,  c  in  eine  einfach  zusammenhängende 
iläche  di'  verwandelt  ist,  werden  zwei  den  Integralen  Sl,  ^' 
conjugirte  Functionen  Wy  W'  eingeführt,  die  innerhalb  9t' 
überall  eindeutig  und  stetig  sind. 

Es  sei: 

p  _  yi±y±i±^^i±i±.Cl,    si{z)  =  y  +Jf . dz, 
(1)  _  \ 

^^y\  +  y\^^.^-  +  isz'-\       Sl'(z)=:y'+fF\dz. 

8 

Hier  soll  R  die  gegebene  Wurzelgrösse: 

R=y[z  —  p^){z  —  q^)  [z  —  P2)  [z  —  q2)  •  •  .  [z  —  p,-y.i)[z  —  qs^^ 
vorstellen,   deren  Anfangswerlh  R^\  im  Puncte  0  auf  eindeutige 
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Weise  festgesetzt  ist;  ferner  mögen  liier  unter  den  Grössen  y 
ganz  beliebige  Constanten  verstanden  werden;  und  endlich  mögen 
unter  St  und  91  zwei  Integrale  verstanden  werden,  die  vom  Puncte 
H  aus  auf  willkührlicher,  jedoch  gemeinsamer  Bahn  vor- 
wärts schreiten. 

Es  stellen   alsdann  Sl,  91  ^  je  nach   der   Wahl  der  Constan- 
ten y,   entweder  irgend  zwei  unter  den  Integralen 

COp     0)2,    ..    .    W,, 

oder  auch  irgend  zwei  andere  Integrale  vor,  die  aus  jenen  auf 
lineare  Weise  zusammengesetzt  sind.  Demnach  ist  es  von  Wich- 
tigkeit, die  beiden  Integrale  9,  9'  einer  ausfuhrlichen  Unter- 
suchung zu  unterwerfen.  Als  Basis  für  eine  solche  Untersuchung 
können  angesehen  werden:  das  fundamentale  Gebiet  $[,  auf  dessem 
Rande  sämmtliche  Puncte  />,  q  sich  betinden,  und  die  diesen 
Puncten  zugehörigen  Fundamentalwerthe  9[p)^  9{q),  9l{p)j  Si'{q). 
Die  willkührliche  und  gemeinschaftliche  Bahn  der  beiden 
Integrale  9,  9'  wird,  falls  sie  von  a  nach  einer  beliebigen  an- 
dern Grösse,  etwa  nach  z  geht,  über  irgend  eine  zwischen  8  und 
z  liegende  Grössenreihe 

(2)  ^ ,  2 ,  jr  ,  z.  ,  .  .  .  2 

fortlaufen.  Durch  Angabe  dieser  Grössenreihe  ist  die  Bahn  der 
Integrale  im  Allgemeinen  noch  keineswegs  vollständig  bestimmt. 
Zur  vollständigen  Bestimmung  der  Bahn  ist  nämlich,  wie  wir 
früher  gesehen  haben,  erforderlich,  dass  neben  jener  Grössen- 
reihe gleichzeitig  auch  noch  die  Werthe 

(3)  R%  R\  R'\  R'\  .  .  .  Ä 

gegeben  sind,  welche  dieWurzelgrösseÄ  längs  der  Bahn  hin 
besitzt.  Um  daher  die  Bahn  der  Integrale  in  bildlicher  Weise, 
und  zugleich  mit  vollständiger  Bestimmtheit  darstellen  zu  können, 
wird  nicht  die  einblättrige  Horizontalebene,  sondern  eine  gewisse 
zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche,  und  zwar  diejenige 
in  Anwendung  zu  bringen  sein,  auf  welcher  der  ganze  Werth- 
vorrath  der  Wurzelgrösse  R  in  eindeutiger  Weise  sich  ausbreitet. 
Durch  eine  Curve  auf  der  Horizontalebene  würde  nämlich  nur 
die  Werthenroihe  (2)  dargestellt  werden;  durch  eine  Curve  auf 
der  letztgenannten  Fläche  hingegen  wird  gleichzeitig  die  Reihe  (2) 
und  auch  die  Reihe  (3)  angegeben. 
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Die  Riemann'sche  zweiblättrige  Fläche,  welche  erforderlich 
&t,  um  sammtliche  Werthe  der  Function  R  auf  eindeutige  Weise 
lusbreiten  zu  können,  mag  dt  heissen;  sie  besitzt  bekanntlich 
l  s  +  2  Windungspuncte,  und  daneben  s  +  1  Uebergangslinien, 
durch  welche  diese  Puncte  paarweise  mit  einander  verbunden  sind. 
Jene  Puncte  sind  ihrer  Lage  nach  völlig  bestimmt,  nämlich  dar- 
gestellt durch  die  2s  +  2  Puncte  p,  q.  Die  Uebergangslinien  hin- 
gegen können  auf  mannigfaltige  Art  gewählt  werden  (S.  190  u.  193). 

Wir  verfahren  bei  Construction  der  Fläche  dt  in  folgender 
Weise.  Es  mögen  zuvörderst  zwei  über  einander  liegende,  und 
nur  durch  einen  unendlich  kleinen  Zwischenraum  von  einander 
getrennte  Horizontalebenen  gedacht  werden;  die  untere  der  bei- 
den Ebenen  mag  diejenige  sein,  in  welcher  vorhin  das  funda- 
mentale Gebiet  %  abgegrenzt  worden  ist.  Jenes  Gebiet  kann  als 
ein  Polygon  von  2s  +  2  Seiten  angesehen  werden,  dessen  al- 
ternirende  Seiten  durch  die  5  -f  1  Linien 

P\  9\->     P2  5^2»  •  •  •  »  Ps  ^s,       Ps+l  qs^ 
dargestellt  sind  (vergl.  Fig.  91*)).    Längs  jeder  von  diesen  Linien 

fuhren  wir  einen  beide  Ilorizontalebenen 

Fiir.  91 
durchdringenden  Schnitt  aus,  und  heften 

die  vier  Ufer  eines  jeden  solchen  Schnit-  w^P^       '\ 

tes  kreuzweise  mit  einander  zusammen.  /  \ 

Endlich  verwandeln  wir  die  hiedurch  ent-         q^         ^ 

stehende  zweiblättrige  ebene  Fläche,  durch       ^^  ip4 

Umformung,  in  eine  zweiblättrige  Kugel-        /  / 

fläche.     Diese  letztere  stellt  dann  die  zu       /  / 

construirende  Fläche  dt  vor;  und  gleich-    ^  / 

zeitig  werden  die  zuvor  genannten  s  -f-  1    w  «1^.4 

Linien  die  Uebergangslinien  dersel-        \         ^y'' 

ben  sein. 

Bei  Zugrundelegung  dieser  Construction  ist  das 

fundamentale  Gebiet  ^  auf  der  Fläche  9%  dargestellt 

durch    einen   gewissen   zum   nnteren   ßlatt   gehörigen 

Fläch  entheil.     Der   zu  jenem  Gebiet   gehörige  Punct  h  wird 

also  ebenfalls  im  uateren  Blatt  sich  befinden.    Und  das  Gebiet 

91  selber  wird  sich  um  diesen  Punct  h  herum  nach  allen  Seiten 


*)  Die  Figur  bezieht  »ich  wiederum  auf  den  Fall,   dass  ä  =  3  ist 
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in  ausdehnen;  es  wird  einerseits  bis  zu  den  auf  der  Fläche  vor- 
landenen  Uebergangsiinien 

P\9l^  P2Ö'2>    •  •  •  >  Ps-^iqs^l, 

andererseits  bis  zu  gewissen  andern,  im  unteren  Blatt  befind- 
lichen Linien 

hinanreichen.     (Vergl.  Fig.  91.)*) 

Die  genieinschariliche  lialin  der  beiden  Integrale  Sl,  SV  wird 
nun,   bei  Zugrundelegung  der  Fläche  Oft,   dargestellt  sein  durchs j 
eine  Curve,   die  auf  dieser  Fläche  vom  Puncte  8  ausgeht,   undE:^ 
ganz  nach  Belieben  auf  der  Fläche  fortläuft.   Um  die  Werthe 
untersuchen,  mit  welchen  die  auf  einer  solchen  Curve  fortlaufen  _ 

den  Integrale  Sl,  Sl'  in  irgend  einem  Puncte  der  Fläche  eintre^^  ^ 
fen,  müssen  wir  der  Reihe  nach  zuerst  die  Differentiale  Fd=s=:^  ^^ 
F'dz,  und  sodann  gewisse  mit  jenen  Integralen  in  Zusammenhan 
stehende  Functionen  W^   W'  in  Betracht  ziehen. 

Die  Differentiale 

F  dz  =  5 dz 

sind  zusammengesetzt  aus  einzelnen  Gliedern,  derenjedes  die  Form  Ib»  ^e^i 

(«.)  Jdz;     ■ 

vorausgesetzt,  dass  wir  unter  n  irgend  eine  der  Zahlen  0, 1, 2, . . .  s Jf 

verstehen.     Wir  wollen  nun  untersuchen,   in  wie  weit  das  durch 
ein  solches  Glied  dargestellte  Differential  (a.)  auf  der  Fläche  9? 
eindeutig  und  stetig  bleibt,  indem  wir  uns  dabei,  was  den  Begriff 
der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  bei  Differentialen  anbelangt, 
auf  die  früher  (S.  330)  gegebene  Defmition  stützen. 

Die  beiden  in  dem  Differentiale  (a,)  enthaltenen  Functionen 
^  und  z  sind  auf  dt  keineswegs  überall  stetig;  denn  die  eine 
besitzt  in  den  Puncten  p^  q,  die  andere  in  den  beiden  bei  z=oo 
beOndlichen  Puncten  unendlich  grosse  Werthe.  Um  nun  das  Ver- 
halten des  Differentiales  in  jenen  Puncten  beurtheilen  zu  können, 

*)  Die  letztgenannten  Linien  sind  in  dieser  Figur  durch  punctirte 
Linien,  die  Uebergangslinien  hingegen  durch  ununterbrocheneLinien 
angegeben. 
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sind  vor  allen  Dingen  gewisse  andere  Formen  zu  beachten,  welche 
dasselbe  sich  aneignen  kann. 
Aus 


B  =  -/(z  —  i>i)  (z  —  gi)  .  . .  (z  —  ps+i)  (z  —  gn-i) 
ergiebt  sich  durch  Differentiation 

wo  G  zur  Abkürzung  steht  für  folgende  ganze  rationale  Function: 

^  ^  (g - Pi)  (g-gt) ♦ » ■  i2-9s+i)  /    1     . i_  ,         ,   _J__\; 

hieraus  folgt: 

flfe    dR 

R    ~    G' 

.  Somit  können  wir  dem  Differential  {<x.)  auch  folgende  Form  geben: 

m  S  •  '^^- 

ßea(^htet  man  ferner,  dass  df  — -  = ^,  mithin 

d2  =  -  z«  .  d  - 

Z 

ist,   so   ergiebt  sich,   falls   man   diesen  Werth   für  dz  substituirt, 
für  das  Differential  (a.)  folgende  dritte  Form: 

-  z"-^^         1 
(y.)  T--'^T- 

Die  in  dem  Differential  von  Hause  aus  enthaltenen  Functionen: 


z 


(«'.)  -^     und     z 

können  also,   wie   die   eben  gefundenen   neuen    Formen    zeigen, 
nach  ßelieben  durch 

iß'.)  '^     und     R, 

oder  auch  durch 

—  z"*^^  1 

(/.)  —j^     und     - 

ersetzt  werden;  ohne  dass  der  Werth  des  Differentiales  dabei  ir- 
gend welche  Aenderung  erleidet. 

Die  Function  R  ist  (vergl.  S.  190)  auf  der  Fläche  dt  überall 
eindeutig ,  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  überall 
stetig.  Gleiches  wird  demnach  zufolge  eines  früher  (S.  274)  ge- 
fundenen allgemeinen   Satzes  auch   gelten    von  jedem  Ausdruck, 
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der  aus  R  und  z  aur  rationale  Weise  zusammengesetzt  ist.  Die 
sechs  Functionen  (a.),  [ff.],  (/.)  sind  nun  aber  derartige  Aus- 
drücke. Jede  derselben  ist  aus  B  und  :  auf  rationale  Weise  zu- 
sammengesetzt; und  jede  derselben  wird  daher  auf  der  Fläche  91 
überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch 
überall  stetig  sein.  Ein  Pol  kann  immer  nur  da  Torhanden  sein, 
wo  die  Function  unendlich  ^ird  (S.  95).  Demnachwerdenjene 
sechsFunctionen  (a\),  (j5'.),  (/.)  auf  der  FUche9i  überall, 
wo  sie  endlich  sind,  auch  eindeutig  und  stetig  sein. 

Ebenso  wie  die  auf  9i  vorhandenen  2s  +  2  Wlndungspuucte 
mit  p,  q  bezeichnet  werden  können,  ebenso  m^en  diejentgen 
beiden  Puncte ,  welche  auf  der  Fläche  31  bei  r  =  cx>  über  ein- 
ander liegen,  kurzweg  die  beiden  Puncte  u  genannt  werden. 

Die  beiden  Functionen  {a\)  sind  ofTenbar  mit  Ausnahme  der 
Puncte  p,  q,  u  überall  endlich,  und  sind  also  mit  Ausnahme 
der  Puncte  p,  q^  u  auf  der  Fläche  9i  überall  eindeutig 
und  stetig. 

Im  Bereiche  eines  jeden  der  Puncte  p,  q  bleiben  die  Func- 
tionen [ßi.)  endlich.'^)  Demnach  sind  dieselben  im  Bereiche 
eines  jeden  der  Puncte  p,  q  eindeutig  und  stetig. 

Da  nun  ferner  w  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  ...  *  —  1  vor- 
stellen soll,  so  werden  die  beiden  Functionen  (y'.)  im  Bereiche 
eines  jeden  der  Puncte   u  endlich  bleiben,**)  mithin  im  Be- 


•)  Für  z'=pi  z.  B.  werden  die  Functionen  (ß*.)  beide  endliche 
Werthe  besitzen.  Denn  die  erstere  von  jenen  Functionen  verwandelt 
sich  für  I  =pi  in: 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  6^  in: 


(Pi—Pt)  iPi—P3)'--iPt—Ps^i)'{pi—qi)  (Pi—qt)  ...(Pi— y,^i) 

**)  Ist  z.  B.  n  =  s  —  1,  ist  mithin  die  erste  der  beiden  Functionen 

_  -*H-i 
(y'.)  durch  -~ —    darg^estellt,    so    wird    sie  —  mit   Rücksicht   auf  die 
R 

Bedeutung  von  R  —  für  ein  äusserst  grosses  z  nahezu  gleich 


werden.   Folglich  wird  sie  in  «leu  beiden  bei  ;  =  oo  liegenden  Pnncten 
II  endliche  WertUe  besitzen,  nämlich  die  Werthe  -j-  1,  —  1. 
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reiche  eines  jeden  der  Puncte  u  eindeutig  und  stetig 
sein. 

Es  sind  demnach,  um  Alles  zusammenzufassen,  in  dem  Dif- 

ferential   (a.)   zwei  Functionen  -^   und  z  enthalten,    welche  auf 

der  Fläche  dt  mit  Ausnahme  der  Puncte  /?,  q^  u  überall  eindeutig 
und  stetig  sind,  und  welche  gleichzeitig  im  Bereich  eines  jeden 
solchen  Ausnahme-Punctes  durch  zwei  andere  Functionen  ersetzt 
werden  können,  die  innerhalb  dieses  Bereiches  eindeutig  und 
stetig  sind.  Demnach  ist  jenes.  Differential  (a.)  als  ein  von  z  ab- 
hängendes Differential  zu  bezeichnen,  welches  auf  der  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche  9^  allenthalben  eindeutig  und 
stetig  bleibt  (S.  330).  Gleiches  gilt  mithin  auch  von  den 
Differentialen  Fdz  und  F'dz. 

.  Mit  Differentialen  dieser  Art  haben  wir  uns  bereits  früher  in 
eingehender  Weise  beschäftigt;  wir  können  daher  die  damals  ge- 
fundenen allgemeinen  Sätze  (S.  330.  335.  339.  342)  unmittelbar 
•in  Anwendung  bringen. 

Die  Fläche  ?ft  mag  durch  Ausführung  irgend  welcher  Schnitte 
oder  Ströme  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  SR' ver- 
wandelt werden.     Bilden  wir  nun  eines  der  beiden  Integrale 


z  z 

IFdz,        JF'dz, 


und  denken  wir  uns  die  Bewegung  des  Integrales  auf  die  Fläche 
9i'  beschränkt,  so  werden  seine  Werthe  innerhalb  jener  Fläche 
SR'  allenthalben  eindeutig  und  stetig  sein;  wie  solches 
aus  dem  einen  der  eben  erwähnten  Sätze  unmittelbar  hervorgeht. 
Die  zur  Untersuchung  vorgelegten  Integrale: 

l'{z)=  y  -f-    \F'dz 


91 


besitzen  eine  gemeinschaftliche  und  auf  der  Fläche  91  voll- 
ständig  willkührlich    fortschreitende   Bahn,     Wir   stellen 
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diesen  Integralen  gegenwärtig  zwei  andere  Integrale   W{z),  W  l^ 
zur  Seite,  welche  durch  genau  dieselben  Formeln  ' 


z 


(7) 


z 


z 

^'  az 

definirt,  von  jenen  aber  verschieden  sein  sollen  hinsichtlich  tbrer 
Bahnen.   Einerseits  sollen  nämlich  die  ßahnen  der  Integrale  W(z), 
W'  (2)    keinen    gemeinschaftlichen    Lauf  besitzen,    sondern  von 
einander  durchaus  unaJ)hängig  sein;  und  andererseits  soll 
jede  dieser  beiden  ßahnen  keine  völlig  freie,  sondern  eine  auf 
die  einfach  zusammenhängende  Fläche  9%^  beschränkte 
Beweglichkeit  besitzen.   Unter  diesen  Umständen  werden  dann 
W(z),   W  [z]   zwei  von  z  abhängende  Functionen  sein,  die  in- 
nerhalb   der    Fläche  9t'    allenthalben    eindeutig    und 
stetig  sind;  sie  mögen  kurzweg  die  den  Integralen  Sl[z),  iQ.'(z] 
zugehörigen  eindeutigen  Functionen  genannt  werden. 

Indem  wir  auf  die  Untersuchung  dieser  Functionen  näher 
eingehen,  beschränken  v^r  uns  der  grösseren  Bequemlichkeit 
willen  —  wenigstens  .  zu  Anfang  —  auf  den  Specialfall,  dass 
5  s=  3  ist;  zugleich  denken  wir  uns  die  Verwandlung  der  Fläche 
9t  in  die  einfach  zusammenhängende  Fläche  9t'  herbeigeführt 
durch  diejenigen  Schnitte  oder  Ströme  a,  ft,  c,  welche  bei  früherer 
Gelegenheit  (S.  323)  ausfuhrlich  besprochen  wurden.  Es  handelt 
sich  zunächst  um  die  Ermittelung  derjenigen  Werthe,  welche  die 
eindeutigen  Functionen  W  [z)^  ^' W  i"  den  Puncten  p,  g  be- 
sitzen. 

Das  mit  51  bezeichnete  fundamentale  Flächengebiet  beOndet 
sich  im  unteren  Blatt  der  Fläche  St,  enthält  in  seinem  Innern 
den  gegebenen  Punct  « .  enthält  auf  seiner  Peripherie  sämmtliche 
Puncte  />,  g,  und  bleibt,  wie  man  leicht  übersieht  (Fig.  91  a.), 
bei  Ausführung  der' Schnitte  a,  ft,  c  völlig  unversehrt.*) 


*)  Das  fundamentale  Gebiet  5t  liegt  im  unteren  Blatt,  und  wird 
theils  von  den  Uebergangslinien,  theils  von  gewissen  andern  Linien 
begrenzt,    die   im  unteren  Blatt  liegen,  in  Fig.  91  a.  aber  nicht  ge- 
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Innerhalb  dieses  fundamentalen  Gebiets  mag  eine 

Corvo  a  gezogen  werden,  welche  von  n  aus  nach  irgend  einem 

der  auf  seiner  Peripherie  beflndlichen  Puncte  /?,  q  hingeht;  dieser 

Punct  mag  a  heissen. 

Fig.  91  a. 


♦Ö4 


Die  Werthe,   welche  Sl  (z)   und   W  {£)  im  Puncte  a  anneh- 
men, werden  beide  durch  ein  und   dieselbe  Formol  ausgedruckt. 

Es  ist  nämlich: 

a 

(8)  Ä(a)  =  y   +    JF.dz; 

und  ebenso  ist  auch: 

a 

(9)  W{a)=y+ß 


F.  dz. 


Der  Unterschied  besteht  nur  in  den  Integrations-Bahnen.   Die  (8) 


zeichnet  sind.  Es  ist  wohl  darauf  zu  achten,  dass  in  dieser  Figur  jede 
Stromstrecke,  je  nachdem  sie  im  oberen  oder  im  unteren  BUtt  sich 
befindet,  im  ersteren  Fall  durch  ununterbrochene,  im  letztern  dnrcli 
pnnctirtc  Striche  angegeben  ist. 
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vorhandene  Bahn  kann  nämlich  von  n  nach  a  auf  ganz  will- 
köhrlichem  Wege  fortlaufen;  die  in  (9)  vorhandene  hingegen 
muss  innerhalb  9%'  bleiben,  darf  also  die  Ströme  a,  b,  c 
nirgends  überschreiten. 

Wir  können  für  die  in  (8)  auftretende  Bahn  die  vorhin  con- 
struirte  Curve  a  nehmen;  alsdann  erhalten  wir,  weil  o  seinem 
ganzen  Laufe  nach  innerhalb  des  fundamentalen  Flfichengebietes 
%  bleibt,  nicht  irgend  einen  unter  den  vieleo  Werthen,  welche 
das  Integral  Sl  in  a  annimmt,  sondern  denjenigen  unter  diesen 
Werthen,  welchen  wir  früher  mit  dem  Namen  Fundament ai- 
werth  ausgezeichnet  haben.  Wir  können  aber  andererseits  für 
die  in  (9)  vorhandene  Integrationsbahn  ebenfalls  die  Curve  a  neh- 
men; denn  jene  Curve  befindet  sich  innerhalb  des  fundamentalen 
Flächengebiets,  d.  i.  innerhalb  eines  Gebietes,  welches  von  den 
Schnitten  <7,  b^  c  völlig  unversehrt  gelassen  ist;  sie  vnrd  demnach 
auf  ihrem  Wege   von   8   nach  a   nirgends  einen  jener  Schnitte 

Ä,  6,  c  überschreiten.   Bezeichnet  also   I  eine  längs  der  Curve  tf 

von  8  nach  a  hinerstreckte  Integration ,  so  ergiebt  sich  einerseits 

aus  (8): 


ß 


Sl{a)  '^  y  +    fFd 

und  andererseits  aus  (9): 

}F(a)  =  y  +  JFdz. 
a 
Daraus  folgt,  dass  der  im  Puncte  a  vorhandene  Fundamentalwerth 
Ä  (of)   identisch  ist  mit  demjenigen  Werthe,   welchen  die  ein- 
deutige Function  W  in  jenem  Puncte  besitzt.   Analoges  gilt  natur- 
licl)  auch  für  das  Integral  Sl'  und  die  Function   W\ 
Die   Werthe: 

W{p),       W(q),       W'{p),       W'{q), 
welche  die  eindeutigen   Functionen   W,    W  in   den  Puncten  />,  q 
besitzen^  sind  demnach  idetitisch  mit  den  diesen  Puncten  zugehöri- 
gen Fundamentcdwerihen : 

Si{p),      Ji{q),      Ji'(p),      Il'{q). 
Denkt  man  sich   das  Stromnetz  a,  6,  c  aus  lauter  unver- 
zweigten Stromstrecken  zusammengesetzt,  so  wird  die  Function 
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TF{z)  —  zufolge  der  früher  aufgestellten  allgemeinen  Sätze  — 
in  jeder  solchen  Stromstrecke  mit  einer  Werthdifferenz  behaftet 
sein,  die  längs  der  ganzen  Strecke  hin  constant  bleibt.  Der 
Strom  Ol  (Fig.  91  a)  ist  als  eine  einzige  unverzweigte  Strom- 
strecke anzusehen.  Sind  demnach  k  und  q  irgend  zwei  auf  dem 
linken  und  rechten  Ufer  von  a^  einander  gegenüberliegende  Puncte, 
so  wird  die  Differenz 


(8) 


W  {k)—  W  {q) 


eine  Grösse  sein,  die  längs  des  Stromes  a^  hin  überall  constant 
ist.  Der  Strom  b^  besteht  aus  zwei  unverzweigten  Stromstrecken, 
nämlich  aus  einer  solchen  Strecke,  die  (Fig.  91  a)  vom  linken  Ufer 
des  Stromes  a^  bis  zu  derjenigen  Stelle  fortläuft,  wo  sich  der 
Strom  ^2  abzweigt,  und  aus  einer  zweiten  solchen  Strecke,  die 
von  der  eben  genannten  Stelle  bis  zum  rechten  Ufer  von  «^  geht. 
Wir  bezeichnen  von  diesen  beiden  Strecken  die  erstere  mit  ä, 
die  letztere  mit  ä',  ferner  die  längs  h  vorhandene  constante  Werth- 
differenz mit: 

'W{k)  ^    W  [q)  =  H, 

und  die  längs  h'  vorhandene  mit: 

W  [k)  —    W  (q)  =  H\ 

Die  Stelle,  in  welcher  die  beiden  Ströme  a^  und  h^  einander 
durchkreuzen,  kann  als  ein  Knotenpunct  des  Stromnetzes  ange- 
sehen werden,  und  zwar  als  ein  Knotenpunct,  in  welchem  (Fig.  92) 
vier  Stromstrecken,  zwei  daselbst  ein- 
fliessende  ö^  und  h\  und  zwei  von 
dort  wegfliessende  a^  und  h^  zusam- 
menstossen.  Zufolge  des  friUier  ge- 
fundenen Knotenpunctgesetzes  (S.  339) 
muss  demnach  , 


d.  i. 

(9) 


A,  +  H'^A^-\-  H, 


H'  ^  H 


sein.   Der  Strom  c^  bildet  eine  ein- 


zige unverzweigte  Stromstrecke;  bezeichnet  man  die  in  ihm  vor- 
handene Werthdifferenz  mit: 


W[X)    -    W  [q)  =  C^, 
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so  crgiebt  sich,  wiederum  zufolge  des  Knotenpunctgesetzes  (Fig.  93): 

M  =  H'  +  a 


2» 

also  mit  Rucksicht  auf  (9): 
(10)  Cj  =  0. 

Wir  gehen  nunmehr  über  zum  Strome 
a2.  Dieser  enthält  im  Ganzen  zwei  Knoten- 
puncte,  einen,  wo  er  sich  mit  frj  durch- 
kreuzt, und  einen  andern,  wo  C2  in  ihn 
einmündet;  er  besteht  demnach  aus  zwei 
unverzweigten  Stromstrecken,  nämlich  aus  einer  solchen  Strecke 
t,  welche  vom  erstem  Knotenpunct  zum  letztern,  und  aus  einer 
zweiten,  welche  vom  letztern  zum  erstem  hingeht.  Bezeichnen 
wir  die  diesen  beiden  Strecken  zugehörigen  Werthdifferenzen  mit: 

^  (A)  -   w  [q)  =  /,  ' 

und  mit: 

W{k)  —   W  {q)  =  J\ 

so  crgiebt  sich  zufolge  des  Knotenpunctgesetzes  (Fig.  94): 

/  +  (72  =  J', 
also  mit  Rücksicht  auf  (10): 

IHpr^^^HHH  In  jedem  der  bis  jetzt  betrachteten 

BP^^n^l^^^^H  Ströme  a^,  &|,  Cc^^  a^  ist,  wie  aus  (8), 
^y^^^^^^^^  (9),  (10).  (11)  hervorgeht,  die  Werth- 
difl'erenz  längs  des  ganzes  Stromes  hin 
durch  ein  und  dieselbe  Constante  dargestellt.  Gleiches  wird 
sich,  wie  nun  leicht  zu  übersehen  ist,  auch  herausstellen,  wenn 
man  die  noch  übrigen  Ströme  ^2)  ^37  Hi  h^  -  •  *  ^^n^n  nsicb 
dem  andern  durchmustert.  Auch  übersieht  man  leicht,  dass  diese 
Differenzen  in  den  Strömen  c  durchweg  =  0  sind.  Was  bei  W 
gilt,  gilt  natürlich  auch  bei   W\ 

Demnach  können  die  WertKdifferenzen  der  Functionen  W^  W' 
in  folgender   Weise  dargestellt  werden: 

längs  «x:  W  {X)  --  W{q)  c=z  A^,  W  [l)  -  W  (9)  =  ^^, 
längs  b,:  W  (A)  -  W  [q)  =  B^,  W  {l)  -  W  (q)  =  B\, 
längs  c^:   W(X)—W  [q]  =  0,        W  [l)  -  W  (q)  =0, 

wo  unter  den  Grössen  A,  B  und  A\  B>    irgend  welche  Constanien 

zu  verstehen  sifid. 
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Zwischen  diesen  Constanten  Ä^  B^  Ä,  "B!  und  zwischen  den 
Werthen,  welche  die  eindeutigen  Functionen  W^  W'  in  den 
Puncten  j9,  q  besitzen,  finden,  wie  sich  sogleich  zeigen  wird,  sehr 
einfache  Beziehungen  statt. 

Fünfter  Abiohnitt    Fortsetznng.    Sind  die  Fnnd^mentalwerthe 

der  Integrale  52,   S^  bekannt,   so  laiien  sich  die  constanten 

Werthdifferenzen,  mit  welchen  die  Functionen  W^   W  in  den 

Strömen  a,  6,  c  behaftet  find,  augenblicklich  berechnen. 

Wir  werden  gegenwärtig  nachweisen,  dass  die  Constanten 
Ay  J9,  A'^  II  näher  bestimmbar  sind,  dass  sie  nämlich  ausgedruckt 
werden  können  durch  die  den  betrachteten  beiden  Integralen  Sl, 
S^  zugehörigen  Fundamentalwerthe 

Ä(p),     Ä(g),     Ä'(p),    Ä'(g); 
oder,  was  dasselbe  ist,  dass  sie  ausgedrückt  werden  können  durch 
diejenigen  Werthe 

W[p),      W{q),      W'ip),      W'[q), 
welche  die  eindeutigen  Functionen   W,   W  in  den  Puncten  p,  q 
besitzen. 

Zuvörderst  müssen  wir  unserer  Untersuchung  einige  allge- 
meine Bemerkungen  vorangehen  lassen ;  wir  betrachten  dabei  von 
den  Functionen  W  und  W'  nur  eine,  etwa  nur  die  Function  •^. 

Die  Function  W  ist  innerhalb  der  umrandeten  Fläche  9t' 
überall  eindeutig  und  stetig.  Sie  ist  demnach  auf  der  ge- 
schlossenen Fläche  9%  mit  Ausnahme  der  Ströme  a,  6,  c 
allenthalben  eindeutig  und  stetig,  in  jenen  Strömen  aber  mit  den 
eben  besprochenen  constanten  WerthdiiTerenzen  Ä^  By  0  behaftet. 

Es  sei  nun  a  eine  auf  der  geschlossenen  Fläche  beliebig  fort- 
laufende Curve;  ihr  Anfangspunct  mag  a,  ihr  Endpunct  ^  heissen. 

Ueberschreitet  diese  Curve  keinen  der  Ströme  «,  6,  c,  so 
wird   W  längs  derselben  hin   überall    eindeutig  und  stetig  sein; 

das  über  dieselbe   hinerstreckte    Integral    \dW  wird  daher   in 
diesem  Fall  folgenden  Werth  besitzen: 

(I.)  J^^  "^  ^(ß)  -  ^(«)- 

a 

Neumann,  Abel'sche  Inlcg-rale.  ^7 
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Ueberschreitet  hingegen  die  Curve  er  die  Ströme  a,  6,  c,  sc^^ 
wird  die  eben  hingestellte  Formel  nicht  mehr  gültig  sein.  E^ 
sei  h  irgend  einer  unter  jenen  Strömen ,  und  gleichzeitig  sei 

W[i)^   W  [q]  =  H 
die  constante  Werthdiflerenz,    mit   welcher  die  Function    W 
diesem  Strom  behaftet  ist. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  die  Curv^  ^ 
überschritte  von  sämmtlichen  Strömen  a,  6,  c  nur  den  Stron^  4, 
und  diesen  nur  einmal,  und  zwar  vom  linken  zum  rechtem 
Ufer  hin.     Die  Curve  a  besteht  dann  aus  zwei  Theiien,  nämlicli 
aus  einem  Theile  aX,  welcher  von   et  bis  -zum  linken  Ufer  des 
Stromes  h  geht,  und  aus  einem  zweiten  Theile  gß,  welcher  vom 
rechten  Ufer  des  Stromes  nach  ß  hinläuft;   unter  X  und  q  sind 
dabei  zwei  zu   beiden  Ufern  des  Stromes  h  einander  gegenüber- 
liegende Puncte  zu  verstehen.   Da  nun  nach  unserer  Voraussetzung 
die  Curvenstrecke  aX  keinen   der  Ströme  a,  b^  c  überschreitet, 
mithin   W  längs  dieser  Strecke  hin  überall  eindeutig  und  stetig 
ist,  so  ergiebt  sich: 


/• 


dW  =   fV(X)  —  W{a}. 


Ebenso  erhält  man  für  die  zweite  Curvenstrecke  gß: 

idW  =  W{§)  —  W[q), 

Q 
Addirt  man  nun  diese  beiden  Integrale,   so  ergiebt  sich  für  das 
über  die  ganze  Curve  a  oder  aß  hinerstreckte  Integral  folgen- 
der Werth: 


!■ 


/■ 


UW  =   W[ß)—  W{a)  +    }F{X)  -  W{q), 
a 
oder  weil   W  {X)  ^  W  (q)  =  B  ist: 

UtF  ==   W{ß)  --  W  [et)  +  H. 
a 

Ueberschreitet,  um  df.n  allgemeinsten  Fall  zu  betrachten,  die 
Curve  <r  auf  ihrem  Wege  von  a   nach   ß  nicht  einen,   sondern 


P 
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beliebig  viele  Ströme,  so  \%ird  man,  wie  nunmehr  leicht  zu 
übersehen  ist,  für  das  längs  a  hinerstreckte  Integral  folgenden 
Werth  erhalten: 

,'■ 

(H.)  jdW  =  W[ß)—  W[ci)  +  2b  H; 

a 

die  Summe  2* besteht  hier  aus  ebenso  vielen  Gliedern,  als  Strom-' 
Überschreitungen  erfolgt  sind;  die  Grössen  H  bedeuten  die  den  ein- 
zelnen Strömen  zugehörigen  WerthdiiTerenzen,  und  e  eine  Grösse, 
welche  gleich  +  1  oder  gleich  —  1  ist,  je  nachdem  die  UeBer- 
scbreitung  des  Stromes  vom  linken  zum  rechten  Ufer  oder  in 
entgegengesetzter  Richtung  erfolgt 

In  Betreff  der  Function  W  ist  schliesslich  noch  eine  Bemer- 
kung zu  machen.     Zufolge  unserer  Definition  ist 
z 
JF=y+  J'ri±V^'  +  -  •  +rj'—  .  dz, 

8 

mithin: 

dw==  y'  +  y.»  +  '-+r.^-' .  dz. 

Von  den  beiden  im  Differential  dW  enthaltenen  Functionen: 

besitzt  die  erster e  in  je  zwei  über  einander  liegenden  Puncten  der 
Fläche  dt  entgegengesetzte,  die  letztere  gleiche  Werthe. 
Sind  daher  a  und  a  zwei  in  beiden  Blättern  genau  über  ein- 
ander liegende  Curven ,  so  werden  die  längs  dieser  Curve  liiner- 
streckten  Integrale: 


/ 


Yi+Yi^  +  '"  +  Ysz'   ^ 

R  " 


dz 


dz 


und 

*7i  +  Yi^  +  -"  +  y^«'-^ 

R 
& 

entgegengesetzte  Werthe  besitzen.     Es  wird  demnach 


/ 


j'n+r^^+.^.+Tsl-J:  ^,  +  Jy.+r£±.-.+rZ:!  dz  =  o 


27* 
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sein;  oder,  was  dasselbe  ist,  es  wird 

(in.)  jdW  +     idW  =  0 

a  a' 

sein;   vorausgesetzt  natürlich,  dass  die  Integrationen  über  a  und 
a'  in  gleicher  Richtung  hinerstreckt  sind. 

Wir  gehen  nun  über  zu  dem  eigentlichen  Gegenstande  un- 
serer Untersuchung;  dabei  beschränken  wir  uns  vorläufige  auf  den 
Specialfall,  dass  s  =  S  ist. 

Die  Puncte  p,  q  befinden  sich  sämmtlich  am  Rande  des  Ge- 
bietes 21.  Wir  können  daher  von  p,  nach  g^,,  von  g^  nach  pj» 
von  p2  nach  q^»  u*  s*  ^*  Curven  ziehen,  die  sämmtlich  im  un- 
teren Rlatt  der  Fläche  dt  liegen,  und  die  gleichzeitig  ihrem 
ganzen  Laufe  nach  innerhalb  jenes  Gebietes  91  bleiben. 
Diese  Curven  werden,  da  das  Gebiet  %  von  Strömen  völlig  frei 
geblieben  ist,  keinerlei  Stromüberschreitungen  darbieten.  Wir 
denken  uns  diese  Curven  wirklich  gezogen ;  gleichzeitig  aber  auch 
noch  andere  Curven,  die  im  oberen  Blatt  der  Fläche  9t  Schritt 
für  Schritt  dieselben  Wege  nehmen,  welche  die  erstgenannten  im 
unteren  Blatt  durchlaufen.  Da  wir  uns  auf  den  Specialfall 
s:=:3  beschränken,  so  haben  wir  im  Ganzen  8  Puncte: 

Pi»  Ö'i»  P2>  Ö'2>  Ps»  Ö's»  Pi^  0^41^ 
folglich  im  Ganzen  auch  8  Curvenpaare: 

Pi^l^    9iP2i    P2^2^    •  •  •'    9\Pi^  , 

von  welchen  jedes  aus  zwei  in  beiden  Blättern  genau  über  ein- 
ander liegenden  Curven  besteht  (Fig.  95).*) 

Auf  jedes  dieser  8  Curvenpaare  bringen  wir  nun  die  For- 
meln (L),  (IL),  (III.)  in  Anwendung,  zuerst  etwa  auf  dasjenige, 
welches  von  p^  nach  q^  hinläuft.  Bezeichnen  wir  die  untere 
Curve  p^q^  mit  er,  und  die  obere  mit  o',  so  erhalten  wir  zu- 
folge (L): 

(1)  JdW^   W{q,)-  W(p,), 


•)  In  Fig.  95  ist  jedes  der  genannten  8  Curvenpaare  durch  eine 
punctirte  Linie  angegeben.  Die  Ströme  a,  6,  c  sind  daselbst  nnr  so 
weit,  als  sie  im  oberen  Blatt  der  Fläche  bleiben,  und  nicht  durch 
Doppelstriche,  sondern  nur  durch  einfache  Striche  angegeben. 
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ferner  zufolge  (IL): 

(2)  y^^=   ^(^4)—  ^(Pa)  +  ^'Jf- 

a 

Fig.  95. 
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Da  die  Curve  ff'  die  Ströme  «j,  «2»  «3»  ""^  zwar  jeden  derselben 
vom  linken  zum  rechten  Ufer  überschreitet,  so  sind  die  in  der 
letzten  Gleichung  (2)  «nthalteneu  Werthdifferenzen  H  dargestellt 
durch: 

-«l»      -«2»       -^3» 

ferner  die  darin  befindlichen  Grössen  e  dargestellt  diirch: 

+  1,     +1,     +1. 
Demnach  verwandelt  sich  jene  Gleichung  (2)  in 


(3) 


fdW  =   W  {q,)  —  Wip,)  +  A,  +  A^  +  Ä,,. 


Durch  Addition  von  (1)  und  (3)  ergiebt  sich  nunmehr  aber,  mit 
Rucksicht  auf  die  Formel  (III.): 

(4)  0  =  2  fr  [q,)  -  2  W[p,)  +  ^1  +  ^2  +  ^3, 
oder  was  dasselbe  ist: 

(5)  fv  [q,)  -  W  [p,]  =  _  ^  (^^  +  ^2  +  ^3)- 

Bringt  man  in  solcher  Weise  die  Formeln  (I.),  (II.),  (III.)  der 
Reihe  nach  auf  jedes  der  8  Curvenpaare  in  Anwendung,  so  er- 
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(16) 


(17) 


geben  sich,  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  folgende  8  Formeln: 

Ganz  analoge  Formeln  werden  natürlich  auch  für  die  Fua^. 
tion   W  gelten,  nämlich: 

W{qt)-  Wip^)=^A^,  W{p,)-  W{q,)=i[(B,'-B,'). 

W[q^)-W'{p^)^^A^,  W{p^)-W(q,)=      -iß,', 

Die  hier  auftretenden  Grössen 

W{P).      W{q),      W'ip).      W'{q) 
sind>  wie  wir  früher  gesehen  haben,  identisch  mit 

Ä(p),   Ä(g),  sv{p);  si'[q),^ 

d.  i.  identisch  mit  den  Fundamentalwerthen  der  Integrale  51,  Sl\ 
Die  Formeln  (16)  und  (17)  sind  daher  in  doppelter  Hinsicht  von 
Wichtigkeit.  Einmal  zeigen  sie,  dass  die  eben  genannten  Fun- 
damentalwerthe  nicht  von  einander  unabhängig,  dass  nämlich  die 
Fundamentalwerthe  von  Sl  durch  die  Relation: 

W  iPi)  +  ^{P2)  +  ^  iPz)  +.  ^  iPd  = 

=  W[q,)  +   W{q^)   +   W[q^)  +.  W  {q,) 

mit  einander  verbunden  sind,  und  dass  eine  ähnliche  Relation 
natürlich  auch  stattfindet  zwischen  den  Fundamentalwerthen  von 
Sl\  Andererseits  zeigen  jene  Formeln  (16)  und  (17), 
dass  man,  sobald  die  Fundamentalwerthe 

W{p),     W(q)       und       fr'(p),      W'{q) 
bekannt  sind,  die  den  Functionen  W,   W'  zugehörigen 
Werthdifferenzen 

A,  B      und      A\  B' 
sofort  zu  berechnen  im  Stande  ist. 
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Sechster  Abschnitt    Fortsetzung.    Zwischen  den  Werthdifferen- 1 

zen,  mit  welchen  die  eindeutigen  Functionen  W^  fF'  in  den 

Strömen  a,  b,  c  behaftet  sind,  finden  jederzeit  gewisse 

Relationen  statt 

Wir  werden  nun  ferner  zeigen,  dass  zwischen  den  Constan- 
ten A^  B  einerseits  und  zwischen  den  Constanten  Ä,  B^  anderer- 
seits immer  eine  gewisse  Relation  stattfindet. 

Die  Functionen  W  und  W'  sind  (vergl.  S.  412)  innerhalb 
der  einfach  zusammenhängenden  Fläche. 9i'  allenthalben  ein- 
deutig und  stetig.  Gleiches  gilt  daher  ahch  von  dem  Diffe- 
rentiale: 

VF  .  dW\ 

Ist  aber  ein  Differential  innerhalb  irgend  einer  Fläche  allenthalben 
eindeutig  und  stetig,  so  ist,  wie  wir  früher  allgemein  nachgewie- 
sen haben  (S.  330),  sein  um  den  Rand  der  Fläche  in  positiver 
Richtung  herumerstrecktes  Integral  jederzeit  gleich  Null.  Ver- 
stehen wir  also,  wie  gewöhnUch,  unter   /  eine  in  positiver  Rieh- 

tung  längs  des  Randes  von  9i'  hinerstreckte  Integration,  so  haben 
^ir  die  Gleichung: 


C18)  J^ 


W  .  dW  =  0. 

Bei  einer  positiven  Umlaufung  der  Fläche  9i'  wird  jeder  Strom 
ay  6,  c  zweimal,  und  zwar  immer  das  linke  Ufer  des  Stromes 
stromabwärts,  das  rechte  stromaufwärts  durchlaufen  (vergl. 
S.  317).  Demnach  kann  das  iin  positiver  Richtung  um  dV  her- 
umerstreckte Integral 

/  W .  dW 

in  doppelt  so  viel  Theile  zerlegt  werden,  als  Ströme  a,  h,  c  vor- 
handen sind;  jedem  einzelnen  Strome  werden  nämlich  immer  je 
zwei  solcher  Theile  zugehören,  von  welchen  sich  der  eine  auf 
das  linke,  der  andere  auf  das  rechte  Ufer  des  Stromes  bezieht. 
Ist  h  (Fig.  96)  irgend  einer  unter  den  Strömen  a,  6,  c,  und  sind 
W[K),  W  [l)  und  W[q),  W  [q]  die  Werthe,  welche  die  Func- 
tionen W,  W'  auf  dem  linken  und  auf  dem  rechten  Ufer  dieses 
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Stromes  besitzen,  so  wird  der  dem  linken  Ufer  zugehörige  In- 
tegraltheil  dadurch  erhalten  werden,  dass^man 

stromabwärts  integrirt,  der  dem  rechten  Ufer 
zugehörige  hitegraltheil  hingegen  dadurch,  dass 

man 

W(g).dW'(Q) 

stromaufwärts  integrirt.  Offenbar  kommt  es 
aber  auf  dasselbe  hinaus,  ob  man  das  letztge- 
nannte DüFerential  in  der  eben  angegebenen  Richtung,  oder  ob 
man  dasselbe,  mit  negativem  Vorzeichen  versehen,  in  der 
entgegengesetzten  Richtung,  d.  i.  stromabwärts  integrirt.  Dem- 
nach wird  man  die  beiden- dem  Strome  h  zugehörigen  Integräi- 
th eile  zusammengenommen  dadurch  erhalten,  dass  man  den  Aus- 
druck 


W  (A)  .  dW  (A)  —W{q).  dW  (^) 

tegrirt.  Bezeichnen  wir  daher,  wi 
soll,    eine    längs  des  Stromes  h 

liinerstreckte  Integration  kurzweg  mit    f ,  so  werden  beide  Inte- 
imiengenommen  durch 

{W{k).dW'(k)-  W{Q).dW'{Q)) 


stromabwärts  integrirt.  Bezeichnen  wir  daher,  wie  solches  fortan 
stets  geschehen  soll,    eine    längs  des  Stromes  h  stromabwärts 


h 
graltheile  zusammengenommen  durch 


dargestellt  sein.  Die  Werthe  W  (A)  und  JV'  {g)  unterscheiden  sich 
längs  h  hin  nur  durch  eine  Constante.  Die  Differentiale  dJF'  (A) 
und  dJV'  (q)  besitzen  daher  längs  h  ein  und  denselben  Werth; 
bezeichnen  wir  den  gemeiuschafUichen  Werth  derselben  kurzweg 
mit  dW,  so  verwandelt  sich  der  eben  angegebene  Ausdruck  in: 


fiW^X)-  n(g))dW\ 


Diesen  Ausdruck  werden  wir  nun,  falls  wir  den  Werth  unseres 
um  9t'  herumerstreckten  Integrales  haben  wollen,  der  Reihe  nach 
fftr  jeden  der  SU'öme  «,  6,  c  zu  bilden,  und  sodann  all  diese 
Ausdrücke  zu  addiren  haben.     Somit  ergiebt  sich: 
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(19)  jWdW  =  £  j{.W{l)-^  W{(i))  dW 
9i'  ax 

+   S    fiW{l)-  W{Q))dW' 

b"  ■  ■ 

+  2j{W[X)-W{q))dW\ 

Cx 

wo  sich  von  den  Summationen  £  die  erste  auf  sämmtliche  Ströme 

a,  die  zweite  auf  die  Ströme  6,  und  die  dritte  auf  die  Ströme  c 

bezieht. 

Nun  ist,   was  die  Werthe  von   W  und   W'  zu  beiden  Ufern 

der  Ströme  «,  6,  c  anbelangt  (vgl.  S.  416): 

längs  a^:  W  [l]  —  W  (g)  =  A^,  W  [l)  —  W  (^)  =  A^, 
längs  6x:  W[\]—W  (^)  ^  B^,  W  [l]  —  W  (q)  =  B^\ 
längs  c^:   W  [l]  —  fV  [q]  =  0,        W  (A)  —  W'  [g)  =  0. 

Somit  erhalten  wir  aus  (19): 

(20)  jWdW  =  Z  JA^dW  +  2  jB^dW\ 
^  ox  bx 

oder,  weil  Ax  und  Bx  Constante  sind: 


(21)  j WdW  =  £  Ay  jdW  +  E  B^   jdW\ 

dt  ax  bx 

Das  stromabwärts  hinerstreckte  Integral  j  dW  ist  offenbar  gleich 

ax 

der  Differenz  derjenigen  beiden  Werthe,  welche  W'  am  Ende  und 
am  Anfang  des  Stromes  ay,  besitzt.  Nun  hat  dieser  Strom  (vgl. 
die  Fig.  91a.  S.  413)  sein  Ende  im  linken,  und  seinen  Anfang  im 
rechten    Ufer    des    Stromes   6^.     Demnach    wird    das  in  Rede 

stehende  Integral    l  dW'  gleich  der  Differenz   derjenigen  Werthe 


ax 


sein,  welche   W'  am  lioken  und  am  rechten  Ufer  von  hx  be- 
sitzt, d.  i.  gleich  Bx   sein.   Etwas  anders  verhält  es  sich  mit  dem 

Integrale    1  dW\     Denn   der  Strom   bx  hat  (vergl.  abermals  die 
Fig.  91a.  S.  413)  sein  Ende  im  rechten,  seinen  Anfang  im  linken 


426  Zehnte  VbrJesun^. 

Ufer  von  a«;  somit  ergiebt  sich,  dass  dieses  Integral  nicht  gleich 
^x'»  sondern  gleich  —  A^   ist.  *) 

Setzen  wir  die  so  erhaltenen  ^Werthe  in  (21)  ein,  so  er- 
giebt  sich: 

Somit  verwandelt  sich  die  Gleichung  (18)  in: 
(22)  Z[A^b;  ^A^'B^)  =  0, 

wo  die  Sumroation  Z  über  sämmtliche  Strompaare  a,  b  aus- 
gedehnt ist  Wir  sehen  hieraus,  dass  die  den  Functio- 
nen ^und  fr' zugehörigen  constanten  Werthdiffer'en- 
zen  A^  B  und  Al^  Bf  nicht  völlig  unabhängig  von  ein- 
ander sind.  Sind  nämlich  die  Constanten  A^  B  sämmtlich  be- 
kannt,'und  sind  ferner  von  den  Constanten  Al^  Bl  alle  bis  auf 
eine  bekannt,  so  wird  man  den  Werth  dieser  einen  noch  unbe- 
kannten vermittelst  der  eben  gefundenen  Relation  (22)  sofort  zu 
ermitteln  im  Stande  sein. 

Es  bezieht  sich  diese  Relation  auf  die  Werthdifferenzen  zweier 
Functionen.  Doch  findet  auch  schon  bei  den  WerthdiflerenzeQ 
einer  einzigen  Function  eine  gewisse  gegenseitige  Abhängigkeit 
statt.  Um  solches  nachzuweisen ,  betrachten  wir  die  Function  W 
für  sich  allein,  und   die  ihr  zugehörigen  Werthdjfferenzen  A^  B, 


*)  Da  Integrale  solcher  Art  in  Zukunft  öfters  vorkommen  werden, 
80  mag  bei  dieser  Gelegenheit  gleich  im  Allgemeinen  bemerkt  werden, 
dass,  falls  f  eine  Function  vorstellt,  die  längs  der  Ströme  a^  und  h^ 
stetig  ist,  jederzeit 


jdf=  +  [nx)-n9)]l^.^ 


sein   wird.     Unter    f    und     I  sind  hier,  wi^  gewöhnlich,  Integrationen 

zu  verstehen,  die  stromabwärts  hinlaufen;  ferner  unter 

lfW-f(Q\      und      ini)-f{Q)]^^ 
die  in  a^  und  b^  vorhandenen  Werthdifferenzen  von  f. 
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Durch  SonderuDg  des  Reellen  und  Imagiiiäreu  mag  sich  ergeben: 
W  =  ü  +  tV, 

Bn  =  ßx  +   ißx. 

Da  W  üinerhalb  der  Fläche  flV  allenthalben  eindeutig  und  stetig 
ist,  so  wird  das  in  positiver  Richtung  um  diese  Fläche  herumer- 
streckte Integral  /  UdV  —  zufolge  eines  früher  gefundenen  all- 
gemeinen Satzes  (S.  278)  —  jederzeit  von  positivem  Werth  sein ; 
also: 

(23)  fudF-=  pos. 

Dieses  Integral  lässt  sich  nun  wiederum  in  doppelt  so  viele  ein- 
zelne Tbeile  zerlegen,  als  Ströme  a,  b,  c  vorbanden  sind.  Be- 
achtet man,  dass 

längs  a, :  ü{l)  -  U  (p)  =  «^ ,  V(l)-  F  (?)  =  «/, 

längs  K:  Ü{X)-  U  (?)  =  (Sx ,  V{1)  -  V (9)  >=  ßj, 

längs  c,:   Ü{1)  —U{q)=  0,  F{i)  —  V(q)  =  0 
ist,  so  erhält  man: 

JudF  =  i:J(0{)i)  -  U(q))  dV 

+   ^  fiü{\)-  U{q))dV 

'+  £ßuH)-U{Q))dV, 

Cx 

JüdV  =   2  cinJdV  +  Zß^JdV, 
SÄ'  ax  hx 

wo  die  Integrationen  rechts  längs  der  einzelnen  Ströme  a,  ft,  c, 
und  zwar  durchweg  stromabwärts,  hinerslreckt  sind.  Nun  ist 
(vergl.  die  Note  auf  S.  426) 


oder: 


/• 


dF=         [FW-  F(9)].    =^,', 


ax 


fdr=-  [r(i)-F{9)L,=  -  «;. 
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Soaiit  ergiebt  sich: 


fj 


üdF  =  ^[ünßx   —<ßx)\ 

und  hierdurch  verwandelt  sich  die  Gleichung  (23)  in: 

(24)  Z  («x  ßx   —  «x'  ßn)   =  pOS. , 

WO  die  Summation  über  alle  auf  der  Fläche  vorhandenen  Strom- 
paare  a,  b  ausgedehnt  zu  denken  ist.  Hier  haben  wir  eine 
Formel  vor  uns,  welche  zeigt,  dass  die  der  Function 
FTzugehörigen Werthdifferenzen-<i  =  a  +ia',  B  =  ß'^iß> 
in  einer  gewissen  Abhängigkeit  zu  einander  stellen. 

Wir  können  die  hier  erhaltenen  Resultate  unmittelbar  auf 
den  Fall  ausdehnen,  dass  die  Zahl  s  nicht  =3  ist,  sondern 
irgend  welchen  andern  Werth  besitzt,  und  gelangen  alsdann 
schliesslich  zu  folgendem  Ergebniss. 

Bezeichnet  man  irgend  zwei  unter  den  primären  und  secun- 
dären  Integralen: 


Ä,(. 

« 

« 

ß,(. 

z 
«2  W   =   C2    +  JMz, 

ß,  (z)  =  Cs+  jPsdz,  0),  [z)  =  Cs    +  Jfsdz, 

a  8 

oder  auch  irgend  zwei  andere  Integrale^  die  aus  jenen  auf  lineare 
Weise  zusammengesetzt  sind,  und  die  also,  ebetiso  wie  jene,  auf 
der  Riemann' sehen  Kugel  fläche  91  eine  gemeinschaftliche  und 
willkürliche  Bewegung  besitzen,  mit: 

z  z 

Ä  (^)  =  y  +  JFdz,      si'  (z)  =  y  +  Jrdz, 

und  versteht  man  ferner  unter 

W{z),        W'[z) 
zwei  Integrale,  die  von  Sl  (i),  Sl'  {z)  nur  dadurch  verschieden  sind, 
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dass  ihre  Bahnen  einerseits  von  einander  unabhängig,  und 
andererseits  auf  die  einfach  zusammenhängende  Fläche 
di'  beschränkt  sein  sollen,  so  gelten  folgende  Sätze: 

I.  Die  Differentiale  Fdz  und  F'dz  sind  auf  der  unzerschnit- 
tenen  Fläche  SR  allenthalben  eindeutig  und  stetig. 

IL  Die  Integrale  W  [z)  und  W'  (z)  sind  zwei  von  z  abhän- 
gende Functionen,  die  innerhalb  der  einfach  zusammenhängenden 
Fläche  dt'  allenthalben  eindeutig  und  stetig  bleiben,  und  deren 
Werthe  in  den  Puncten  p,  q  identisch  sind  mit  den  daselbst  vor- 
handenen Fundamentalwerthen  der  Integrale  ^  (z),  -fit'  (z).  Die 
Werthe 

W(p),    W{q),    W'[p),    W'\q) 

und  die   Werthe   - 

Ä(p),     ^[q),    Si'ip),  Ä^(g)- 
sind  also  unter  einander  identisch. 

III.  Die  Werthdifferenzen,  mit  welchen  diese  eindeutigen 
Functionen  in  jedem  der  Ströme  a,  b,  c  behaftet  sind,  lassen  sich 
in  folgender   Weise  darstellen: 

längs  ay,  ist:   W  (X)  —  W  (g)  =  A^,      W'  (A)  —  W'  (q)  =  A^\ 
längs  by:  W{X)—W  {q)  =  B^,      W'  (A)  —  W'  (q)  =  B,\ 

längs  c^:         W{X)  -  W(q)  =  0,        W'  (A)  —  W'  (q)  =  0, 
wo  unter  den  A,  B  und  Ä,  Bf  constante  Grössen  zu  verstehen 
sind, 

IV.  Zwischen  den  Fundamentalwerthen  ^  [p),  Sl  (q)  oder 
^  (p)  j  ^  (9)  «^^  zwischen  den  der  Function  W  zugehörigen 
Werthdifferenzen  A,  B,  finden  folgende  Beziehungen  statt: 

W(q,)    -W{p,)      =^A„  W(p,)_-W{q,)     =^{B,-B,), 

W[q^)     -W{p,)      =^A„  W[p,)    -W{q,)     =^{B,^B,), 


W[qs^i)—  W(ps^i)  =^As^i,      W{ps)    —  W{qs-i):=^^{Bs  —  Bs^i), 
^{qs)       -W{ps)       :=^^As,  W[ps+,)-^W{qs)      =  -^i^Bs, 

W[qs^i)  —  W{ps+,)  ===  W{p,)    ~  ^(g,+i)=  4^B,. 

=  -^(^1+^2  +  ...  +  ^,), 

Demnach  ist: 

W{p,)  +  W{p^)  +  . .  +  W(ps^r)  =  W[q,)  +.W(q,)  +  . .  +  W{qs^{). 
Analoge  Beziehungen  gelten  natürlich  andererseits  auch  in  Bezug 
auf  Sl'  und  W\ 
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F.  Die  den  eindeutigen  Functionen  W  und  W'  zugehörigen 
Constanten  W er  thdi ff  cremen  Ay  B  und  -/,  B^  sind  jederzeit  unter 
einander  verbunden  durch  die  Relation: 


2  (A^B^'  -  a;b^)  =  0. 


VI.  Bezeichnet  man  die  Werthdifferenzen  der  Function  FT, 
wie  sich  dieselben  bei  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären  her- 
ausstellen,  mit 

^x  ==  «x  +  iotx, 

Bx  =  ßx   +  ißxj 
so  ist  jederzeit 

«=« 

^.    («x  ßx    —  «x'  ßx)    =  pOS. 
x=l 

Analoges  gilt  natürlich  auch  für  die   Werthdifferenzen  von   W\ 

VII,  Die  Differentialquotienten  von  W  [z)  und  W'  [z)  sind 
dargestellt  durch  die  beiden  Functionen: 

F  = 


R 
und 

„,       yi'+yt'2+-- -H-y,«'"^ 

F    == ^ 

Jeder  von  diesen  Differentialquotienten  ist  demnach  auf  der  ge- 
schlossenen Fläche  9i  überall  eindeutig^  und  besitzt  in  je  zwei 
über  einander  liegenden  Puncten  der  Fläche  entgegengesetzte 
Werthe. 

Zwischen  den  Werlhen,  mit  welchen  die  auf  gemeinschaft- 
licher und  willkührlicher  Bahn  fortlaufenden  Integrale 


Si 


z  % 

W  =  y  +  j^dz,       Ä'  (z)  =  /  +  JF'dz 


in  irgend  einem  Puncte  z  eintreffen ,  und  zwischen  den  Werthen, 
welche  die  eindeutigen  Functionen  W  \z),  W'  {z)  in  jenem  Puncte 
besitzen,  fmden  sehr  einfache  Beziehungen  statt.  Zufolge  eines 
frfdier  iiingestellten  allgemeinen  Satzes  (S.  343)  können  die  einen 
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und  die  andern  Werthe  immer  nur  durch  Vielfache  der  Differen- 
zen A,  B  oder  X  ^  von  einander  verschieden  sein. 

Läuft  nämlich  die  gemeinschaftliche  Bahn  der  Integrale  Sl,  Sl' 
von  dem  gegebenen  Puncto  8  bis  zu  einem  beliebigen  andern 
Puncte  z  fort,  und  sind  /j,  /j»  •  •  •  ^j  ^i>  ^2>  •  •  •  ^'  ^^^  Zahlen, 
welche  angeben,  wie  oft  diese  Bahn  die  Ströme  a^,  a^^  ...  a«, 
6i,  ftjj  •  •  •  ^s  vom  linken  zum  rechten  Ufer  überschreitet, 
ferner  r^,  rj,  ...  r,,  pj,  q^,  ...  Qs  diejenigen  Zahlen,  welche 
angeben,  wie  oft  die  Bahn  jene  Ströme  in  entgegengesetzter 
Richtung  überschreitet,  so  werden  zwischen  den  Werthen  Sl{z), 
Sl'  (z) ,  mit  weichen  die  Integrale  im  Endpuncte  der  Bahn  ein- 
treffen, und  zwischen  den  Werthen  W{z),  f^' {z),  welche  die 
Functionen  W,  W  daselbst  besitzen ,  folgende  Relationen  statt- 
finden: "^ 

Sl  [z)  =   W[z)   +  ^{{in  —  r^)  A^  +  (Ax-^x)  ^x}. 


Sl'(z)  =   W\z)  +  ^{(/x-rx)^x'+  (Ax— Px)^x'}. 

Die  Zahlen  /,  r,  A,  q  sind  in  beiden  Formeln  dieselben,  weil 
die  Bahn  der  Integrale  Sl,  SV  eine  gemeinschaftliche  ist. 
Ausserdem  ist  zu  bemerken,  dass  bei  Aufstellung  dieser  Formeln 
die  Frage,  wie  oft  die  Ströme  c  von  jener  Bahn  überschritten 
worden  sind,  gar  nicht  zur  Sprache  kommt,  weil  die  Werth- 
differenzen  der  Functionen  W,  W'  in  den  Strömen  c  sämmtlich 
=  0  sind. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

^x  —  ^x  =  »»x,     Ax  —  ^x  =  Wx, 

und  erhalten  dann  einen  Satz,  der,  den  vorhergehenden  sich 
anschliessend,  folgendermassen  lautet: 

VIIL  Zwischen  den  Werthen  Sl  (2),  Ä'  (2),  mit  welchen  die 
auf  gemeinschaftlicher  und  völlig  wälkührlicher  Bahn  fortlaufen- 
den  Integrale  Ä,  Ä'  in  irgend  einem  Puncte  z  eintreffen,  und 
zwischen  den  Werthen  W  (2),  W'  (2),  welche  die  eindeutigen  Func- 
tionen Wy  W'  in  jenem  Punct  besitzen,  findet,  falls  man  unter 
m^  n  irgend  welche  ganze  Zahlen  versieht,  jederzeit  folgender  Zu- 
sammenhang statt: 
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Ä  (z)  =  W[z)  +  [m^Ä^  +  m^Ä^  +  ,..  +  ms  Äs)  + 

+  («1  J?i  +  «2  ^2  +  •  •  •  +  w*  ^s\ 
Ä'  [z)  =  W'{z)  +  {miJ',+m^A'^  +  ...  +  ms  ^,)  + 

+  {n,B',+n^B'^  +  ...+ns  B's). 

Denkt  man  sich  die  gemeinschafüicke  Bahn  der  Integrale  -Q^ ^ 

auf  der  Fläche  SR  in  einer  unaufhörlich  fortschreitenden^  bald  hl^^^/^f^ 
bald  dorthin  gehenden  Bewegung  begriffen^  so  werden  die  Zahlen  wrx,  ^^ 
im   Allgemeinen    constant   bleiben^    und  nur  ab  und  zu,    ndm/tcA 
jedesmal   wenn  die  Bahn  einen    der  Ströme   «,   b    überschreitet, 
eine  sprungweise  Aenderung  erleiden. 


Siebenter  Abschnitt.  Bie  bei  Bildung  der  secnndären  Integrale 
coj,  C92,  ...  CO;  noch  unbestimmt  gelassenen  Coefficienten  T 
werden  definitiv  festgesetzt;  und  zwar  in  solcher  Weise,  dass 
die  mit  diesen  Integralen  conjagirten  eindentigen  Fonctionen 
W],  W2, .  • .  w«  hinsichtlich  ihrer  in  den  Strömen  a,  b^  c  vor- 
handenen Werthdifferenzen  gewissen  einfachen  Anforderungen 
Oenüge  leisten. 

Unter  Ä,  Ä'  wurden  irgend  zwei  unter  den  primären  und 
seciindären  Integralen  Ä^,  Äj,  .  .  .  Ä,,  Wj,  «2,  .  .  .  «,,  oder 
auch  irgend  zwei  andere  Integrale  verstanden,  die  aus  jenen  auf 
lineare  Weise  zusammengesetzt  sind.  Wir  bezeichnen  mit  W^, 
W^j  ...  Wsj  Wi,  W2,  .  .  .  w,  diejenigen  Functionen,  welche 
zu  den  primären  und  secundären  Integralen  Äj,  Äji  •  •  •  •^». 
GOi»  (»2,  .  .  •  (»f  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  so  eben 
untersuchten  Functionen  ^,   W'  zu  den  Integralen  Sl,  Sl\ 

Zufolge  des  II.  Satzes  werden  dann  ^,,  ^2»  •  •  •  ^*»  w„ 
W2,  .  .  .  w,  innerhalb  der  Fläche  dV  allenthalben  ein- 
deutig und  stetig  sein.    Und  zugleich  werden  die  Werthe 

(1)  Waip),    Wa{q).      Vfaip).  ^a{q), 

welche  jene  Functionen  in  den  Puncten  p,  q  haben,  identisch 
sein  mit  denjenigen  Fundamentalwertheu 

(2)  ^a{p).    ^a{q).   ^a{p),   ^a(q). 

welche  die  primären  und  secundären  Integrale  in  eben  denselben 
Puncten  besitzen;   so  dass  es  in  Zukunft  völlig  gleichgültig  sein 
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wird,  ob  vir  die  eben  genannten  Fundamental werthe  wie  in  (2) 
mit  Sl,  ü,  oder  wie  in  (1)  mit  W,  w  bezeichnen. 

Zufolge  des  III.  Satzes  lassen  sich  die  Werthdifferenzen,  mit 
welchen  die  Functionen  TF,  w  in  den  Strömen  a,  b,  c  behaftet 
sind,  folgendermassen  darstellen: 

längs  «,  :  W,W  -  WM  =  ^xW,  W,(A) - ^M  =  ««W, 
(3)    längs  6,  :  W,[X)  -  W^Q)  =  5x'">,        w„(l)  -  •»„(?)  =  b/'\ 

längs  c,  :  ?r„(l)  —  ^„(9)  =  0,  w„(i)  —  ■»,(?)  =0. 

0  =  1,  2,  .  .  .  «, 
X  =  1,  2,  ...  s. 

Die  ^x'»),  P«W,  a,'"),  ft^W  sind  Constante,  welche,  wie  sich  aus 
dem  IV.  Satz  ergiebt,  zu  den  Fundamentalwerthen  der  primären 
und  secundären  Integrale,  d.  1.  zu  den  Wertben 

^»(p).  ^»(y),    «»(p),  «»(?) 

oder 

WAp)>   WM),   ^a{p),  w„(y) 
in  folgender  Beziehung  stehen: 


wA9i)    ~wAPt)=^A^'\ 


4)  »'a(?.-l)  -   Wa{ps-l)=iA,-i(<'), 
WM')        —  Wa(ps)    =i^,"'>, 


^-iW^'  +  ^j'»  +..  +  ^."')), 


5)  W,  {q, _i)  —  W<,(p,-i)=  4-  «j-iW 

=  -iK''"  + «2"" +  ••  +  «,""), 

a  =  l,  2,  .  .  .  s, 


Wff(p,+i)— w„(g',)    =  —  40."", 


Nun  hingen  die  secundären  Integrale  mit  den  primären  durch 
folgende  Gleichungen  zusammen: 

(6)  a„[z)  =  TiC)  Äi (z)  +  .  .  .  +  r.C)  Ä, {z). 

«  =3  1,  2,  .  .  .  «. 

Laufen  nämlich  die  Integrale  A,  to  von  dem  gegebenen  Punct « 

Neomann,  Abel'sche  Inte^ale.  28 
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auf  ihrer  willkührlichen  und  gemeinschaftlichen  Bahn  nach  irgend 
welchem  andern  Puncte  z,  so  werden  die  Werthe  Sl(z)y  cofz), 
mit  welchen  sie  in  diesem  Puncte  eintreffen,  jederzeit  durch  die 
Gleichungen  (6)  verbunden  sein.  Denkt  man  sich  die  Bahn  der 
Art  ge\yählt,  dass  sie  die  Ströme  a,  b^  c  nirgends  überschreitet, 
dass  sie  also  ihrem  ganzen  Laufe  nach  innerhalb  dV  bleibt,  so 
sind  die  eben  genannten  Werthe  ^(z),  00(2),  mit  welchen  die 
Integrale  im  Endpuncte  der  Bahn  anlangen,  nichts  Anderes  als 
diejenigen  Werthe,  welche  die  den  Integralen  conjugirten  ein- 
deutigen Functionen  W^  w  in  jenem  Punct  besitzen;  also  iden- 
tisch mit  W{z),  w(2:).    Somit  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

(7)  Wa{z)  =  rj(^)  W,(z)+...  +  n<^)  Ws[z). 

<F  =  1,  2   .   .   .  «. 

Bildet  man  diese  Gleichungen  für  den  Fall,  dass  der  Punct  z  mit 
Pxf  und  dann  für  den  Fall,  dass  derselbe  mit  g«  zusammenfallt, 
so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  erstem  Gleichungen  von  den  letz- 
tern subtrahirt: 

(8)  y^a[q.)  -  Waip.)  =  A (-)( ?F,  (gr,)  -    W,{p,))  +    .  .  . 

Sind  nun  A/^\  B/^\  A^(^\  B^^^\  .  .  .  A^('\  B^^')  und  a^^^\  b^(\ 
«x^^,  6^ <*>,...  ö^^'^  bje^^^  die  Constanten  Werthdifferenzen,  mit 
welchen  die  Functionen  W^,  W^,  .  . .  Wg  und  Wj,  Wj,  .  .  .  w,  in 
den  Strömen  a«,  bx  behaftet  sind^  so  ist  nach  (4)  und  (5): 

^a{qx)    -    Wa{p.)  =  i  ^*<^\ 
^aiqx)     —    ^a{px)  =  i  «x^^^ 

vorausgesetzt,  dass  x  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...  ä  vorstellt. 
Und  hiedurch  geht  die  Gleichung  (8)  über  in: 

(9)  a/^)  =  r/^)^^^)  +  r^WAx^^)  +  . . .  +  A(^)^x<^>. 

a  =  1,  2,  .  . .  «, 
X  =  1,  2,  . .  .  «. 

In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich,  wie  leicht  zu  übersehen,  aus 
den  Gleichungen  (7)  auch  ferner: 

(10)  i^x^^)  =  r^i^)  Bx^^)  +  r^^^')  ^x^2)  -f-  . . .  4-  Fs^^)  Bj^*) 

<F  =   1,   2,   .  ..  8, 
X  s=:   1,    2,   ...   9. 

Die  Coefficienten  F,  durch  welche  wir  von  den  primären  zu 
den  secundären  Integralen  übergingen,  waren  bisher  völlig  un- 
bestimmt gelassen.    Für  die  Behandlung  unserer  Probleme  in  der 
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secundären  Form,  oder»  wie  wir  uns  kurz  ausdrucken  können, 
für  die  Umkehrungsprobleme  der  secundären  Integrale  ist  es  nun 
von  wesentlichem  Vortheil,  wenn  die  diesen  Integralen  zugehöri- 
gen Differenzen  a^^^)  gewisse  einfache  Werthe  erhalten. 

Wir  bestimmen  zu  diesem  Ende  die  in  go«,  oder   w«,   ent- 
haltenen CoefBcienten 

r^io\   r^io)^ r,io) 

der  Art,  dass  die  Grössen 

öjt^),     a2^^\ a,^^) 

mit  Ausnahme  von  aa^^^  sämmtlich  =0,  o^^^)  aber  =f7r  wird; 
also  der  Art,  dass  folgenden  Gleichungen  Genüge  geschieht: 

0  =  Tj^ö^)^!«^)  +  r^^^'^A^^^)  +  ...  +  r,(^>^i^*), 


0  =  r/^)^/A)  -f.  r^i<')As^^)  +  . . .  +  r,(^)^,(*). 

Hieraus  folgt: 


(11) 


2  yl 


«  =  1, 


wo  unter  J  folgende  Determinante  zu  verstehen  ist: 


(12) 


^  = 


A^W  ^2 (2)  . 


^jW 


A.W  ^,(2)    .  .  .  A,<') 


Bei  Anwendung  dieser  CoefBcienten  (11)  werden  also  unter  den 
der  Function  w,  zugehörigen  Differenzen  «,<'),  «j*''»  •  •  •  <'»^** 
alle  mit  Ausnahme  von  «,<'>,  ferner  unter  den  der  Function  Wj 


zugehörigen  DifFi:renzen  ai^*\  a. 


2<^ 


.  a5<^).alle  mit  Ausnahme 


von  «2^^^  verschwinden,  u.  s.  w.   Die  Werthe  von  a^^\  a^^\  . . .  «,<*^ 
aber  werden  =in  werden.     Von  den  beiden  Quadraten: 

28* 
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a,W,  «jW.  . 

.  .  «.«'>, 

ft,W,  62"),  . 

.  .  b,W 
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(13) 


kann  demnach  das  erstere,  weil  a^^^^  =  ai^'^  =  0  ist,  ein  in  Be- 
zug auf  seine  Diagonale  symmetriscties  genannt  werden.  Es 
lässt  sicli  leicht  zeigen,  dass  dieselbe  Eigenschaft  auch  dem  zwei- 
ten Quadrate  zukommt. 

Wir  betrachten  zu  diesem  Zweck  die  beiden  Integrale  a>|,  «021 
die  ihnen  conjugirten  eindeutigen  Functionen  w^,  Wj,  und  die 
den  letztern  zugehörigen  Werthdifferenzen  ax^*^  *lc^^^öx^*^  &x^^. 
Zufolge  des  V.  Satzes  muss  zwischen  diesen  Differenzen  jederzeit 
die  Relation  stattfinden: 

2(a.(i)  bj^)  —  aj^)  bj'))  =  0. 

Da  nun  a,(^)c=i7r,  a^^^^  ebenfalls  =  ijt,  alle  andern  Grossen 
«,(*)  und  aj^^  hingegen  =0  sind,  so  geht  diese  Relation  sofort 
über  in: 

in  .  &i(2)  —  iTt .  62 (1)  =  0, 
d.  i.  in: 

Ebenso  wird  sich  nachweisen  lassen,  dass  ftjC^)  =  63(1),  und  all- 
gemein, dass  bj^^  =  6i<*)  ist. 

Nimmt  man  also  für  die  Coefficienten  r^^^),  F^^^^  .  .  . 
r/o')  die  Werthe  (11),  so  wird,  was  die  Quadrate  (13)  an- 
belangt, nicht  nur  a»^^^  =  ax^'\  sondern  gleichzeitig 
auch  ft.<^)  =  fejiW.  Dass  allerdings  jedes  ö«^^^  jenachdem 
^  und  X  gleich  oder  ungleich  sind,  den  Werth  itt  oder  0 
besitzt,  wird  eine  Eigenschaft  sein,  die  den  Grössen 
V^)  im  Allgemeinen  nicht  zukommt. 

Es  ist  hier  am  Orte,  noch  auf  eine  andere  Eigenthumlich- 
keit  der  Differenzen  aj^^  und  ft,^^)  aufmerksam  zu  machen,  die 
für  die  Folge  von  grossem  Gewicht  ist. 

Wir  bilden  das  Integral: 

(14)  Sl{z)  ==  Mj  co^{z)  +  «2  ©2(2:)  +  .  .  .  +  «5  «5(2), 
und  die  damit  conjugirte  eindeutige  Function: 

(15)  W{z)  =  n,  w,{z)  +  n^w^iz)  +  ...  +  fis  w,(t), 
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wo  die  n  vorläußg  ganz  beliebige  constante  Coefflcienten  vor- 
stellen sollen.  Sind  X  und  q  irgend  zwei  auf  dem  linken  und 
rechten  Ufer  des  Stromes  a»  einander  gegenüberliegende  Puncte» 
so  ergiebt  sieb,  wenn  man  in  (15)  für  z  einmal  den  Punct  A, 
sodann  den  Punct  q  nimmt»  und  beide  so  erhaltenen  Gleichungen 
von  einander  subtrahirt: 

W{X)  -  W{q)  =  n,  (Wi  W  -  w,{q))  +  ...  +  ns(Ws(X)-Ws{Q)l 
also,  weil  wir  es  mit  dem  Strome  üj^  zu  thun  haben,  und  die 
Differenz  Wa{X)  —  ^aio)  längs  dieses  Stromes  gleich  a^c^^^  ist: 

W(k)  -  W{q)  =  n,  öx^i)  +  «2  ax^^>  +  ...+ns  a^^'K 
Ebenso  ergiebt  sich,  dass  längs  des  Stromes  bx 

W{X)  -  W{q)  =  n^  b/')  +  n^  bj^)  +...  +  «,  ft^C) 

ist.    Bezeichnen  wir  daher  die  Werthdifferenzen,  welche  die  hier 

betrachtete  Function   W  in  den  Strömen  a,  b  besitzt, 

längs  tfx  mit:   W{X)  -  W{q)  =  a,  +  t^x, 

längs  bx  mit:   W{X)  -  fF{Q)  =  ßn  +  tjS'x, 

so  haben^wir:     » 

(Xx  +  tax  =  n^  ax^^^  +  n^  «x^^^  +...  +  «,  üx^'K 
ß^  +  iß^^  =  «j  6x(^)  +  n^  6x<2)  +  .  .  .  +  n,  6^(*), 

oder,  weil  «x^*^  den  Werthiw,  und  alle  übrigen  unter  den  Grös- 
sen ax^^\  ax^^\  ...  «x^*^  den  Werth  0  besitzen: 

««  +  ««' «  =  Wx  Tri, 

ß^  +  iß^^  =  n^  6x<^>  +  «2  *>^^'^  +  ...  +  «.  ftx«'). 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  die  Coefflcienten  n  wären  sämmt- 
lich  reell.    Alsdann  ergiebt  sich: 

€Cx  =  0, 

tt  X  =   ^x  ^y 

und  ferner,  wenn  wir  die  reellen  Theile  von  bx^^\  bx^^\  .  .  .  bx^*^ 
für  den  AugenbUck  mit  rx^^\  rx^^\  .  . .  r«^*^  bezeichnen: 
ß^  =  n^  rx^i)  +  n^  r^C^)  +  ...  +  „,  ^x^'). 
Zufolge  des  VI.  Satzes  muss  nun  jederzeit 

^(«jr  15'x  —  «'«  ßn)  —  pOS. 

sein.     Substituirt  man  hier  die  für  «x,  <y'x)  i?«   so   eben  gefun- 
denen Werthe,  so  ergiebt  sich: 
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»=1 


+  ns  rx<*>)  =  pos., 


d.  i. 


oder,  was  dasselbe  ist: 

Die  hier  auf  der  linken  Seite  stehende  Summe  ist  aber  nichts 
Anderes  als  der  reelle  Theil  des  Ausdruckes 

(16)  2  ^  ""^c  nx  b^^^). 

H  =  l    i  =  l 

Die  Differenzen  6^^^^  sind  also  der  Art,  dass  der  reelle 
Theil  dieses  Ausdrucks  (16)  jederzeit  einen  negativen 
Wer4h    besitzen  wird,    sobald  die    dariti   enthaltenen 
Grössen  n^^  n^t  *  .  .  rig  sämmtlich  reell  sind. 
Die  Coefficienten 

r/<^),    Tj^^),  .  .  .  r,(^) 

sind  in  (11)  vollständig  bestimmt  worden.  Damit  ist  aber  zugleich 
auch  die  Bildungsweise  der  secundären  Integrale  vollständig  fest- 
gesetzt. Wir  können  uns  darüber,  indem  wir  a^i  statt  a^^^)  oder 
ai^*^  und  hy,x  statt  6«^^^  oder  hx^^^  setzen,  in  folgender  Weise 
aussprechen: 

Bildungsmeise  der  secundären  Integrale.    Aus  den 
Fundamentalmerthen  der  primären  Integrale ,  rf,  i.  aus  den  Werthen 

^a{p).      Äa(^)      Oder      Waip),      Wa(q) 
setze  man  nach  einander  folgende  Constanten  zusammen : 


Wa{qs)       —Waips)    =i^,«",        fVa{ps+l)  -  fr„{q,)      =  —  |  i?,l') 

Wo{q,^l)  -  Wa{ps^l)=  Waipi)      —Wa{qs+l)=iBi«'); 

=  -i(^.<»)  +  A./")  +...  +A/% 
ff  =  1 ,  2.,  .  .  .  .». 


Die  Abcrsckeii  Integrale. 
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ferner  die  Constanien: 


(2) 


J  = 


(3) 

(4) 
(5) 


A,l»    ^,(«),  .  .  .   A,C) 


a^„  =  r.c)  ^«(M  +  rjC)  ^«w  +  . . .  +  r,«')  ^,w, 
ft^„  =  r.c»  5«(«  +  TjC)  5,w  +  . . .  +  Ac»  B/'K 

<y,  T,  H  =  1,  2,  , .  .  «. 

Alsdann  wird 

ajtff  =  üaxy 
bxa  =  tax 

sein;  femer  wird  jede  der  Constanten  axai  j^  nachdem  x,  a  gleich 
oder  ungleich  sind^  den  Werth  in  oder  den  fVerth  0  besitzen; 
und  endlich  werden  die  Constanten  bxa  der  Art  beschaffnen  sein, 
dass  der  aus  ihnen  mit  Zuziehung  irgend  welcher  reellen  Grössen 
n|,  itj,  .  .  •  fts  zusammengesetzte  Ausdruck 

^11  «1^  +  2^12  «1  «2  +  .  .  .  +  6„  «,2 
Jederzeit  einen  negativen  reellen  Theil  besitzt. 

Bei  der  Bildung  der  secundären  Integrale  benutzen  wir  nun 
die  so  eben  construirten  Constanten  F  als  Coefficienten,  setzen 
also: 

(6)    f0a{2)  =  r/^) si^ {z)  +  r^^^) si^{z)  +  ...  +  r,(^) ä, [z). 

Die  den  secundären  Integralen  conjugirten  Functio- 
nen. Die  eindeutigen  Functionen  Wj,  W2,..«w,  und  W^y  ^2)"'  ^'i 
welche  den  secundären  und  den -primären  Integralen  conjugirt  sind^ 
werden  dann  durch  ganz  analoge  Gleichungen  mit  einander  ver- 
bunden seiny  nämlich  durch  folgende: 

(7)     WcW  =  ^1^)  W,{z)  +  F^i^')  W^{z)  +  .  .  .  +  r,(^)  Ws{z). 

<F=  1,   2,   ...  «. 

Die  vorhin  construirten  Constanten  a^at  ^xa  sind  nichts  An- 
deres als  die  Werthdifferenzen  der  Functionen  w^,  Wj,  .  .  .  W*  in 
den  Strömen  a^  b,  c.  Es  ist  nämlich^  was  die  Function  w«,  an- 
belangt: 
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(B) 


längs  ajt:     Wö(A)  —  W<y(^)  c=s  a^^, 

längs   bx:     Wa(^)    —  ^aio)  =  ^0x, 

/ä«öf5   C,:    .WaW    -  Werfe)   =  0. 

a,  X  =  1,  2,  .  .  «  «. 


Demgemäss  finden  zwischen  den  Fundamentalwerlhen  der  sc- 
cundären  Integrale,  d.  u  zwischen  den  Werlhen  cia{p)j  eiaig)  oder 
Wa{p)i  ^a{^)  und  zwischen  diesen  Constanten  aua»  b^a  folgende 
Gleichungen  statt: 


Wa(^l)     —  Wa(p|)    =  i  aal, 


Wa(P2)        —  ''^«^  (ö'l)  =  i(*aa  —  *ffl)' 


^^  Wa  ((Z,-!)— Wa(p,-i)=iaa*-l, 
Wa(^5)  —  Wa(p,)  =^aas, 
Watei4-l)  -  Wa(p,4.i)= 

=    —    -J^   (««Fl     +    0(72     +    .    .    +    öffl) 

ö  =  1,  2, 


Wa  (P*)        —  Wa  iqs^i)  =i  (&a*  —  *a5-l)> 
Wa  (p»4-i)  —  Wa  (ö',)     =  —  ibas, 

^a  (Pl)       —  ^o{qsr^)=  i  ^al  • 


(10) 


Liesen  Gleichungen  kann  man,   wie  leicht  zu  übersehen  ist^  auch 
folgende  Gestalt  geben: 

Wa  tPi)     —  Wa  (Pi)  =  i  {bal   —  ^al)  > 

Wa  {P2)    —  Wa  (Pi)  =  i  (*a2    —  ^ffl  +  öffl) , 

Wa  (P3)     —  Wff  (Pi)  =  i  [bas    —  fttfl  +  ötfi  +  a<y2) , 


(11) 


Wa(p5)     —  Wa(Pi)=i  (&aj     —  ^ffl  +  «ffl  +  0(r2  +  •  •  +  «(F5-i), 
Wa(pM-l)  —  Wa  (Pi)  =  i  (  —  &ffl  +  «al  +  ««72  +  . .  +  «a  wl  +  «a*), 

0=1,2,...«. 

W0(ö'i)    —  Wa(Pi)  =  i  (^al     —  bal  +aal), 

W0(g2)    —  Wa(Pi)  =  ^  (&«x2    —  &(Tl  +fl«rt  +  a«x2), 

Wa  (0^3)    —  Wa  (Pi)  =  i  (6a3    —  &ffl  +  «ffl  +  «02   +  «as) , 


Wa  {qs)     —  Wa(Pi)  =  ^  (6a,    —  6al  +  «al  +a<r2  + 
Wa(S'5+l)  —  Wa  (Pi)  =  i  (         —  6al)- 

<y  =  1,  2,  .  .  .  5. 


+  «05), 


Beachtet  man,    dass   aaxt  jenachdem  d,    x   gleich   oder  ungleich 
sind,  den   Werth  in  oder  0  besitzt,  dass  mithin  die  Summe 

«ffi  +  «ff2    +  .  .  .  +  das 
jederzeit  =  in  sein  wird,jso  kann  die  letzte  der  Gleichungen  (10) 
auch  so  geschrieben  werden: 
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(12)  Wa(p,4-i)  —  Wa(Pi)  =  i  [in  —  hol) 

<F  =   1,    2,    .    .   .  5. 

Femer  ergieht  sich ,  wenn  man  in  den  s  ersten  der  Gleichungen  (10) 
für  die  Zahl  <S  specielle  Werihe  nimmt  ^  und  dabei  wiederum  die 
eigenthümlichen   Werthe  von  aox  berücksichtigt: 

Wi(Pi)  -  Wi(pi)  =  i  (&a  —  6ii), 

W2(/>2)    —    WjIPi)   =   i    (^22   —   ^2l)) 


^siPs)    —   W,(pi)  =  i   (6«    —    6,1). 

Soml  erhalten  wir  allgemein: 

(13)  Wa(pa)   —  W<r(Pi)  =  i  (baa    —   M- 

<?  =  1,  2,  .  .  .  «. 

Endlich  ergiebi  sich  durch  Subtraction  von  (12)  und  (13); 

(14)  Wcr(i?<r)   —  Wcy(p,+i)  =  i  (6a0   —  tJr) 

0    C=3    1,    2,     .    .     .    «. 

Ausserdem  ist  noch  zu  bemerken^  dass  die  Differentialquo- 
tienten: 

d  Wi  (z)       d  w,  (z)  <fWf  (z) 

dz     ^         dz     '   '  '  '      dz 

Functionen  sind^  welche  auf  der  ursprünglichen  Fläche  9i  allent- 
halben eindeutig  bleiben^  und  welche  daselbst  in  je  zwei  über- 
einanderliegenden Puncten  entgegengesetzte  Werthe  besitzen. 
Die  letzte  Bemerkung  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  VII. 
Satzes  Seite  430. 


Elfte  Vorlesung. 

Die  von  den  AbePschen  Integralen  abhängende 

* -Reihe- 


Erster  Abschnitt.  Die  Functionen  w^,  Wj»  . . .  w«  werden  in 
Verbindung  mit  willkuhrlichen  Constanten  g^^  921  -  -  »  9s  zu  Ar- 
gumenten einer  s  &ch  unendlichen  'd^-Eeihe  genommen.  Der  so 
entstehende  Ausdruck  -^(Wj  —  g^^,  '^2  '~  92^  . .  .  w,  —  gs)  ist 
dann  eine  von  z  abhängende  Function,  welche,  ebenso  wie 
Wi,  W2,  .  .  .  w«  selber,  innerhalb  der  Flache  dV  überall 
eindeutig  und  stetig  bleibt 

Ist  irgend  eine  Function  q)  bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der 
von  iu)s  construirten  Ricmann'scben  Kugelfläche  di  allenthalben 
eindeutig,  ist  also  jeder  Punct  der  Fläche  immer  nur  mit  je 
einem  Werthe  der  Function  belastet,  so*  wird  jedem  Puncte  der 

Fläche  auch  immer  nur  ein  Werth  von  e^  entsprechen;  folglich 

wird  die  Exponentialgrösse  e^  eine  Function  sein,  welche  bei 
ihrer  Ausbreitung  auf  jener  Fläche  ebenfalls  allenthalben  eindeu- 
tig ist.  Ueberall,  wo  q)  endlich  ist,  wird  auch  e^  einen  end- 
lichen Werth  besitzen;  und  überall,  wo  9>  stetig  ist,  wird  auch 

e^  stetig  sein. 

Die  den  Integralen  Wj,  ©2,  ...  w,  conjugirten  Functionen 
Wj,  W2,  ...  w,  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  auf  der  Fläche  dt 
allenthalben  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  der  Ströme  a,  6  da- 
selbst auch  überall  stetig.    Gleiches  wird  demnach  von  den  Expo- 

nentialgrössen  e  \  e^^,  .  .  .  e^*  gelten,    und,    falls   wir   unter 
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Ä'o,  K^^  K21  .  .  ,  Ks  irgend  welche  CoDStaDten  verstehen,  auch 
von  der  Exponentialgrösse 

ATo  +  ^1  w,  +  Jsr,  w,  +  ...+/:.  w. 

Um  die  Unstetigkeiteu ,  mit  welchen  diese  Exponentialgrössen  in 
den  Strömen  a,  h  behaftet  sind,  näher  zu  bestimmen,  betrachten 
wir  irgend  einen  unter  jenen  Strömen,  etwa  den  Strom  a«.  Sind 
X  und  ^irgend  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  von  a« 
einander  gegenüberliegende  Puncte,  und  sind  ferner  w/,  Wj^, 
.  .  .  w/,  rj^  und  Wi^,  W2^,  .  .  .  w,^,  rfi  die  in  jenen  Puncten 
vorhandenen  Werthe  von  Wj,  Wj,  ...  w,,  ri,  so  wird 

^  ^  /o  +  >5^i  Wji  +  if^  w,^  +  . . .  +  Ks  Ws  ^  ^ 
sein.     Hieraus  folgt  durch  Division: 

oder,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Functionen  w^,  Wj,  .  .  .  w« 
in  dem  hier  betrachteten  Strome  a^  mit  den  Werthdifferenzen 
^1x9  ^2»i  '  **  ^sx  behaftet  sind: 

Der  Quotient  ^  hat   also   längs    a^   überall    ein  und   denselben 

Werth.  Ebenso  wie  jede  der  Functionen  w^,  w.^,  .  .  .  w,  längs 
ax  mit  einer  constanten  Werthdifferenz  behaftet  ist,  ebenso 
ist  die  Function  ri  längs  a^  mit  einem  constanten  Werth  quo - 
tienten  behaftet.  Für  die  Ströme  b  wird  sich  naturlich  ganz 
Aehnliches  ergeben;  für  den  Strom  bx  z.  B.   wird  man  erhalten: 

V^    ^^i  bix  +  Ä^2  62X  +  •  .  •  +  Ä^5  bsx 

Versieht  man  also  unter  Kq^  K^^  K^^  ...  K^  beliebige  Con- 
stanten^ so  repräsentirt  die  Exponentialgrösse 

^  ^  /o  +  ^iW,  +  jsr2W2  +  ...  +  Jsr,  w, 

eine  von  z  abhängende  Function,  welche  —  ebenso  wie  w^,  Wj, . .  .  w, 
selber  —  auf  der  Riemann^ sehen  Fläche  91  mit  Ausnahme  der 
Strömie  a,  b  allenthalben  eindeutig  und  stetig  bleibt.     Zugleich  ist 
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längs  6^  :  w*  —  W^  =  ^ax,       -^  =  6    *   '*  ^     '  **^      ^ 
^^  a  er  1J? 

i>^r  hier  aufirende  Exponent: 

K^  öix   +  iTj  «ix   +  .  .  .  +  ^#  ö*x 
•5/  übrigens^  wenn  man  auf  die  eigenthümlichen  Werihe  der  Grös- 
sen ttax  achtet^  gleich  Kx  .  ^t. 

Wir   verallgemeinern   gegenwärtig   unsere   Betrachtung;    an 
Stelle  von  ri  nehmen  wir  folgende  Exponentialgrösse : 
ß^Jfin  V+2  fti^n,  n,  +..  .  +  hss  n,*)  +  2(W,  «j +W, «,+  ... +W,  ns) 

Hier  sollen  6^1,  ^^j)  *  •  -  ^ss  diejenigen  Constanten  sein,  durch 
welche  die  Werthdifferenzen  der  Functionen  w^,  Wj,  ...  w,  in 
den  Strömen  b  dargestellt  werden;  und  n^j  itj,  •  .  .  n«  beliebig 
gewählte  positive  oder  negative  ganze  Zahlen.  Solcher  Ex- 
ponentialgrössen  H  können  wir  unendlich  viele  aufstellen,  in- 
dem wir  für  die  Zahlen  n^,  itj,  .  .  .  n«  andere  und  andere  Werth- 
systeme  nehmen;  wir  denken  uns  die  Summe  alF  dieser  unend- 
lich vielen  Exponentialgrössen  gebildet,  und  bezeichnen  dieselbe 
mit  S,  setzen  also 

S  =  ÜH, 

n 

wo  die  Summation  £  über  jede   der  Zahlen  Hj,  «2>  •  •  •  «*  von 

n 

—  cx)  bis  +  (X>  hinerstreckt  ist. 

Beachten  wir,  dass  die  Functionen  w^,  W2»  ...  w,  auf  der 
Fläche  yt  nirgends  unendlich  grosse  Werthe  besitzen*),  und  be- 
achten wir  ferner,  dass  der  reelle  Theil  des  Ausdrucks: 

*ii  «1^  -h  2  &12  ^1  ^2  +  •  •  •  +  ^"  '»A 
wie  wir  kürzlich  (Seite  439)  gefunden  haben,  jederzeit  negativ 
ist,  so  können  wir  auf  die  hier  gebildete  Summe  S  sofort  einen 


•)  Es  ist  nach  unserer  Definition  Wa  der  Werth  eines  gewissen  In- 


Ca  +    I  fadz. 


tegrales  Ca  -jr   1  fadz,  welches  in  seiner  Bewegung  auf  die  einfach  zu- 

sammenhängende  Fläche  di'  beschränkt  ist.  Das  in  diesem  Integral 
enthaltene  Diflferential /"ff  rfz  ist  auf  der  Fläche  [R  allenthalben  eindeutig 
und  stetig;  daraus  folgt,  dass  der  Werth  des  Integrales  allenthalben 
endlich  bleibt. 
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früher  (Seite  29)  erwähnten  Satz  in  Anwendung  bringen.  <" Jenem 
Satz  zufolge  wird  der  Werth  von  S  jederzeit  ein  völlig  be- 
stimmter und  endlicher  sein.  Gleichzeitig  wissen  wir,  dass 
die  Exponentialgrössen  H,  aus  welchen  S  zusammengesetzt  ist, 
von  z  abhängende  Functionen  sind,  welche  —  ebenso  wie  die 
zuvor  betrachtete  Exponentialgrösse  i?  —  auf  der  Fläche  dt  allent- 
halben eindeutig,  und  mit  Ausnahme  der  Ströme  a,  b  daselbst 
auch  allenthalben  stetig  sind. 

Denken  wir  uns  also  jeden  Punct  der  Fläche  9i  mit  dem 
ihm  zugehörigen  Werthe  von  S  belastet,  so  wissen  wh'  einerseits, 
dasß  air  diese  Werthe  völlig  bestimmt  und  endlich  sind, 
andererseits,  dass  dieselben  durch  eine  Superposition  unendlich 
vieler  Grössen  -H  entstanden  sind,  von  denen  jede,  für  sich  allein 
betrachtet,  mit  Ausnahme  der  Ströme  «,  b  auf  Sft  allent- 
halben stetig  ist.  Daraus  aber  folgt,  dass  der  Werth  von  S 
auf  der  Fläche  Sft  nicht  nur  überall  endlich  und  völlig  bestimmt, 
sondern  mit  Ausnahme  der  eben  erwähnten  Ströme  a,  b  daselbst 
auch  überall  stetig  sein  muss. 

Offenbar  wird  in  unserer  Betrachtung  keinerlei  Aenderung 
eintreten,  wenn  wir  die  in  S  und  H  enthaltenen  Functionen 
Wi,  W2,  ...  w,  mitWi  —  Qi^  Wj  — 0^2»  •  •  •  w* — 9s  vertauschen, 
vorausgesetzt,  dass  wir  unter  g^^  g^^  ...  gs  irgend  welche  Con- 
stanten verstehen.    Folglich: 

Versteht  man  unter  fe^j,  ftjj»  •  •  •  ^ss  die  Constanten  Werth- 
differenzen^  mit  welchen  die  Functionen  w^,  Wj,  .  .  .  W5  in  den 
Strömen  b  behaftet  sind^  und  bezeichnet  die  von  diesen  Constanten 
und  von  irgend  welchen  andern  Argumenten  ü^j  t/j,  ...  Ug  ab- 
hängende s  fach  unendliche  Reihe 

2;g(*ii  V  +  2  ft,2  «1  ng  -h  ...  +  bss  ns?)  +  2  (n^  Ui  + n2[/2  + ...  +  ns  Us) 
n 

in  Zukunft  mit: 

^{ü,,    U^,   .  .  .   üs), 
so  wird  ^{U^i   £^2,  ...   Us)^   so  lange  keines  der  Argumente  U^, 
ü^2)  •  •  •  Us  unendlich  gross  ist^  jederzeit  einen  völlig  bestimm- 
ten und  endlichen   Werth  besitzen. 

Vertauscht  man  femer  die  Argumente  ü^,  V^-,  ...  V,  mit 
mit  den  von  z  abhängenden  Functionen  w^,  Wj,  .  .  .  w,,  oder  auch., 
falls   g^y    92'i  •  '  •  9s   irgend   welche    Constanten   vorstellen,    mit 
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Wj  —  gfi ,  Wq  —  0^2 »  •  •  •  ^«  — 9'^  *^  werden  die  hierdurch  entstehen- 
den Ausdrücke 

^(w, ,  Wj,  .  .  .  w,), 

von  z  abhängende  Functionen  sein ,  welche  ebenso  wie  Wj,  W2,  . . .  W, 
selber^  auf  der  Fläche  SR  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Ströme  a,  b 
allenthalben  eindeutig  und  stetig  sind, 

\n  Bezug  auf  den  hier  eingeführten  Ausdruck  ^  ist  zugleich 
noch  Folgendes  in  Erinnerung  zu  rufen  (vergl.  S.  35) : 

Der  Werth  von^[lJiy   Z/j,  ...   üg)  bleibt^  sobald  sämmtliche 
s  Argumente  in  ihr  Gegentheü  umschlagen,  ungeänderty  d,  Ä.  es  ist: 

e(ü^,    V^,    ...    üs)   =  ^{-ü^,    —172,    .  .  .    -üs). 

Sind  femer  C^,,  U^^  ...  üs  und  Fj,  Fj,  .  .  .  F,  zwei  Systeme 
von  Argumenten,  zwischen  welchen,  falls  mj,  »12,  . . .  m^  Wj,  itj,  ...  n, 
beliebige  ganze  Zahlen  vorstellen,  folgender  Zusammenhang  statt- 
findet: 

F,  =  [7i  +  mj  TTi  +  n^  ft^  +  «j  ftji  +  •  •  •  +  '»*  ^su 

^2  =  ^2    +  ^2  "^''  +   ^1  ^12   +  «2  *22   +   •  •  •   +   *»*  **2) 

F,  =  C/,  +  ms  ni  +  w^  &i,  +  fij  62,  +  .  .  .  +  n,  &„, 

50  15/  jederzeit: 

^(Fi,   F«,...  F5)   _     -Z nn{Vn  +  Ux  +  mn  ni) 

Die  beiden  Ausdrücke  9{U^,  ü^,  ...  Us)  und&{V^,  F2,  .  .  .  F,) 
werden  demnach  einander  gleich  sein,  sobald  die  Argumente  des 
eineti  und  des  andern  nur  um  irgend  welche  Vielfachen  von  ni 
verschieden  sind. 

Um  die  Unstetigkeiten ,  mit  welchen  die  vorhin  genannte,  von 
z  abhängende  Function 

&  =  ^(Wi  — gr,,   Wj— 0^2^    •  •  •   W,  — öf,) 

in  den  Strömen  a,  b  behaftet  ist,  näher  zu  bestimmen,  betrach- 
ten wir  irgend  einen  jener  Ströme,  etwa  den  Strom  «x-  Sind 
k  und  Q  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  von  a^  einander 
gegenüberiiegendo  Puncte,  und  sind  w/,  W2^,  . .  .  w,^,  -9^  und 
W|^,  W2^  .  .  .  w,?,  ^Q  die  Werthe,  welche  die  Functionen 
w, ,  Wj,  ...  w,,  ^  in  jenen  Pnncten  besitzen,  so  ist: 
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1Vun  ist  für  den  hier  betrachteten  Strom  a^: 

also  mit  Rücksicht  auf  die  eigenthümlichen  Werthe  der  Grös- 
sen aax'" 

w/  —  W^^  =  Wj  ni^  Wj^-— W2^=  rn^  xci,  ...  w/  —  Ws^  =  m5  «/, 
wo  m^,  Wj,  .  .  .  m,  ganze  Zahlen  vorsteilen,  von  welchen  eine 
gleich  1,  die  übrigen  gleich  0  sind. 

Üie  in  ^  und  &^  enthaltenen  Argumente 

und 

Wi^  —  gx,  Wj^  —  ö^2>  •  •  •  '''«^*^  —  ö'* 
unterscheiden  sich  also  von  einander  nur  durch  gewisse  Vielfache 
von  TTi.  Zufolge  des  letztgenannten  Satzes  wird  demnach  Q^  =  %Q 
sein.  Somit  ergiebt  sich,  dass  die  Werthe  von  -^  zu 
beiden  Ufern  des  Stromes  a«  einander  gleich  sind.  Sol- 
ches gilt  natürlich  für  sämmtliehe  Ströme  a.  Und  es  wird 
also  %^  eine  Function  sein,  die  auf  der  Fläche  9%  nur  noch  in 
den  Strömen  h  unstetig  sein  kann. 

Was  liun  die  letztern  Ströme  anbelangt,  so  wird,  falls  man 
sich  die  Formeln 

^  =  -^(Wi*  -,öfj,   Wj*  —g^,  ...  w,^  -  gs), 
^a  =  ^(w,^  —  ö'i»   Wj?  —  öTj,  ...  w,?  -  gs) 
auf  zwei  einander  gegenüberliegende  Puncte  X  und  q  des  linken 
und  rechten  Ufers  von  h^  bezogen  denkt, 

Wi^   —  Wi^  =  &ix,    W2^   —  Wj^  =  62x,    .  .  .   W/   —  W,«»  =  hsx 

sein.  Die  in  '^  und  &^  enthaltenen  Argumente  stehen  daher  in 
diesem  Fall  in  folgender  Beziehung  zu  einander: 

(w/  -  ^i)  =  (Wi^  -  g,)  +  hir,, 
(W2*  —  92)  =  (^2^   -  0^2)   +   ^2*, 


(w/  —  gs)  =  (w,?  —  ö'^)  +  bsx- 
Somit  ergiebt  sich  zufolge  des  letzthin  angegebenen  Satzes  (8.446)"^). 

*)  Von  den  in  jenem  Satze  enthaltenen  ganzen  Zahlen  triiy  mj, ...  ms^ 
;2i,  »2»  •  •  .  ^'  ^^^^  ^™  vorliegenden  Falle  alle  gleich  0  mit  Ausnahme 
der  Zahl  mtf  nnd  diese  gleich  1. 
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♦i  _    -((w«i  -  g,)  +  (Wirf  -  g,)) 

oder,  wenn  man  das  arithmetische  Mittel  ^ mitw»  be- 
zeichnet: 

^   —  ^ 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Ergebniss: 

Der  aus  den  eindeutigen  Functionen  W|,  Wj,  .  .  .  w,  und  aus 
irgend  welchen  Constanten  ^n  ^2?  *  •  *  ^'  zusammengesetzte  Aus- 
druck 

e  =  ^(Wj  —  fl^i,  W2  —  5^2»  •  •  •  ^'  ""  fl'») 
15/  eine  von  z  abhängende  Function ,  welche  auf  der  Riemann^ sehen 
Kugel  fläche  9t,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Ströme  b^   allenthal- 
ben eindeutig  und  stetig  bleibt. 

Was  die  Werthe  dieser  Function  zu  beiden  Ufern  der  Strome  b 
anbelangt  y  so  ist 

längs  0,  :  —  =  «*'  =:  e  " 

wo  w^  das  arithmetische  Mittel  derjenigen  Werthe  vorstellt^  welche 
Wx  ZU  beiden  Ufern  von  bx  besitzt.  Der  Werthquotienty  mit  wel- 
chem die  Function  ^  in  Jedem  einzelnen  Strome  b  behaftet  ist^  hat 
also  keineswegs  eine  constante  Grösse  ^  sondern  eine  Grösse  ^  die 
sich  längs  des  Stromes  hin  von  einer  Stelle  zur  andern  stetig 
ändert. 

Auf  der  Riemann'schen  Kugelfläche  9i  wird  eine  Function 
nur  dann  allenthalben  stetig  sein  können  ^  wenn  sie  in  jedem  der 
Ströme  a,  6,  c  zu  beiden  Ufern  gleiche  Werthe  besitzt  Han- 
delt es  sich  aber  nicht  um  die  Stetigkeit  auf  der  Fläche  9t,  son- 
dern nur  um  die  Stetigkeit  innerhalb  der  Fläche  flt\  so  wird  zu 
dieser  letztern  jene  Gleichheit  keineswegs  erforderlich  sein.  Die 
hier  betrachtete  Function 

^  =  '^(Wi  —  ÖTj,  W2  —  0^2»   •  •  •  ^s—  9s) 
wird  demnach  eine  Function  zu  nennen  sein,  welche  innerhalb 
91'  allenthalben    eindeutig   und   stetig  ist;    und  daneben 
wird  dann,    was  ihre  Werthe  am  Rande   von  9i'  anbelangt,    zu 
bemerken  sein,  dass 
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(1)  längs  6...  ^J^.^^-^^'^ 


längs  ^x:  1^  =  1 


ist. 


Zweiter  Abschnitt.     Mit  Hülfe  der  ^fach  unendlichen  '^- Reihe 
lässt  sich  aus  den  Functionen  w^,  W2,  ...  w^  ein  Ausdruck  auf- 
bauen, der  von  z  auf  algebraische  Weise  abhängig  ist. 

Wir  müssen  uns  nun  an  einige  früher  gefundene  allgemeine 
Sätze  erinnern  (S.  244.  246.  und  269.).  Ist  eine  von  z  abhängende 
Function  auf  irgend  einer  Fläche  allenthalben  eindeutig  und 
stetig,  so  kann  sie  daselbst  immer  nur  in  einzelnen  Puncten 
Null  werden.  Ferner  wird  ihre  Ordnungszahl  —  jenen  Sätzen 
zufolge  —  in  jedem  Nullpuncte  durch  eine  positive  ganze 
Zahl,  und  in  jedem  andern  Punet  der  Fläche  durch  Null  dar-' 
gestellt  sein.  Endlich  wird  die  Summe  sämmtlic her  Ordnungs- 
zahlen, welche  sie  auf  der  Fläche  besitzt,  durch  ein  gewisses  in 
positiver  Richtung  um  den  Rand  der  Fläche  herumerstrecktes  In- 
tegral ausgedrückt  werden. 

Bezeichnen  wir  also  die  einzelnen  Nullpuncte,  welche  unsere 
von  z  abhängende,  auf  der  Fläche  dV  allenthalben  eindeutige  und 
stetige  Function: 

•^  =  "^  (Wi  —  Qi,  W2  —  g^,  .  .  .  w,  -  Qs) 
besitzt,    mit  z^,  2:3,  ...  z-r,    und  bezeichnen  wir  ferner  die  in 
diesen  Puncten  vorhandenen  Ordnungszahlen  mit  m|,  m2,  .  .  .  m^^ 
so  wird 


di' 


(2)  nii  +-m^  +  ...  +  mr=  ^.J- 

sein;  wo  das  Integral 

(3)  f^ 

in   positiver  Richtung  um  den  Rand  von  dV  hcrumerstreckt  ist. 

«   Bei  Ausführung  einer  solchen  Integration  wird  jeder  von  den 

Strömen   «,  6,  c   zweimal,    und   zwar   immer    das  linke  Ufer 

Neumann,  Aberschc  Integrale.  29 
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stromabwärts,  das  rechte  stromaufwärts  durchlaufen.  Ist 
daher  h  irgend  einer  unter  den  Strömen  a,  2»,  e,  und  sind  9^ 
und  %9  die  Werthe,  welche  0  zu  beiden  Ufern  von  h  besitzt,  so 
besteht  der  Beitrag,  welchen  dieser  Strom  h  zu  dem  Integrale  (3) 
liefert,  aus  zwei  Theilen;  der  eine  wird  dadurch  erhalten,  dass 
man  -^7-  stromabwärts,   der   andere  dadurch,   dass  man    -^- 

V*  vif 

stromaufwärts  integrirt;  und  der  ganze  Beitrag  ist  demnach, 
falls  man  die  längs  h  stromabwärts  hinerstreckte  Integration  in 

gewohnter  Weise  mit    1   bezeichnet,  gleich 

h 

h 

Um  das  Integral  (3)  zu  berechnen,  werden  die  Beiträge  samml- 
lieber  Ströme  a,  6,  c  zu  bilden,  und  all*  dies(f  Beiträge  zu  ad- 
diren  sein. 

Somit  ergiebt  sich: 

ß  -  ^/x^  -  % 

+  ^  j  (-^-  -  tt; 

hx 
vx 

wo  sicli  von  den  Summationen  Z  die  erste  auf  sämmtliche  Ströme 
a,  die  zweite  auf  die  Ströme  6,  und  die  dritte  auf  die  Ströme  c 
bezieht. 

Nun  ist  zufolge  der  Formeln  (l) 


=  -   2f/w^, 


längs  a^: 

"^'  =  0 

längs  hx' 

9q   —    . 

längs  Cx'. 

(19^ 
9i 

9s    —  "• 

somit  erhalten  wir: 

(5)                  f4  =, 

—  2 

•  ^jdw», 

!K' 

X 
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oder,  weil  die  Werthe  von  w^,  wj,  w^  längs  des  Stromes  b^ 
nur  durch  Constanten  von  einander  verschieden,*)  die  Werthe 
der  Differentiale  rfwj,  rfwj,  dw^  längs  jenes  Stromes  hin  also 
einander  gleich  sind: 

(6)  /?=  -2.WW., 

SÄ'  bx 

wo  unter  w«  nach  Belieben  irgend  eine  der  drei  Grössen  wj,  wj.  w^ 
verstanden  v\rerden  kann. 

Nun  ist  (vergl.  die  Note  S.  426): 


ß 


Idw«  •=  —  [w^  -  wi]„^  =  -  «„; 

'6« 
somit  ergiebt  sich: 

(7)  f^  =  +  2  .  Z«xx  =  +  2  (a„  +  «j.,  +  . . .  +  «,,); 

oder,  falls  man  auf  die  eigenthümlichcn  Werthe  der  Constanten 
axa  Rucksicht  nimmt: 

(8)  /•f=  +  2s.«,-. 

Substituiren  vsir  diesen  Werth  in  (2) ,  so  erhalten  wir  schliess- 
lich: 

(9)  mj  +  ^2  +  .  .  .   +   m*  =  5. 

Die  NuUpuncte  Zj,  Zj»  •  •  •  ^«»  welche  die  Function  '9'  auf  der 
Fläche  9%  besitzt,  sind  also  ihrer  Lage  nach  allerdings  völlig  un- 
bekannt; die  Summe  der  in  ihnen  vorhandenen  Ord- 
nungszahlen aber  ist  bekannt,  nämlich  jederzeit  ==  s. 
Es  wird  für  unsere  weiteren  Betrachtungen  zweckmässig  sein, 
wenn  wir  einen  Nullpunct,  dessen  Ordnungszahl  1  ist,  einen  Null- 
punct  erster  Ordnung  nennen,  und  jeden  andern  Nullpunct 
als  eine  Superposition  von  mehreren  solchen  Nullpuncten  erster 


*)  Längs  des  Stromes  bx  hin  ist  wj  —  wj  =  Ä^^ ,  mithin 


und 

W^  +  Wg  ^         b^^ 


29'* 


452  Elfte  Vorlesung. 

Ordnung  ansehen.   Thun  wir  dies,  so  können  wir  uns^in  Betreff 
der  Gleichung  (9)  folgendermassen  ausdrücken: 

Die  Anzahl  der  Nüllpuncte^  welche  die  von  z  abhängende 
Function 

-^  =  ^  (Wi  —  gp  W2  —  0^21  •  .  .  w,  —  gs) 
auf  der  Fläche  SR  besitzt^    wird,   falls   man  sich  diese  Pancte  in 
lauter  Nullpuncte   erster   Ordnung  auf  gelöset  denkt  ^  jederzeit 
gleich  s  sein. 

Aendert  man  die  in  der  Function  d-  enthaltenen  Constanten 
9ii  92^  •  •  •  9'^  ^^  ^^'''^  die  Lage  ihrer  Nullpuncte  ebenfalls  eine 
Aenderung  erleiden,  die  Anzahl  derselben  aber  immer  ein  und 
dieselbe,  nämlich  immer  gleich  s  bleiben.  Wir  betrachten  fol- 
gende beide  Functionen: 

O   =  O  (W,    -  Gp    W2  —  ^2.    .  .  .,    W,  —  Gs), 

O'  =  «^  (w,  -  Gl',  w.,  -  Q^\  .  .  .,  w,  -  CT; 
wollen   dabei   aber   voraussetzen,   dass  die  in  ihnen   enthaltenen 
Constanten  G  und  G'  in   folgendem   Zusammenhang  mit  einander 
stehen : 

G/  —  G^  =  fi^ni  +  v^b^^  +  v^b.^^  +  .  .  .  +  Vsbsi, 
G./  —  ^2  =  ft2^«  +  ^1^12  +  ^2^22  +  •  .  .  +  v,6,2, 

G/  —  Gs   =  (isTti  +  V,  61,  +  V2  62,  +  .  .  .  +  Vsbssl 
die  fi  und  v   sollen   hier  beliebige  ganze  Zahlen  vorstellen. 
Zwischen  den  in  d^  und  &'  enthaltenen  Argumenten 

w,  —  6?j ,  W2  —  ^2 ,  .  .  .  w,  —  Gs 
und 

Wj  —  G/,  W2  —  G2,  .  .  .  w,  —  Gs' 

finden  alsdann  ganz  ähnliche  Beziehungen  statt,  nämlich  folgende: 

(w,  — C,)  —  (wi  — Gl')  =fti7ri  +  Vi 611  +  1/2621  +  ..  .  +  Vsbsi, 

(W2  — G2)  —  {W2  —  G2)  =  (l2^i  +   Vi  612   +   1^2*22  +   •  •  .    +  nftrf, 

(w, —  Gs)  —  {Ws  —  G/)  =  fis^i  +  Vj  bis  +  v^hs  +  .  .  .  +  v,6„. 
Daraus  aber  ergiebt  sich  (vergl.  den  Satz  S.  446),  dass 

^  —  2;v«(2Wx— ö'x  — öx'  +  zitxÄi) 

ist,  wo  die  Summation  Z  über  x  =  1 ,  2,  ...  5  sich  hinerstreckl. 
Somit  wird: 

^'  _  ^  ^  ^Ä'o  +  Ar,w,  +  ATaW,  +  ...  +  KsV7s 


Die  von  den  Abcrsclien  Integralen  abhängende  «^-Reilie.        453 

wo  die  K  gewisse  Constaiilen  vorstellen,  auf  deren  Werthe  es 
hier  nicht  weiter  ankommt.  Die  hier  auftretende  Exponential- 
grösse 

kann,  weil  w^,  Wj,  .  .  .  w,  auf  der  Fläche  9t  überall  endlich 
bleiben,  nirgends  null,  und  auch  nirgends  unendlich 
gross  werden.     Aus  der  Gleichimg 

folgt  daher,  dass  die  Function  %'  in  allen  denjenigen  Puncteu 
verschwindet,  in  welchen  -ö*  null  wird,  und  dass  sie  andererseits 
in  keinem  Puncte  verschwinden  kann,  in  welchem  nicht  gleich- 
zeitig auch  ^  null  wird.  Die  s  Nullpuncte  von  O'  sind  demnach 
identisch  mit  den  5  Nullpuncten  von  'O*.  Wir  erhalten  somit  fol- 
genden Satz: 

Versieht  man  unier  fi^^  fi2^  ...  f*,,  Vj,  ^2»  •  .  •  v,  irgend 
welche  ganze  Zahlen^  ferner  unier  G^,  Cj,  ...  G,^  G^\  CJj',  •••  ^/ 
Constanten,  die  mit  einander  in  folgendem  Zusammenhang  stehen: 

^i'  — ^1  =  f*i^«  +  ^1*11  4-  v^b^i  -f  .  .  .  +  Vsbsu 

^2'  — ^2  =  H^^  +  ^1^12  +   ^2^22  +   •  •   •   +  '^sbs2, 

Gs  —Gsr=  {is'^i  +  i'i  hu  +  ^2^25  +  .  .  .  +  Vshss\ 
so  werden' 

&  (w^  —  G^,  W2—  6^2,  ...  w,  —  G,) 
und 

^  (wj —  G{^  Wj —  Ö2',  ...  w,  —  Gs) 

zwei  von  z  abhängende  Functionen  sein ,  deren  Nullpuncte  mit  ein* 
ander  zusammenfallen. 
Die  drei  Ausdrucke 

^'=0  (wi  — ö'n  "^2  "92  1  •  •  •  ^s—gs% 

_    A  W,  4-  ÄTjWj  +  .  .  .  +  ksVTs 
'/    ^ 

stellen,  falls  wir  unter  den  Grössen  g,  g\  k  ganz  beliebig  ge- 
wählte Constanten  verstehen,  drei  von  z  abhängende  Functionen 
vor,  welche  innerhalb  der  einfach  zusammenhängenden,  von  einer 
einzigen  Curve  umrandeten  Fläche  9%'  allenthalben  eindeutig 
und  stetig  sind;  also  drei  Functionen,  die  innerhalb  Jener  Fläche 
mit  keinerlei  Unstetigkeiten,  folglich  auch  mit  keinerlei  Polen 
behaftet    sind.    Ausserdem    wissen    wir,    dass   jede    der   beiden 


454  Elfte  Vorlesung. 

Functionen  d'  und  '^'  mit  s  Nullpuncten  erster  Ordnung  behaftet 
ist,  und  dass  die  Function  ri  von  Nullpuncten  völlig  frei  ist.  -Die 
Nullpuncte  von  d-  mögen  mit  z^,  Zj»  •  •  •  ^*>  "od  ^^^  von  ^'  mit 
«/,  Zj',  .  .  .  z/  bezeichnet  werden. 

Die  Ordnungszahl  von  ^  wird  alsdann  in  den  Puncten 
Zj,  Zj,  ...  Zs  den  Werth  1,  und  in  allen  übrigen  zur  Fläche  91 
gehörigen  Puncten  den  Werth  0  besitzen.  Ebenso  wird  die  Ord- 
nungszahl von  '^'  in  den  Puncten  z/,  Zj',  .  .  .  z/  gleich  1 ,  und 
in  allen  übrigen  Puncten  gleich  0  sein.  Endlich  wird  die  Ord- 
nungszahl von  if  auf  der  Fläche  5R'  allenthalben  gleich  0  sein. 

Wir  setzen  nun  aus  den  Functionen  &^  -ö-',  rj  den  Ausdruck 

zusammen.  Dieser  Quotient  6  wird  alsdann,  ebenso  wie  ^,  ^\  % 
eine  gewisse  von  z  abhängende  Function  vorstellen.  Um  die  Na- 
tur der  so  erhaltenen  neuen  Function  beurtheilen  zu  können, 
ziehen  wir  einen  früher  (S.  274)  gefundenen  allgemeinen  Satz 
zu  Hülfe.  Nennen  wir,  um  an  Kürze  zu  gewinnen,  eine  Function, 
die  auf  irgend  welcher  Fläche  überall  eindeutig,  und  mit 
etwaiger  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  über- 
all stetig  ist,  eine  auf  jener  Fläche  regelmässige  Function,  so 
lautet  der  in  Rede  stehende  Satz  folgendermassen : 

Sind  /"i,  /i,  . .  .  A  "nd  (p^,  q>^,  ...  (pß  irgend  welche  von 
z  abhängende  Functionen,  die  auf  einer  gegebenen  Fläche  überall 
regelmässig  sind,  so  gilt  Gleiches  auch  von  dem  Quotienten 

(Pi  >  (Pi .  • '  (Pß 
Zugleich  erhält  man  die  Ordnungszahl  dieses  Quotienten  in  jedem 
Puncte  der  gegebenen  Fläche  dadurch,  dass  man  die  Ordnungs- 
zahlen der  im  Zähler  vorhandenen  Functionen  addirt,  und  von 
der  so  gebildeten  Summe  die  Ordnungszahlen  der  im  Nenner  be- 
findlichen Functionen  subtrahirt. 

Hieraus  folgt  erstens,  dass  die  Function  ®  innerhalb  der 
Fläche  9t'  allenthalben  regelmässig  ist,  und  zweitens, 
dass  die  Ordnungszahl  von  &  in  den  Puncten  Zj,  Zj,  .  .  .  Zs  den 
Werth  2,  in  den  Puncten  z/,  z^'^  .  .  .  ^/  den  Werth  —  2,  und 
in  allen  übrigen  zur  Fläche  ?R!  gehörigen  Puncten  den  Werth  0 
besitzt.     Sollte  zufälliger  Weise  einer  der  Puncte  z^,  z^,  ...  z* 
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mit  irgend  einem  der  Puncte  z,',  z^,  .  .  .  z/,  gerade  zusammen- 
fallen, so  wird  die  Ordnungszahl  von  0  in  einem  solchen  Puncte 
gleich  2  —  2,  also  gleich  0  sein. 

Wir  untersuchen  nun  ferner  das  Verhalten  der  Function  0 
am  Bande  der  Fläche  9fi',  d.  i.  ihr  Verhalten  an  den  Ufern  der 
Ströme  «,  6,  c.  Was  die  Function  r\  anbelangt,  so  ist  (vergl. 
Seite  443) 

längs  ax:  ^  =  /i«i*  +  ^^^«x  +  • .  •  +  A:,«,,.  ^    knni^ 

längs  b,:   ^  =  /' *^^  +  '''^'^  +  '"  +  *^*^^ 

längs  c,:   ^  =  1. 

Was  ferner  die  Functionen  ^  und  ^'  anbelangt,  so  ist  (vergl. 
Seite  448) 


längs  «x :  ^  =  1 » 

län8.b.:^==e'<"'-^i-^l 

^  =  e^^ 

längs  c^i  —  z=  1, 

^=1 

Nun  ist  nach  unserer  Definition: 

e  = 


= (-'/)■ 


betrachten  wir  daher  irgend  einen  der  Ströme  a,  6,  c,  so  ist, 
wenn  wir  unter  l,  q  zwei  zu  beiden  Ufern  dieses  Stromes  ein- 
ander gegenüberliegende  Puncte  verstehen: 


mithin : 


Somit  ergiebt  sich: 

,-  S^  2kxni 

längs  a^:   y^  =  e         , 

längs  ftx:    ®-^  =  g2(*i*i'^  +  *262x  +  ...  +  ^*M+4(^,e-^'x)^ 
längs   Cni   ^  =  1. 
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Die  Constanten  g^  g\  k  waren  bisher  vollständig  willkührlicb.  Neh- 
men wir  nun  füi*  die  Constanten  k^^  k^^  ...  kg  irgend  welche 
ganze  Zahlen  v^^  v^^  ...  Vg^  und  bestimmen  wir  ferner  die 
Constanten  g^^  g^i  ...  gsi  g(t  g^^  -  -  *  9s'  der  Art,  dass 

(kl bu  +.  k^bix  +  . . .  +  ksbsx)  +  ^  ig»  —  gx")  =  —  f^x^i 
X  =  1,  2,  ...  « 

wird,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Art,  dass 

(Vxbix  +    ^2*2«  +   .  .  .  +  Vsbsx)    +  2  (öfx  —  gx)  == f*x^t 

X  =  1,  2,  ...  * 

wird ,  wo  ftj ,  |t*2 »  •  •  •  l'**  ebenfalls  irgend  welche  (positive  oder 
negative)  ganze  Zahlen  vorstellen  sollen,  so  werden  die  in  den 
Strömen  a,  6,  c  vorhandenen  Werthquotienlen  von  &  sämmtlich 
gleich  1  werden,  die  in  jenen  Strömen  vorhandenen  Un- 
stetigkeiten  von  S  also  verschwinden. 

An  Stelle  der  Fläche  3%'  nehmen  wir  nun  zur  Grundlage  un- 
serer Betrachtung  die  ursprüngliche  Fläche  9%.  So  lange  die 
Constanten  g^  g\  k  beliebige  Werthe  besassen,  war  die  Function 
S  auf  der  Fläche  3fl'  überall  regelmässig,  auf  der  Fläche  dt 
hingegen,  in  Folge  der  in  den  Strömen  a,  6,  c  vorhandenen  Un- 
stetigkeiten,  nicht  regelmässig.  Diese  Unstetigkeiten  verschwin- 
den nun  aber,  sobald  jene  Constanten  in  der  eben  angegebenen 
Weise  bestimmt  werden.  Und  es  wird  also,  sobald  solches  ge- 
schehen ist,  6  eine  Function  sein,  welche  nicht  allein  auf  31', 
sondern  auch  auf  dt  allenthalben  regelmässig  ist.  Somit 
erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Finden  zwischen  den  Constanten  ö't»  Ö'a»  •  •  •  ö'*»  9x\  92  y  • ' '  9s 
und  zwischen  irgend  welchen  ganzen  Zahlen  ft^,  ft2j  •  •  •  f**»  v^,  Vj»  •  •  •  ^* 
die  Gleichungen  statt: 

2  {9l—9i)  =  ^1^^'  +   n^U  +  ^2^21   +  •  ••  +  Vsbsi, 

2  {92-^92)  =  H^^  +  ^1^2  +  ^2^22  +  . . .  +  Vsbs2, 

2  {9s— 9s)  =  [»'s'Jti  +  Vy  bu  +v^b2s  +  . . .  +  v^öss, 
so  wird  der  Ausdruck 


\d-  (Wi— ^/,-  WTj— ^2'»    •  .  .  W5  — /Jfj 


-gs)         ViWi  +  V2W8.f...  +  v,W,\2 
Qs)  J 

eine  von  z  abhängende  Function  sein,  welche  auf  der  Riemann- 
sehen  Kugelfläche  dt  allenthalben  regelmässig  ist. 


ö  = 
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Sind  Zj,  Z2,  ...  Zg  die  der  Function 

^{^i—9ii  Wg  — $r2,  ...,  ^s—gs), 
und  z^\  12^  .  .  .,  Zs   die  der  Function 

^  (Wi  — ö'i'»  W2  — gr./,  .  .  .,  Ws—gs) 
zugehörigen  NuUpuncte,  so  wird  die  Ordnungszahl  von  B  in 
den  Puncten  z^,  Zj»  •  •  •  ^s  ^^^  Werth  2,  iw  den  Puneten  z(^  z^^  ,  . »  Zg 
den  Werth  —  2,  und  in  edlen  übrigen  zur  Fläche  91  gehörigen 
Puncten  den  Werth  0  besitzen.  Sollte  zufälliger  Weise  einer  der 
Puncte  z^j  ^2»  •  •  •  ^s  ^it  irgend  einem  der  Puncte  z(^  z^^  . . .  «/ 
zusammenfallen^  so  wird  die  Ordnungszahl  von  S  in  einem  solchen 
Puncte  gleich  2  —  2,  d.  t.  gleich  0  sein. 

Die  Zahlen  Vj ,  V2  >  •  •  •  ^*  können  beliebig  gewählt  werden. 
Nimmt  man  all  diese  Zahlen  gleich  0,  so  verwandelt  sich  der  Aus- 
druck 0,  von  welchem  die  eben  angegebenen  Sätze  gelten^  in  fol- 
genden : 

^(W|— flTt,   Wg-^,,   ...,   VTg-gg) ^\2 

^  /  ni  ni  nV\\* 

WO  nun  g^t  g2t  >  * '  gs  völlig  beliebige  Constanten ^  und  (i^,  (12^  .  . .  fig 
völlig  beliebige  ganze  Zahlen  vorstellen. 

NuD  wissen  wir  (vergl.  S.  290) ,  dass  eine  von  z  abhängende 
Function,  welche  auf  irgend  einer  Riemann'schen  Kugelfläche 
allenthalben  regelmässig  ist,  jederzeit  eine  algebraische 
Function  von  z  ist.  Aus  dem  eben  hingestellten  Satz  ergiebt  sich 
daher,  dass  die  Abhängigkeit  des  Ausdruckes  B  von  z  eine  alge- 
braische sein  muss. 

Um  diese  algebraische  Abhängigkeit  formell  darstellen  zu 
können,  müssen  wir  zunächst  die  Puncte  z^,  Zj,  .  .  .,  2;/,  Zg',  ... 
d.  i.  die  Nullpuncte  der  Functionen 

^  (Wi  —  ö'i)  W2— 0^2»  •  •  •  ^s—gs), 
'9-  (Wj  —  ö^/,  W2  —  g2\  ...  W5  —  g/) 
ihrer  Lage  nach  näher  bestimmen.  Hierzu  aber  bedarf  es  einer 
ziemlich  langwierigen  Nebenuntersuchung.  Wir  brechen  unsere 
eigentliche  Untersuchung  hier  einstweilen  ab,  um  dieselbe,  sobald 
jene  Nebenunlersuchung  durchgeführt  sein  wird;  von  Neuem  auf- 
nehmen, und  weiter  verfolgen  zu  können. 
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Dritter  Abschnitt,  um  die  gegenseitige  Abhängigkeit,  welche 
zwischen  den  in  der  Function  0  (w,  —  ^|,  Wj  —  0^2 »  •  •  •  ^'  —  9») 
enthaltenen  willknhrlichen  Constanten  gy,  g2^  -  -  *  Qs  imd  zwi- 
schen den  dieser  Function  zugehörigen  Hullpuncten  z^ ,  z.^,  . . .  Zs 
stattfindet,  wird  zunächst  eine  gewisse  auxiliare 
Function  9  gebildet 

Es  handelt  sich  um  die  $  Nullpuncte  ersler  OrdnuDg ,  welche 
die  von  z  abhängende  Function 

^  =  -^  (w,  —  öf,,  wj—  0^2»  •  •  •  ^s—gs) 
auf  der  Riemann'schen  Kugelfläche  9%  besitzt.  Die  BeschafTenheit 
dieser  Function  ist  —  wir  müssen  uns  die  Art  und  Weise  ihrer 
Entstehung  vergegenwärtigen  —  abhängig  erstens  von  der  Be- 
schafi'enheit  der  Fläche  SR  selber,  ferner  von  den  auf  dieser  Fläche 
ausgeführten  Schnitten  oder  Strömen  »,  6,  c,  sodann  abhängig 
von  den  mit  Bezug  auf  jene  Fläche  und  mit  Bezug  auf  jene 
Ströme  definirten  Functionen  w,,  Wj,  ...  w,,  und  endlich  ab- 
hängig von  der  Wahl  der  willköhrlichen  Constanten  gi,  g^t  •  • .  gs* 
Wir  wollen  nun,  nach  wie  vor,  die  Fläche  9t,  das  Stromsystem 
a,  6,  c  und  die  Functionen  Wj,  Wj,  .  .  .  w,  ungeändert  las|,- 
sen.  A endern  hingegen  wollen  wir  die  Werthe  der  Constanten 
g^f  g-ii  •  •  '  gs»  und  untersuchen,  von  welcher  Wirkung  eine  solche 
Aenderung  auf  die  Beschaffenheit  der  Function  O  ist. 

Vertauschen  wir  die  Constanten  g^,  g^,  ...  gs  mit  anderen, 
ebenfalls  willkührÜch  gewählten  Constanten  y,,  yj»  •  •  •  ys»  und 
bezeichnen  wir  die  den  g  entsprechende  Function  d^  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  z  mit  F{z),  die  den  y  entsprechende  Function -^ 
mit  0(z),  so  werden  i^  (z)  und  O  (z)  im  Allgemeinen  ganz  ver- 
schiedene Functionen  sein;  es  werden  demnach  auch  die  Null- 
puncte  von  F  (z)  und  die  von  O  {z)  im  Allgemeinen  ganz  ver- 
schiedene Lagen  haben. 

Denken  wir  uns  die  in  der  Function  d^  enthaltenen  Constan- 
ten g  einer  von  Augenblick  zu  Augenblick  stetig  fortschreitenden 
Veränderung  unterworfen,  so  werden  gleichzeitig  auch  die  NuU- 
puncte  dieser  Function  in  Bewegung  gerathen,  und  zwar  in  eine 
Bewegung,  bei  welcher  sie  ihre  Lage  auf  der  Fläche  Dl  ebenfalls 
in  stetiger  Weise  von  Augenblick  zu  Augenblick  ändern.  Es  soll 
die  Beziehung  untersucht  werden,  in  welcher  diese  beiderlei 
Aenderungen  zu  einander  stehen. 
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Bezeichnen  wir  die  augenblicklichen  Nullpuncte  der  Function 
^   mit  z^,  Z2,  ...  Zs,   und  bezeichnen  wir  ferner  die  Werthe, 
welche  w^,  Wj,  .  .  .  w,  in  jenen  Puncten  besitzen,  mit 
Wi  W,.  Wi  (z^),  .  .  .  w^  (2;,), 

W2  (Z^) ,       W2  (2:2)  )    •  •   •    W2  [Zs] , 


Wi  (^i),      W,  (2:2),     .  .  .    W,  {Zs), 

so  werden  diese  5^  Werthe,  weil  die  Functionen  w^,  W2,  . . .  w, 
beständig  ein  und  dieselben  bleiben  sollen,  Grössen  sein, 
welche  unmittelbar  geknüpft  sind  an  die  Lage  jener  Puncte 
Zj,  22»  •••  ^s»  Unsere  Untersuchung  wird  uns  nicht  zu  einer 
directen  Beziehung  führen  zwischen  den  Constanten  g^,  ^Tj»  •  •  •  ffs 
und  zwischen  den  Puncten  z^,  z^,  ...  Zg,  sondern  nur  zu  Be- 
ziehungen, welche  zwischen  jenen  Constanten  und  zwi- 
schen den  an  diese  Puncte  geknüpften  so  eben  ge- 
nannten s^  Grössen  stattfinden. 

Die  Function 
(1)  ^  =z  &  (wj  —  ö'i '  ^2  —  g^y  ...  "^s  —  gs) 

ist  innerhalb  der  einfach  zusammenhängenden,  und  von  einer 
einzigen  Curve  umrandeten  Fläche  Sft'  allenthalben  eindeutig 
und  stetig;  sie  verschwindet  in  den  Puncten  z^,  Zj,  ...  Zs 
ihre  Ordnungszahl  ist  in  jedem  dieser  s  Puncte  gleich  1 ,  und  in 
allen  übrigen  Puncten  gleich  0.  Demnach  wird  das  um  jeden 
der  Puncte  z^,  22»  •  •  •  ^«>  z.  B.  das  um  Zx  in  positiver  Richtung 
herumerstreckte  Integral: 


1     Cm 


sein.     (Vergl  S.  253.) 

Wir  denken  uns  die  einfach  zusammenhängende  Fläche  9t' 
durch  stetige  Umformung  in  die  früher  (Seite  326)  besprochene 
Elementarform  versetzt,  welche  aus  ^Rechtecken  und  5  —  1 
diese  Rechtecke  mit  einander  verbindenden  Flächenstreifen  be- 
steht. Sodann  beschreiben  wir  in  dieser  Fläche  um  jeden  der 
Puncte  Zj,  ^2,  ...  Zs  einen  kleinen  Kreis,  sondern  von  der 
Fläche  diejenigen  kleinen  Flächenstücke  ab ,  welche  innerhalb  der 
Kreise  liegen,  und  lassen  von  den  so  entstandenen  kreisförmigen 
Oeffnungen  (z^),  [z^,  .v.  .  [zs)  Schnitte  ausgehen,  die  auf  be- 
liebigen Wegen,  jedoch  ohne  einander  zu  durchkreuzen,    nach 
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dem  Räude  der  Fläche  hiiilaiifeii.  Sind  a^,  ß^,  y^,  d^  die  Eckeu 
desjenigen  Rechtecks,  i^elches  von  den  Ufern  der  Ströme  a^y  b^ 
begrenzt  wird,  sind  ferner  a^,  §2»  fi*  *2  die  Ecken  des  von  den 
Strömen  «j»  ^2  begrenzten  Rechtecks,  u.  s.  w.;  so  lassen  wir  den 
von  der  Oeflimng  [zy)  ausgehenden  Schnitt  im  Puncte  /3|,  den 
von  (^2)  ausgehenden  im  Puncte  /?2  enden,  u.  s.  w.  Zugleich 
bezeichnen  wir  diese  Schnitte  der  Reihe  nach  mit  rf, ,  d^,  ...  rf„ 
und  betrachten  sie  als  Ströme,  welche  von  den  Oeffnungen 
(zj),  (zj),  .  .  .  W  nach  den  Eckpuncten  /S,,  /Sj,  ...  /3,  hinilies- 
sen.  Die  Fläche,  in  welche  81'  durch  Ausführung  dieser  Oeff- 
nungen und  Ströme  verwandelt  wird  —  sie  mag  ©  heissen  — 
ist  offenbar,  ebenso  wie  9%'  selber,  eine  einfach  zusammenhän- 
gende, umrandet  von  einer  einzigen  in  sich  zurücklaufenden  Curve, 
die  aus  den  Uferlinien  der  Ströme  a,  6,  c,  d  und  aus  den  Rän- 
dern der  kleinen  Oeffnungen  (zj),  (zj).  .  .  .  (z^  zusammengesetzt 
ist.  (Fig.  97.)*) 

Die  Puncte  Zj,  2:3,  . . .  2/, 
in  welchen  ^  Null  wird,  lie- 
gen ausserhalb  @.  Innerhalb 
@  ist  daher  die  Function  ^ 
nicht  allein  überall  eindeutig 
und  stetig,  sondern  auch  frei 
von  Nullpuncten.  Daraus  folgt, 

dass   ^-  innerhalb  (S  ebenfalls 

allenthalben  eindeutig  und  ste- 
tig ist.     Ve 
nach  unter 


tig  ist.     Verstehen  wir   dem 


*)  Die  vorstehende  Figur  bezieht  sich,  ebenso  wie  unsere 
früheren  Figuren,  auf  den  Specialfall  5=33.  Dass  jedes  von  den  drei 
Rechtecken,  welche  die  Figur  darbietet,  je  einen  der  drei  Puncte 
Zj,  ^2»  H  ^"^  s^c^  enthält,  ist  durchaus  unwesentlich,  und  nur  gesche- 
hen, um  der  Figur  eine  grössere  Uebersichtlichkeit  zu  verleihen.  Be- 
finden sich  z.  B.  alle  drei  Puncte  z^,  Zg,  23  in  ein  und  demselben 
Rechteck,  so  wird  man  die  von  diesen  Puncten  auslaufenden  Ströme 
^1»  <^2>  ^z  ebenfalls  der  Art  ziehen  können,  wie  es  verlangt  wurde, 
nämlich  der  Art,  dass  mit  Vermeidung  von  gegenseitigen  Durchkreu- 
zungen der  erste  von  2,  nach  ^j,  der  zweite  von  Zg  nach  ßj»  '^nd  der 
dritte  von  Zg  nach  ßg  geht.  Nur  wird  die  Figur  in  diesem  Falle  com- 
plicirter  werden. 
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z 
(3).  ^W=/i 


d^ 


ein  von  irgend  welchem  festen  Punct  z^  ausgehendes,  auf  belie- 
biger Bahn  fortlaufendes,  den  Rand  der  Fläche  (B  aber  niemals 
überschreitendes  Integral,  so  wird  (p[z)  eine  Function  sein,  welche 

innerhalb  @,  ebenso  wie  <&  und  ^,  allenthalben  eindeutig 
und  stetig  ist;  es  folgt  solches,  da  die  Fläche  @  einfach  zu- 
sammenhängend ist,  unmittelbar  aus  einem  früher  gefundenem 
allgemeinen  Satz  (Seite  335). 

Die  Function  (p(z)  spielt  bei  der  gegenwärtigen  Untersuchung 
eine  wichtige  Rolle;  deshalb  ist  es  nöthig  die  Werthe  dieser  Func- 
tion, namentlich  diejenigen,  welche  sie  am  Rande  der  Fläche  © 
besitzt,  genauer  zu  betrachten. 

Sind  z  und  z'  irgend  zwei  innerhalb  ©  liegende  Puncte, 
so  lässt  sich  jederzeit  eine  Curve  ziehen,  welche  von  dem  festen 
Puncte  z^  ausgeht,  und,  ohne  den  Rand  von  ©  zu  überschreiten, 
zuerst  nach  z\  dann  nach  z"  gelangt.  Die  längs  dieser  Curve 
von  2®  bis  z  und  von  z^  bis  z"  hinerslreckten  Integrale 
z  z" 

.      ß  ^^^    ß  '^^ 

z^  z^ 

sind  zufolge  der  für  g){z)  gegebenen  Definition  gleich  g)(z),  niid 
gleich  g)  [z").  Das  längs  dieser  Curve  von  z'  nach  z'  lünerstreckte 
Integral 


ß 


i<'^ 


ist  demnach  gleich  (p{z'')  —  q>{z').     Somit  ergiebt  sich  folgender 
Satz: 

Sind  z  und  z'  irgend  zwei  zur  Fläche  ©  gehöri- 
ge Puncte,  so  ist  das  auf  beliebigem  Wege,  jedoch 
innerhalb  @  von  2'  nach  z'  hinerstreckte  Integral 

(4)  /f 

jederzeit    gleich    der    Differenz    der    beiden    Werthe, 
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welche  die  eindeutige  Function  (p(z)  in  denPuncten  zf' 
und  z   besitzt,  nämlich  gleich  (p{z")  —  q>(z'). 

Das  hier  genannte  Integral   lässt  sich ,   weil  -^  ^=i  dlog  % 
ist,  auch  so  darstellen: 


/" 


und  ist  also,  falls  man  die  Werthe  der  Function  d  in  den  Punc- 
ten  z  und  z  für  den  Augenblick  m\\,^[z')  und  ^(z")^  bezeichnet, 
gleich 

log  %[z')  -  log  d(0, 
d.  i.  gleich 

Somit  ergiebt  sich  für  die  Differenz  der  Werthe,  welche  die  ein- 
deutige Function  9(2;)  in  denPuncten  z"  und  z  besitzt,  folgende 
Formel : 

(ö)  y(/') -,,(/)  =  %  lg. 

Der  Logarithmus  einer  gegebenen  Grösse  besitzt  bekanntlich  un« 
endlich  viele  Werthe,  die  durch  Vielfache  von  2%!  unter  einan- 
der verschieden  sind.  Demnach  wird  man  den  Werth  der  Dif- 
ferenz 

durch  AnwencTung  der  eben  gefundenen  Formel  (5)  niemals  genau, 
sondern  immer  nur  bis  auf  ein  unbekanntes  Vielfaches 
von  27rt  bestimmen  können.  Um  dieselben  genau  zu  bestim- 
men, wird  man  nicht  die  Formel  (5),  sondern  den  Satz  (4)  in 
Anwendung  bringen  müssen. 

Beachtet  man  (vergl.  den  §atz  Seite  448),  dass  die  Function 
%  auf  der  ursprünglich  gegebenen  Fläche  9t  mit  alleiniger  Aus- 
nahme der  Ströme  h  überall  stetig  ist,  so  ergeben  sich  für  ihre 
Werthe  an  den  Ufern  der  Ströme  a,  ft,  c,  rf  die  Formeln: 

längs     ity, : 

längs     Cyi      ~ 
längs     d, 


«e   —  ^' 

9«    ~ 

-w«i 

WxQ 
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(7) 


WO  Ni 


27tl\ 


int. 


Sind  X  und  q  irgend  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  des 
Stromes  a«  einander  gegenüberliegende  Puncle,  ferner  ^ ,  q)^  und 
&Q ,  q>^  die  Werlhe,  welche  die  eindeutigen  Functionen  &,  cp  in 
diesen  Puncten  besitzen,  so  ist  zufolge  (5): 

g>^  —  q^Q  =  log  J^, 

also  mit  Hlucksicht  auf  (6): 

(p^    ^   (pQ  =  log   1 , 
d.  i. 

(p^  —  (pQ  =  N  ,  27ti\ 

wo  iV  irgend  welche  unbekannte  ganze  Zahl  vorstellt.  In  ähn- 
licher Weise  lassen  sich  die  WerthdifTerenzen  von  (p  in  sämmtlichen 
Strömen  a,  ft,  c,  d  ermitteln;  man  findet,  wie  leicht  zu  über- 
sehen ist: 

(P^        —       (pQ       ==.-       Ny, 

q,^   —  (pQ  =  n; 
g^   —  tpQ   =   ^/ 
g^    —   g^Q   =    iV/' 

Nie"'  noch  völlig  unbekannte  ganze  Zahlen  vor- 
stellen. 

Einige  dieser  Zahlen   lassen   sich  berechnen,   mit  Hülfe   des 
in  (4)  angegebenen  Satzes. 

Wir  bringen  jenen  Satz  zunächst 
auf  zwei   einander   gegenüberliegende  i 
Puncte  A,   ()   des  Stromes  d^   in  An- 
wendung (Fig.  98),  und  nehmen  dabei 
als   Verbindungslinie   zwischen  diesen 
beiden   Puncten    eine    Curve,    welche  | 
längs   des   Randes    von   ©  hinläuft, 
also  eine  Curve,  welche  zusammenge- 
setzt ist  aus  einer  Uferstrecke  l  X,  aus  | 
einer  um  z^  herumlaufenden  kreisför- 
migen   Strecke    k'  q%    und    aus  einer 
Uferstrecke  q' q.    Dem  Satz  zufolge  erhalten  wir  alsdann: 

(8) 


längs 
längs 
längs 
längs 


b» 
c. 
d, 

NJ 


Fig.  98. 


<p{q) 


-  «pW  =  f- 


'09 


wo  das  Integral  rechts  aus  drei  den  Strecken 


4(W 
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zugehörigen  Tbeileii  besteht.  Die  beiden  Uferstreoken  k  l'  und  q  q 
sind  (vergl.  (6))  mit  gleichen  Werthen  von  d  belastet»  und 
werden  bei  AusrCihrung  dieser  Integration  in  entgegengesetz- 
ten Richtungen  durchlaufen;  demnach  werden  die  diesen  beiden 
Strecken  zugehörigen  Integraltheile  einander  zerstören.  Die  For- 
mel (8)  ver\^andelt  sich  daher  in: 

(9)  viQ)  -  vW  =    />• 

Das  nunmehr  auf  der  rechten  Seite  stehende  Integral  läuft  in 
positiver  Richtung  um  den  Punct  z^  herum,  und  ist  daher  zu- 
folge (2)  gleich  2  TT  f.     AI30 

q){Q)  —  q)(k)  =  27ti, 
oder 

(10)  (p{l)  -  (fig)  =  -  2fti. 

Genau  dieselbe  Formel  wird  sich  offenbar  auch  für  die  Ströme 
^2,  d^,  ...  ergeben.  Bezeichnen  wir  also  die  Werthe  g>{k)  und 
g){Q)  wie  gewöhnlich  mit  q)^  und  q)Q ,  so  ist 

(11)  längs  (/yi     9)^   —  g??  =  —  2 Tri; 

die  in  (7)  angegebenen  Zahlen  Nj/"  besitzen  demnach 
sämmtlich  den  Werth  — 1. 

Es  seien  nun  ferner 
(Fig.  99)  /  und  r  irgend 
zwei  auf  dem  linken 
und  rechten  Ufer  des 
Stromes  Cj  einander  ge- 
I  genuberliegende  Puncte. 
*  Zufolge  des  in  (4)  an- 
gegebenen Saües  wird 
alsdann 

/ 

^-^^  ^'''     (12)g>(/)-g,(r)=y*^ 

r 

sein,  wo  die  Integration  von  r  nach  /  auf  beliebiger  Bahn  fort- 
laufen kann,  den  Rand  der  Flache  S  aber  niemals  überschreiten 
darf.    Wir  lassen  dieselbe  immer  längs  des  Randes  von  ®  hin- 


Fig.  99. 


Die  von  den  Abel'schen  Integralen  abhängende  '9'-Reihe.        465 

schreiten,  also  von  r  nach  r,  von  /  nach  a,  dann  nach  ^,  dann 
längs  des  Ufers  der  bis  zum  Puncte  z^  eindringenden  Bucht  nach  ^, 
sodann  nach  y  u.  s.  w.  tortlaufen,  bis  sie  schliesslich  zum  Puncte  / 
gelangt. 

Die  beiden  Uferlinien  des  Stromes  a^,  nämlich  die  Linien  u^ 
wvAiyy  sind  (zufolge  (6))  mit  gleichen  Werthen  von  d  belastet, 
und  werden  bei  der  in  Rede  stehenden  Integration  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  durchlaufen.  Demnach  werden  die  Beiträge, 
welche  diese  beiden  Linien  zu  unserm  Integrale  liefern,  entgegenge- 
setzte Werthe  haben,  und  einander  zerstören.  Ebenso  verhält  es  dich 
(zufolge  (6))  mit  den  Beiträgen,  welche  die  beiden  Uferlinien  des 
Stromes  c^,  das  sind  die  Linien  //'  und  r  r ,  zu  dem  Integrale  liefern; 
anders  hingegen  mit  denjenigen  Beiträgen,  welche  von  den  Ufer- 
linien des  Stromes  &i ,  nämlich  von  den  Linien  ^y  und  crr,  t  ^ 
geliefert  werden.  Es  reducirt  sich  daher  das  Integral  einerseits 
auf  die  Beiträge  der  beiden  Uferlinien  des  Stromes  \,  und  an- 
dererseits auf  denjenigen  Beitrag,  welchen  das  Ufer  der  von  |3 
aus  bis  zum  Puncte  z^  in  die  Fläche  eindringenden  Bucht  liefert. 
Somit  verwandelt  sich  die  Formel  (12)  in: 

,13)         ,„)_,W=|(^-^')+    fe). 

Unter   /   ist  hier  wie  gewöhnlich  eine  dem  Strom  fr^    entlang, 

und  zwar  stromabwärts  hinerstreckte  Integration  zu  ver- 
stehen; gleichzeitig  sind  unter  •^,  %^  die  Werthe  zu  verstehen, 
welche  %  in  zwei  einander  gegenüberliegenden  Uferpuncten  des 

J' 

Stromes  6,   besitzt;  upd   endlich  bezeichnet    I    eine  Integration, 

welche  am  Ufer  der  vorhin  genannten  Bucht  entlang  läuft. 
In  Bezug  auf  das  eben  erwähnte  Integral 

ergiebt  sich,  durch  abermalige  Anwendung  des  Satzes  (4),  folgende 
Formel : 

Neumann,  Abersche  Integrale.  30 
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Nun  sind  ß^  und   ß  zwei  auf  dem  linken  und  recliten   Ufer 
von  r/,  einander  gegenüberliegende  Puncte;  zufolge  (11)  ist  daher 

<p(ß^  —  (p{ß)  =  —  27ci;  mithin: 

-2«.=    1-^. 


"•■  =  /■ 


Und  hiedurch  verwandelt  sich  unsere  Formel  (13)  in: 
Nach  (6)  ist 

*""^    ^  ''      ^ü  =  "" 
mitliin: 

längs   6,:     '^  —  ^  =  -  rfw,^  —  dw^(f. 

Die  Werthe  w/  und  w,^  unterscheiden  sich  hlngs  b^  nur  durch 
eine  Coustante;  die  Differentiale  r/w/  und  dw^Q  sind  daher  längs 
6i  einander  gleich,  und  können  demnarh  kurzweg  mit  dw^  be- 
zeichnet werden.     Somit  verwandelt  sich  die  Formel  (14)  in: 

(15)  (p{l)   —  (p{r)  =  —  2     /r/W,    —   27ti. 

i 

Nun  ist  (ver^'l.  die  Note  auf  Seite  42G) 


/ 


^w,  =  —  [w^^  —  Wi?]^^  =  —  «„  =  —  7ti; 
h 
folglich: 

(16)  (p(l)  —  (p{r)  =  +   2ni  —  27ci  =  0. 

Die  eindeutige  Function  (p{z)  hat  also  zu  beiden  Ufern  des 
Stromes  e.^  gleiche  Werthe.  Ebenso  wird  sich,  wie  leicht  zu 
übersehen  ist,  darthun  lassen,  dass  sie  auch  längs  c^,  längs  r^ 
u.  s.  w.,  zu  beiden  Ufern  gleiche  Wertbe  besitzt.  Es  ist  also 
allgemein 

(17)  längs   Cyi     (f^  -^  g)Q  =  0; 
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und  die  in  (7)  angegebenen  Zahlen  N^'  besitzen  dem- 
nach säinmtiich  den  Werth  0. 

Mit  Rücksicht   auf  die  in  (11)   und  (17)  erhaltenen  Ergeb« 
nisse  können  wir  die  Formeln  (7)  nun  gegenwärtig  so  liinsiellen: 

längs     üni     <p^  —  g?e  =  iVx  .  27ti: 

längs     byi     (p^  —  (p9  =  N'y,27ti  +  2g^  —  w]^  —  wl, 
^     ^      längs     Cxi     (f^  —  tp9  =z  0, 

längs     d^:     9^  —  tpQ  =  —  27Ci, 
Die    ganzen  Zahlen  iV^  nnd  iV«  sind   hier   nach  wie  vor  unbe- 
k  n  n  n  t. 


Vierter  Abschnitt    Fortsetznng.    Mit  Benutzung  der  Function  q> 

ergeben  sich  gewisse  s  Gleichungen  als  Ausdruck  für  die  zwischen 

den  Constanten  g^,  g^*  ...  gs  und  den  Nullpuncten  z^,  r^,  .  .  .  Zs 

vorhandene  gegenseitige  Abhängigkeit 

Nachdem  wir  zu  dieser  Kenntniss  gelangt  sind,  können  wir 
nun  mit  unserer  auf  der  Fläche  ®  allenthalben  eindeutigen 
und  stetigen  Function  q>[z)  weiter  operiren. 

Die  Functionen  w,,  Wg,  ...  w,  sind  auf  der  ursprunglichen 
Fläche  9t  mit  Ausnahme  der  Ströme  a,  h  überall  eindeutig  und 
stetig;  sie  werden  demnach  innerhalb  der  hier  betrachteten  Fläche 
@  allenthalben  eindeutig  und  stetig  sein.  Zugleich  wer- 
den, was  die  Werthe  dieser  Functionen  am  Rande  von  ©  an- 
belangt, folgende  Formeln  gelten: 


längs 

öx*. 

wj   —   Wg  =  ö^x, 

längs 

6x: 

^a    -    <  =   ^on. 

längs 

c*: 

^ä  -  ^S  =  ^' 

längs 

dn' 

^ä  -  ^S  =  ^• 

a  = 

1,  2,  ...  Ä. 

(19) 


Da  q>  sowohl  als  auch  w^  innerhalb  ®  überall  eindeutig  und 
stetig  sind,  so  ist  das  in  positiver  Richtung  um  den  Rand  von  ® 

herumerstreckte  Integral    l  g)dwa,   zufolge  eines  frfdier  gefun- 
denen allgemeinen  Salzes  (Seite  330),  gleich  Null;  also: 
(20)  f(pdwa  =.0. 

30* 
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Der  Rand  von  (S  besteht  aus  den  Uferlinien  der  Ströme  a,  6,  e,  d 
und  aus  den  um  die  Puncte  Zy,  z^i  •  • .  Zg  beschriebenen  kleinen 
Kreislinien.  Bezeichnen  wir  die  Beiträge»  welche  die  beiden  Ufer- 
linien des  Stromes  er«  zu  dem  eben  angegebenen  Randintegral 
liefern,  für  den  Augenblick  mit  A^,  ebenso  die  Beiträge  der 
Ströme  6«,  c«,  d^  mit  B^^  C«,  i>«,  endlich  den  Beitrag  der  um 
Zft  beschriebenen  kleinen  Kreislinie  mit  Kn,  so  verwandelt  sich 
die  Gleichung  (20)  in- 

(21)  Z[A^  +  ^^  +  Cx  +  />x  +  Kn)  =  0: 

zugleich  wird: 

^x  =  J(y  dv/]^  —  g>ffdwl), 

hx 

Cx 

dx 
WO  die  Integrationen  längs  der  Ströme  «x,  ^x,  ^x,  rfx,  und  zwar 
durchweg  stromabwärts  hinerstreckt  sind. 

Die  Werthe  von  Ak^  B^j  C»,  Dx   verwandeln   sich   nun  mit 
Rucksicht  auf  die  in  (18)  und  (19)  angegebenen  Formeln  in: 

A^  ==  J{(p^  —  (P^).dwa, 

ax 

=  Nx>  ^ni .  I  dwa; 
ax 

B,  =  j[ip^   -   q>^)>dwa, 
hx 

=  {N'x^27ti  +  2gx)J  dwa  -    /(w^  +  wf)r/ 


Cr   =-  J[q>'   -- 


(P^)  .  ^Wa, 


=   0; 
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dx 
Nun  ist  (vergl.  die  Note  auf  Seite  426): 

jdwa  =   [wj  -  wg]^^  =  box, 
ax 

dWa  =  —   [W^   —  W^]^^  =  —  aax; 


ß 


Ausserdem  Ist  zu  bemerken,  dass  der  Strom  dx  in  der  um 
Zx  beschriebenen  kleinen  Kreislinie  entspringt,  und  von  hier  aus 
bis  zum  Puncte  ßx  fortläuft.  Bezeichnet  man  daher  denjenigen 
Punct  der  eben  genannten  Kreislinie,  in  welchem  dx  entspringt, 
mit.fx,  so  wird 


/  dWa  =  Waißx)   —  Wa(?x) 


'dx 

sein.    Achtet  man  hierauf,   so   verwandeln   sich  die  Werthe  von 
Axy  Bn,  C^2  ^^  ^^^^®^  *"• 


A^  =    2ni.Nx  bxa, 


^g^a^a-J  {wl  +  wl)  dWa 


Bx  =  —  2ni  N\axa 

''bx 
t7*  =  0, 

Summirt  man  diese  Werthe  über  sämmtliche  Ströme  a,  6,  c,  d 
und  beachtet  man,  dass  die  Grössen  aia,  a^a%  •  •  •  «*»  ™iit  Aus- 
nahme von  aaa  alle  gleich  0,  aaa  aber  gleich  in  ist,  so  erhält 
man: 

HA^^'lni.ZN^b^a, 

ZB^=^2ni.Nani—2gani  —  S  f  (w^  +  wJ)(fWa, 

HDx^^Tti  2Wa(ix)  -  27rf  ÜWaißx), 

wo  die  Summationen  2"  durchweg  über  x  c=  1 ,  2 ,  ...  $  hiner- 
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streckt   sind,     lliedurch    nun  verwandelt   sich   unsere  Gleichung 

(21)  in: 

(22)  y„  Tti  +  g,=  ^h»  f>»o  +  w„(W  +  ^. .  K^  — 

x  =  l 

oder,  wciiii  man  zur  Abkürzung 

(2:j)  ^^i"^"  (^«)  +  äi.- J'^'^t  +  O  '''<')  =^  ^'' 

'*  =  !  &x 

setzt,  in: 

x=« 
(24)  iV„  «,•  +  g„=  ^  ^iV«  6^„  +  Wa  (W  +  gi^.  Ä-xj  -  Ä„. 

X=l 

Wir  konnten  die  Radien  der  um  die  Puncte  z^,  r.^,  ...  Zg  he- 
schriebcnen  Kreislinien  beliebig  klein  nehmen.  Nehmen  wir  die- 
selben unendlich  klein,  so  werden  die  jenen  Kreislinien  zu- 
gehörigen Integrale  A, ,  A'j,  ...  A's  sanmitlich  gleich  Null; 
und  gleichzeitig  fallen  alsdann  die  Puncte  Jj ,  fj  j  •  •  •  ?*  mit  den 
Puncten  ^|,  t.^,  .  .  .  z,  zusammen.  Somit  erhalten  wir 
schliesslich: 

X:==« 

x=«l 

oder  ausführlicher  geschrieben: 

x=* 

(25)  ga  —  (Wa{^i)+yiVa{z2)+'-.+Wa{Zs))'-^'-ffa'-K7tt  +  ^N^^b,a, 

x  =  l 

wo  Ba  nach  wie  vor  den  in  (23)  angegebenen  Werth 
besitzt. 

Bei  unserer  IJntersuchuiig  war  w^  eine  unter  den  Functionen 
w, ,  w.^,  ...  Wa  beliebig  gewählte.  Nehmen  wir  für  w^  der 
Reihe  nach  zuerst  Wj,  dann  W2,  u.  s.  w.,  zuletzt  w^.,  so  werden 
wir  folgende  mit  (25)  analoge  Gleichungen  erhalten: 
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9i  —  (wi  W  +  Wi(z2)  +  ...  +  Wi(z,))  =  — jy^  —  ^>l  + 

+  SN^b^u 

92  —  (W2W  +  W2(«2)  +  ..•  +  ^2M)  =  —  H2—^2^i  + 

(26)  +  2:iV^6x2, 

9s  —  (yrs{Zi)   +  W,(Z2)  +...  +  W,(z,))  =  ~jy,— iV^TTf  + 

wo  die  Summation  £  über  x  =  1,  2,  ...  5  sich  hinersireckt. 

Die  Function  ^,  um  welche  es  sich  handelt,  ist  die  in  (1) 
Seite  459  angegebene»  nämlich  die  Function: 

^  =  -^(w,  —  g^,  W2  —  0^2»  •  •  •  w,  —  gs). 
Die  in  unsern  Gleichungen  (26)  enthaltenen  Grössen  g^,  g^^  ...  gs 
sind  die  in  dieser  Function  vorhandenen  willkührlichenCon- 
stanten,  und  die  in  den  Gleichungen  enthaltenen  Puncte  Zp 
Z2,  ...  Zs  sind  die  s  Null  puncte  dieser  Function.  Ausserdem 
sind  in  den  Gleichungen  noch  vorhanden  gewisse  unbekannte 
.  ganze  Zahlen  iV,  iV,  ferner  die  Functionen  w  und  die  diesen 
Functionen  zugehörigen  Constanten  b,  endlich  die  Grössen  H. 

Wir  hatten,  wie  zu  Anfang  unserer  Untersuchung  hervorge- 
hoben wurde,  die  Fläche  9t,  die  Ströme  0,  ft,  c  und  die  Functionen 
w  als  unveränderlich  betrachtet.  Die  Functionen  w,  und  die 
ihnen  zugehörigen  Constanten  b  werden  also  beständig 
ein  und  dieselben  sein.  Die  in  (23)  angegebenen  Constanten  H 
sind  abhängig  von  den  Strömen  a,  6,  c,  ferner  von  den  durch 
diese  Ströme  bestimmten  Puncten  ß,  und  endlich  von  den  Functionen 
w;  demnach  werden'die  Grössen  iT  Constante  sein,  die 
ebenfalls  beständig  ein  und  dieselben  Werthe  behalten. 

Veränderlich  sind  daher  in  unseren  Gleichungen  (26) 
nur  die  Constanten  g^^  g^^  •  •  •  ö'*»  die  Puncte  z^,  z^^  .  .  .  Zs 
und  möglicherweise  auch  die  unbekannten  ganzen  Zah- 
len N,  N'. 

Aendert  man  die  in  der  Function 

d'  =  ^{w^  —-  ö'i,  W2  —  0^2»  •  •  •  w,  —  gs) 
enthaltenen  Constanten  gi,  g^^  ...  gs  auf  stetige  Weise,  so 
werden  sich  die  der  Function  zugehörigen  Nullpuncte  «^  ^2»  •  •  *  ^s 
ebenfalls  ändern,  aber  ebenfalls  in  stetiger  Weise.  Während 
diese  beiderlei  Aenderungen  vor  sich  gehen,  bleiben  unsere 
zwischen  g^^  g^^  ...  gs  und  z^,  Zj,  .  .  .  Zg  gefundenen  Gleichungen 
(26)  beständig  in  Kraft.    Auch  werden,  während  diese  Aenderungen 
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vor  sich  gehen ,  die  in  den  Gleichungen  enthaltenen  Zahlen  N,  If 
bestandig  ein  und  dieselben  bleiben.  Denn  jene  Zahlen  können 
sich,  weil  sie  ganze  Zahlen  sind,  nur  sprungweise,  also  niu* 
in  einer  Art  und  Weise  ändern,  welche  mit  einer  stetigen  Aen- 
derung  der  Grössen  ^^  ^21  *  -  •  9s >  ^d  ^2'  •  •  -  ^<  unverträglich  ist. 
Die  Gleichungen  (26)  sind  demnach  mit  gewissen  unveränder- 
lichen Functionen  w,  mit  gewissen  unveränderlichen  Constanten  6,  JJ, 
und  mit  gewissen  unbekannten  ganzen  Zahlen  iV,  N'  behaftet;  sie  sind 
als  Relationen  anzusehen^  welche  zwischen  den  in  der  Function 

d  =  -Ö-CWi  —  öTj,  W2  —  0^21  •  •  •  w,  —  gs) 
enthaltenen,  die  Beschaffenheit  der  Function  bedingenden  veränder- . 
liehen  Constanten  g^^  g^^  ...  gs  und  zwischen  den  dieser  Function 
zugehörigen  Nullpuncten  z^^  Zj,  ...  Zs  stattfinden. 

Fünfter  Abschnitt.  Fortsetznng.  Berechnung  gewisser  constan- 
ter  Integralwerthe,  mit  welchen  die  gefundenen  s  Gleichungen 
behaftet  sind. 
Um  die  hier  aufgestellten  Relationen  besser  übersehen  zu 
können,  ist  es  nothwendig,  dass  wir  die  Werthe  der  darin  ent- 
haltenen unveränderlichen  Grössen  ff  wirklich  berechnen 
Nun  ist  (nach  Seite  470) 

(1)  Ha==     ^(w»(|3.)  +  2^.jVx  +  wJ)'^^<'): 

bx 

wir  müssen  daher  die  in  diesen  Werthen  auftretenden  Integrale 

(2)  Aw^  +  Wl)   dWa 

näher  zu  bestimmen  suchen.  Jedes  solches  Integral  bezieht  sich 
auf  zwei  der  Functionen  w^,  W2,  .  .  .  w«,  und  ist  längs  eines  der 
Ströme  b  stromabwärts  hinerstreckt. 

Es  seien  —  damit  unsere  Bezeichnung  von  unnölhiger  Ver- 
wickelung befreit  werde  —  w  und  Xo  irgend  zwei  unter  den  Func- 
tionen w^,  W2,  ...  w,;  ferner  sei  b  irgend  einer  unter  den  Strömen 
6j,  ftg»  •  •  •  **•  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  den  Werth  des  diesen 
Strom  b  entlang,  und  zwar  stromabwärts  hinerstreckten  Integrales 


(3)  /(w^  +  w?)  d\o 


zu  ermitteln. 
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Von  den  *  +  1  Uebergangslinien  pj  q^,  p^  S'2>  •  •  •  P*+i  fi^'+i, 
welche  sich  auf  der  Riemann  schon  Kugelfläche  9ft  beflnden,  be- 
zeichnen wir  diejenige,  um  welche  der  von  uns  betrachtete  Strom  b 
herumläuft  (Fig.  100),  kurzweg  mit  pg^;  und  gleichzeitig  bezeichnen 
wir  unter  den  Strömen  aj,  a^i  ...  as  denjenigen,  welcher  sich 
mit  dem  von  uns  betrachtetem  Strome  b  durchkreuzt,  kurzweg 
mit  a.  Die  Functionen  w  und  tt)  sind  auf  der  Fläche  9t  mit 
Ausnahme  der  Ströme  a^,  ^2'  -  *  •  ^')  ^d  ^2)  *  •  •  ^»  allenthal- 
ben eindeutig  und  stetig,  in  jenen  Strömen  aber  mit 
Constanten  Werthdifferenzen  behaftet;  diese  Werthdif- 
ferenzen  mögen  in  dem  von  uns  betrachteten  Strom  b  und  in 
dem  mit  diesem  sich  durchkreuzenden  Strom  a  in  folgender 
Weise  bezeichnet  werden: 

.         Längs  a  sei:     w*  —  w?  =»  A,     tt)*  —  n??  =  21, 
^^         längs  b\  w^  —  w^  =  B,    n)*  —  n??  =  33. 

Alsdann  werden,  was  die  von  dem  Strome  h  umlaufene  Ueber- 
gangslinie  pq^  und  die  in  den  Endpuncten  dieser  Linie  vorhan- 
denen Werthe  von  w  und  tt)  anbelangt,  folgende  Gleichungen 
stattflnden : 

(5)  w(7)-w(p)  =  i^,    n)(g)~n)(p)  =  i2t; 

wie  sich  solches  aus  unsern,  über  die  Functionen  W|,  Wj,  .  .  .  w« 
angestellten  Untersuchungen  (vergl.  die  Formeln  (9)  Seite  440) 
sofort  ergiebt. 

Aus  (4)  folgt,  dass  längs  unseres  Stromes  b\ 
w?  =  w^  —  ^, 
w*  -f-  w?  =  2w*  —  B 
ist.     Das  von  uns  zu  betrachtende  Integral  (3)  nimmt  daher  fol- 
gende Gestalt  an: 

(6)  /(w*   -f.  w?)rfn)  =  2    /w^  dxo  —  B    j\iXo. 
*h  b  b 

Nun  ist  (vergl.  die  Note  Seite  426): 

'b 

also  mit  Rücksicht  auf  (4): 

^dxo  =  —  21. 
'b 


t  auf 

ß 
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Süiuil  verwamlelt  sich  die  Formel  (6)  in: 

(7)  f{w''   +  w^)  d\\)  =  2'  /w^  d\r>  +  %B. 

b  b 

Es  handelt  sich  um  die  weitere  Berechnung  dieses  Integrales. 
Zu  diesem  Zweck  ziehen  wir  (Fig.  100)  auf  der  Fläche  91  eine 
Curve,  welche  vom  Puncte  y  aus  längs  des  rechten  Ufers  von  a 
bis  zum  Puncte  §,  nämlich  bis  dicht  an  die  Uebergangslinie  pq 
heranläuft,    welche  sodann  dicht  an  diese  Uebergangslinie   sich 


>a 


anschmiegend  um  dieselbe  herumläuft,  bis  sie  zum  andern  Uffi* 
des  Stromes  a,  nämlich  zum  Puncfe  vi  gelangt,  und  welche 
schliesslich  längs  dieses  letztern  Ufers  bis  zum  Puncte  ß  gelangt. 
Diese  Curve  berührt  bei  ihrem  Laufe  nach  einander  die  Puncte 

7,  S,  p»  5n  ni,  q,  ^,  ßi 

und  mag  mit  5  bezeichnet  werden.  Sie  beflndetsich,  ebenso  wie 
der  Strom  ft,  und  ebenso  wie  die  Puncte  y  und  ß,  ihrem  ganzen 
Laufe   nach   im  oberen  Blatt  der  Fläche  dt.    Denkt  man  sich 
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die  Ströme  oder  Schnitte  a,  b  wirklich  gezogen,  und  denkt  man 
sich  ferner  längs  der  Curve  s  hin  ebenfalls  einen  Schnitt  ausge* 
fuhrt,  so  wird  dadurch  aus  dem  oberen  Blatt  der  Fläche  9t  ein 
gewisses  Flächenstück  vollständig  losgetrennt  werden ;  dieses 
Flächenstück  (es  ist  das  in  der  nebenstehenden  Figur  durch  Schraf- 
firung  bemerkbar  gemachte)  wird  theils  von  der  Curve  s  selber, 
theils  von  der  linken  Uferlinie  des  Stromes  b  begrenzt. 

Die  Functionen  w,  tt)  sind  auf  der  Fläche  91  überall  ein- 
deutig  undT  stetig,  mit  Ausnahme  der  Ströme  a^,  aj,  ...  a^, 
&i,  2»2f  •  •  -  •  ^s'y  und  sind  demnach  innerhalb  des  eben  genann- 
ten Flächenstückes  allenthalben  eindeutig  und  stetig. 
Zufolge  eines  schon  öfters  in  Anwendung  gebrachten  allgemeinen 
Satzes  (Seite  330)  muss  daher  das  um  den  Rand  jenes  Flä- 
chenstückes in  positiver  Richtung  hinerstreckte  In- 
tegral 


/ 


gleich  Null  sein.  Will  man  aber  jenes  Flächenstück  in  posi- 
tiver Richtung  umlaufen,  so  wird  man  etwa  vom  Puncte  f  aus- 
gehen, von  hier  aus  zuerst  die  Curve  s  durchwandern,  bis  man 
nach  ß  gelangt,  und  sodann  von  ß  aus  das  linke  Ufer  des  Stro- 
mes b  durchwandern,  bis  man  nach  y  wieder  zurückgelangt.  Das 
in  Rede  stehende  Randintegral  besteht  demnach  aus  zwei  Theilen ; 
aus  einem  Theile,  welcher  längs  der  Curve  s  von  y  nach  ß  lün- 
erstreckt  ist,  und  mit 


/ 


wrf  tl) 


bezeichnet,  werden  mag,  und  aus  einem  zweiten  Theile,  welcher 
auf  dem  linken  Ufer  des  Stromes  b  stromabwärts,  nämlich 
von  ß  nach  y  hinerstreckt  ist,  und  welcher  also  nach  der  von 
uns  angenommenen  Bezeichnungsweise  durch 


/" 


I 

dargestellt  wird.     Somit  ergiebt  sich: 


I  W  d  \\)   +     /w^  d\\)^  =  Ö, 
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oder,  weil  dxo^  und  d\r>^  einander  gleich  siad,  also  beide  mit 
dto  bezeichnet  werden  können: 

(8)  I  wd\y)  +    Cw^dXt)  —  0. 
s  b 

Und  hiedurch  verwandelt  sich  die  von  uns  gefundene  Formel  (7)  in: 

(9)  ßw^  +  wQ)dro  =  21  .  ^  —  2    Tw  rftt). 

b  8 

Es  handelt  sich  also   gegenwärtig  um  die  Werthbestimmung  des 
über  s  von  y  nach  ß  liinerstreckten  Integrales: 


/ 


wdtt). 


Dieses  kann  in  drei  Theile  zerlegt  werden;  nämlich  in  einen 
ersten  Theil,  welcher  sich  auf  die  dem  Strome  a  zugehörigen 
Uferstrecken  yj  und  riß  bezieht,  und  welcher  mit  [?? |S]  bezeich- 
net werden  mag,  sodann  in  einen  zweiten,  auf  die  Strecken 
^p  und  p^i  bezüglichen,  welcher  [|/>]  heissen  soll,  und  endlich 
in  einen  dritten  Theil,  welcher  sich  auf  die  Strecken  ^^q  und 
qri  bezieht,  und  \jq.rß  oder  — [lyg]  genannt  werden  mag.  Dem- 
nach wird: 

fwdtO  '^  [riß-]  +  l^p-]  +  [qrß*), 

8 

oder: 

(10)  y^wrftt)  =  [riß]  +  Kp]  -  [nql 

8 

Der  Theil  [riß]  lässt  sich,  falls  wir  die  Werthe  der  Functionen 
w,  U)  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  des  Stromes  a,  wie  ge- 
wöhnlich, mit  w^,  tt)^  und  w^,  tt)?  bezeichnen,  in  folgender  Weise 
darstellen: 


*)  Die  Strecke  |i  rii  ist  hiebei  vernachlässigt  worden.  Solches  aber 
ist  erlaubt,  weil  diese  Strecke  unendlich  klein  zu  denken  ist.  Die  von 
y  nach  ß  hinlaufende  Curve  8  soll  sich  nämlich  theils  dem  Strome  a, 
theils  der  Uebergangslinie  pq  unendlich  nahe  anschmiegen;  die 
Puncto  I,  li,  rif  rii  sollen  demnach  als  Puncto  betrachtet  werden,  die 
einander  unendlich  nahe  liegen,  etwa  als  die  vier  Eckpuncte  eines 
unendlich  kleinen  Quadrates. 
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d.   i. 


[riß]  =    ([w^dXO^  -  W^rftt)^), 
V 

=  /(w^- 


[riß-]  =   /(w^  -  w^)rfn), 
also  mit  Rückblick  auf  (4): 

/. 

[f,ß]  =  Ajd\o, 

n 
«1.  i. 

(11)  [i»/J]  =  ><[n)(Ä-n)(ij)]. 

Was  ferner  die  beiden  andern  Integraltheiie  [|p]  und  [j]q]  anbe- 
langt, so  ergiebt  sicli: 

/  /' 


M  = 

:     /wrfiD 

+      /Wf/U), 

,  uas  dasselbe  ist: 

»] 

y 

[IP]  = 

/w(/n) 

—  jwdxt). 

hrf  - 

:      IwdXt) 

—    IwdW), 

V  Vi 

wo  die  Integrationen  sämmtlich  über  einzelne  Strecken  der  Cnrve 
8  binerstreckt  sind. 

Setzen  wir 

rfw  ^  dw  ^ 

dz           ''  dz    ~  '* 

go  verwandeln  sich  diese  Formeln  in: 


=/"'""/' 


(12)  [|/>]  =    /wfrfs    -    /wfrfi, 
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(13)  C^^]  =    /wfJz    —    jw^dz. 

V  Vi 

Die  beiden  in  (12)  vorhandenen  Integrationen  laufen  (Fig.  100) 
parallel  neben  einander,  nämlich  zu  beiden  Seiten  der  Uebergangs- 
linie  pq,  die  eine  von  |,  die  andere  von  Ij  nach  p  hin.  Wir 
denken  uns  beide  Integrationen  zu  gleicher  Zeit  und  mit  gl^cher 
Schnelligkeit  fortschreitend;  so  dass  zwei  Puncte  wie  s  und  s^, 
die  auf  beiden  Seiten  der  Linie  pq  einander  gerade  gegenüber- 
liegen, von  beiden  Integrationen  in  gleichem  Augenblick  erreicht 
werden.  Die  Werthe  des  Differentials  dz  werden  dann  in  beiden 
Integralen  Schritt  für  Schritt  dieselben  sein;  verschieden 
hingegen  werden  in  dem  einen  und  in  dem  andern  Integral  die 
Werthe  von  w  und  f  sein.  Bezeichnen  wir  diese  letztern  in  je 
zwei  einander  gegenüberliegenden  Puncten,  wie  s  und  e^,  zur 
bessern  Unterscheidung  mit  w,  f  und  w^ ,  f  j ,  so  verwandelt  sich 
die  Formel  (12)  in: 


|p]  =  jw\dz   —     /^ 


[lp]  ^  J^\dz   -    fw^Udz, 
oder,  wa»  dasselbe  ist,  in: 

(14)  [|p]  =    /(wf-wj,)rfz. 

1 
Desgleichen  verwandelt  sich  bei  ähnlicher  Bezeichnung  die  Formel 

(13)  in: 

(15)  [vq]=jM-'^iU)  dz. 

n 

Um  diese  Formeln  nun  weiter  behandeln  zu  können,  sind  zuvör- 
derst einige  Bemerkungen  über  die  Functionen 

w.«,.und     ?  =  A         S  =  f 

erforderlich. 

w  und  VD  sind  irgend  zwei  unter  den  Functionen  w^,  Wj. ...  w,. 
Daraus  folgt  (vergl.  S.  441),  dass  /*  und  f  Functionen  sind,  von 
denen  jede  auf  der  Fläche  9t  in  über  einander  liegenden  Punclen 
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entgegengesetzte  Werthe  besitzt.  Sind  also  (Fig.  101)  mn 
und  m:^n^  diejenigen  zu  SR  gehö- 
rigen Flächentbeile,  welche  ein-  ^ 
ander  in  der  Uebergangslinie  pq 
durchsetzen,  und  ist  8  ein  Puuct  m 
jener  Uebergangslinie  selber,  so  wird  dieser  Punct  mit  zwei  einander 
entgegengesetzten  Werthen  von  f  belastet  sein,  von  welchen  der 
eine  zum  Flächentheile  m  n,  der  andere  zum  Flächentheile  m^  n^  gehört. 
Sind  ferner  e  und  «j  zwei  zu  m  w  und  zu  m^  n^  gehörige  Puncte,  welche 
dem  Doppelpuncte  dunendlich  nahe  liegen,  so  wird  von  jenen  bei- 
den in  8  vorhandenen  und  einander  entgegengesetzten  Werthen 
der  eine  von  gleicher  Grösse  mit  dem  in  b  vorhandenen  sein, 
der  andere  von  gleicher  Grösse  mit  dem  in  fj  vorhandenen.  Dem- 
nach werden  die  in  e  und  b^  befindlichen  Werthe  von 
f  ebenfalls  einander  entgegengesetzt  sein.  Gleiches 
gilt  natürlich  auch  in  Betreff  der  Werthe  von  f. 

Bisher  war  es  vollständig  gleichgültig, 
ob  die  Puncte  e,  b^  den  Strecken  />|,  p^y, 
oder  ob  sie  den  Strecken  qri^  qrj^  angehö-  (  mq) 
ren.  Anders  verhält  es  sich,  wenn  wir 
nunmehr  zur  Untersuchung  der  Werthe  von 
ixr  und  Xo  übergehen. 

Wir  betrachtenzuerstzweiPuncte 
s,  6|,  die  den  Strecken  jo|,  p^^  ange- 
hören. Da  die  Function  w  längs  der  Curve 
s  überall  stetig  ist,  so  wird  das  längs  dieser 
Curve  von  p  nach  b  hinerstreckte  Integral 

I  dw  gleich   der  Differenz  derjenigen   bei- 
den Werthe  sein,  welche  w  in  jenen  beiden    ^ 
Puncten  besitzt;  also  wird  (Fig.   102): 


Fig.  102. 


% 


i^ 


E 

JdMO^  =  W(f)  —  W  (p), 


->-B 


/^;" 


H 


oder,  falls  wir  dw  mit  ^  dz,  d.  i.  mit  fdz  vertauschen: 


J 


fdz  =  w(f)  ~w{p); 
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ebenso  ergiebt  sich: 

}fdz  =  w(fi)  —  w(p). 


ß- 


Die  in  diesen  beiden  Formeln  enthaltenen,  über  die  Strecken  p£ 
und  p€|  hinlaufenden  Integrale  haben  aber,  weil  fin  jenen  Strecken 
entgegengesetzte  Werthe  besitzt,  ebenfalls  entgegengesetzte  Werthe. 
Durch  Addition  beider  Formeln  ergiebt  sich  daher 

0  =  w  («)  +  w  (fj)  —  2  w  (p) 
oder: 

/    \  w  (e)  +  w  («i)  =  2  w  (p) ,  und  ebenso  wird : 

Liegen  andererseits  die  Puncte  £,£}  auf  den  Strecken 
qri,  qrj^,  so  wird  man,   wie  leicht  zu  äbei*sehen  ist,  durch  ein 
ganz   analoges  Verfahren  an  Stelle   der  so  eben  erhaltenen  Glei- 
chungen (or.)  zwei  andere,  nämlich  folgende  finden: 
,^>  w(£)   +  W(£i)  =  2w{q), 

^'^  tt)  W  +  n)(0  =  2tt)(g). 

Wir  kehren  zu  unsern  Formeln  (14)  und  (15)  zurück.  Da 
f  und  fj  einander  entgegengesetzt  sind,  so  können  wir  denselben 
zunächst  folgende  Gestalt  geben: 

(16)  [Ip]  ==    /(w  +  wi)  ^dz. 


(17)  [rig-]  =  J  (w  +  Wj)  f  (/^. 

V 

Das  in  der  ersten  Formel  enthaltene  Aggregat  w  +  Wj  bezieht 
sich  auf  zwei  Puncte  e,  s^,  die  den  Strecken  p|,  p|j  angehören, 
und  ist  also  nach  (a.)  gleich  2  w  (p).  Das  in  der  zweiten  For- 
mel enthaltene  w  +  w^  hingegen  bezieht  sich  auf  zwei  Puncte 
e,  s^  die  den  Strecken  qri,  qri^  zugehören,  ist  also  nach  (ß.) 
gleich  2  w  {q).     Somit  verwandeln  sich  die  Formeln  in : 

(18)  [|/,]:==2w(p).  /frfj. 


/' 
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(19)  [»jrf  =  2w(^).Jfrfz. 

n 
Nun  ist  f  =  — ,  also  \dz=^  dxt).   Demnach  ergiebt  sich  schliess- 
lich: 

(20)  l^p]  =  2w(p)[tt)(p)-tt)(ö], 

(21)  [riq-]  =  2w(q)   [\0  (g)  -  tO  (v)l 

Substituiren  wir  in   (10)   die  in  (11),  (20),  (21)  gefundenen 
Werthe,.  so  erhalten  wir: 

(22)  fwdrt>=A  lX0{ß)  -  tt)(i?)]  +  2  w(p)  [rt>(p)  -  tt)(|)] 

%  —  2w(^)[n)(g)-tD(i?)]. 

5  und  fj  sind  (Fig.  100)   zwei   einander   gegenüberliegende   Ufer- 
puncte  des  Stromes  a;  zufolge  (4)  und  (5)  ist  daher: 

(y.)  w  (i?)  —  w  (I)  =  A,     w  {q)  —  w  (p)  =  \  A, 

[6,)  ro(v)-rt>  (I)  =  31,     xo(q)-xo  (p)  =  i  31. 

Wir  können  demnach  in  (22)    Xo  (|)  =  W)  (rj)  —  31    setzen ;   thun 
wir  dies,  so  erhalten  wir: 

fwdro  =  A  [n)(^)  ~  Mv)l  +  2w(;>)  [ro{p)  -  tt)(i?)  +  91] 
%  —  2w(^)[nj(g)-n)(i?)] 

oder: 

(23)  fwdXO  =  2w.(p)tt)(p)  -  2w(^)tD(g)  +  Att^iß)  + 
«{  +  29lw(p)  +  tt)(i?)  [2w{q)  -  2w{p)  «  4, 

oder,  weil  2w{q)  —  2w(jp)  —  A,  mit  Rücksicht  auf  (y.)>  gleich 
Null  ist: 

(24)  Cwdro  =  2w(/))tt)(p)  —  2w{q))f0{q)  +  A'tt)(ß)+  2%w(p). 

8 

Nach  (y.),  (^0  ist: 

2w(ör)  =  2w(p)  +  A, 
2ro{q)  =:  2to{p)   +  31, 
mithin  durch  Multiplication : 

4.w(q)Xo(q)  —  4.w{p)Xty(p)  =23(w(p)  +  2A)fo{p)  +  31^. 
Und  hierdurch  verwandelt  sich  die  Formel  (24)  weiter  in: 

Neumann,  Abel' sehe  Integrrale.  31 
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s 
d.  i.  in: 


(25)       Jwdro  =  ^  [» {/5)  —  to  (p)]  +  91  w(p)  —  i  ?l^. 

Nim  hatten  wir  für  das  zur  Berechnung  Torgelegle  Integral 
in  (9)  folgenden  Werth  gefunden: 

jiw^  +  wif)  dto  =  ^B  —  2  jwdto; 
b  s 

somit  ergiebt  sich  zufolge  (25): 

(2G)      f{w^+wif)dxt}=mA  +  B—2w(p)']  +  2A[to{p)'-\t>{ß\]. 

Nehmen  wir  nun  an  Stelle  des  Integrales 

jiw^  +  w9)  dxo 

*b 
dasjenige,  um  welches  es  uns  eigonllirh  zu  thun  ist,  namlirh  das 
Integral : 


j  fw^  +  Wj)  dWa. 


30  haben  wir  an  Stelle  der  Ströme  und  Puncte 
a,         h,       p,        q,        ß 

zu  nehmen: 

«X,       frx,      Pxi      q«t      ßxy 

und  ferner  an  Stelle  von 

w,      A,       B,      tt),      21,      33 
zu  setzen: 

Wx,      «xxj      by,je,      Wer,      üax,      hax- 

Somit  erhalten  wir  aus  (26): 


(27)        /  (W^  +  Wj)  dWa  =  aax  [«XX  +  ^xx  -  2Wx(px)]  + 

**  +2  a^y,  \_Wa  {Px)  -  Wa  (ßx)l 

Summiren  wir  diese  Formel  über  x  =  1,  2,  ...  5,  und  beachten 
wir  dabei,  dass  die  Grössen  Cai,  aa2,  ...  das  mit  Ausnahme  von. 
üoa  alle  =0,  und  aaa  selber  =  itc  ist,  so  ergiebt  sich: 
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2    /  (wj  +  w«)  rfw„  =  in  \in  +  hao  -  2w„(p„)]  + 

«='    *« 

+  2««.^[w<,(/,«)-w4^«)]. 

XC=3l 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(28)  ^(w,(l3,)  +  ^^  ](wl  +  wl)  dwa)  = 

=  i  [iTT  +  6^^  —  2Wa{Pa)']  +  ^  Wa{px). 

x  =  l 

Hieraus  aber  folgt  rnit . Rückblick  auf  (1)  sofort: 

(29)  J7,r  =  i  [l ^  +  ftcra  -  2  Wcr(;>a)]  +  ^  W^  (/>x). 

x=l 

Nun  ist,  wie  wir  früher  [Formel  (14)  S.  441]  gefunden  haben: 

2W(y  ipa)  =  2  Wff  (/),4-i)  +  boa  —  t^. 

Setzen  wir  für  Wa{po)  diesen  Werth  in  (29)  ein,  so  erhal- 
ten wir: 

(30)  Ha  =  in  —  wa  (/)54-i)  +  ^*  Wa  (;?x). 

x=l 

Da  die  Werthe  der  Functionen  Wj,  Wj,  .  .  .  w,  in  den  Puncten 
p,  ^  identisch  sind  mit  den  Fundamentalwerthen,  welche  die  In- 
tegrale Ol,  GOj»  •  •  •  ooj  in  eben  denselben  Puncten  besitzen,  so 
können  wir  diese  Formel  auch  so  darstellen: 

X=£ 

(31)  Ha  =  i%  —  w^  [ps^i)  +  ^  Wa  (Px). 

x=l 

Nun  ist  aber  zufolge  unserer  in  Betreff  der  Integrale  Sl  und  co 
gemachten  Festsetzungen  (vergl.  S.  405) 

»a  (PiH-i)  ==  »a  (Pi)  +  W^  (i?2)  +  .  .  .  +  Wa  (pj, 
d.  i. 

x=* 

^a  b^^-l)  =  ^  «(T  {Px)> 
x  =  l 

31* 
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Somit  verwandelt  sich  der  für  Ha  erhaltene  Werth  schliesslich  in 

(32)  Ha  =  in. 


Sechster  Abschnitt.  Die  in  der  Function  ^  iyr^  — 9u^'2^92y  *  *  * 

'^s—Qs)  enthaltenen  willkührlichen  Constanten   g^,  g^-,  ...  g$ 

lassen  sich  jederzeit  der  Art  bestimmen,  dass  die  Function  in 

s  beliebig  gegebenen  Poncten  z^,  z^,  *  -  .  Zs  Null  wird. 

Wir  haben  so  eben  gefunden,  dass  die  Grössen  H^^  H^-,  ...  Hs 
sämmtlich  gleich  iit  sind.  Substituiren  wir  diese  Werthe  in  die 
früher  (S.  471)  gefundenen  Gleichungen: 

J^i-CwiW+Wi(z2)+...  +  Wi(z,)]  =  -J5ri— iV/7ri  +  -SiV^^xi, 

so  verwandeln  sich  dieselben,  falls  wir  die  Zahlen  —  (iV/  +  1), 
—  (iVj'  +1),  ...  mit  iJ/j,  M^y  ...  bezeichnen,  in: 

ö'i— [wiW  +  Wi(z2)  +  ...  +Wi(z,)]  =  M^ni+  ZN^h^i, 

Demnach  können  wir  den  früher  (S.  472)  erhaltenen  Satz  gegen- 
wärtig so  aussprechen: 

Zwischen  den  in  der  Function 

(1)  O   =   ^  [^X—9x,    W2  — 0^2»    •  •  •   '^s—gs) 

enthaltenen,  die  Beschaffenheit  dieser  Function  bedingenden  ver- 
änderlichen Constanten  ö'n-ö'2»  •  -  '  9s  tind  zwischen  den  der 
Function  zugehörigen  Nullpuncten  z^,  Z2,  .  .  .  Zs  finden  Jeder- 
zeit folgende  Relationen  statt: 

9i  —  [wi («i)  +  Wi  (zj)  + . . .  +  Wi (zs)']  «=  M^Tti  +  ZNybyi, 

(2)  Ö'2-  [^2(^1)  +  ^2(^2)  +  •  ••  +  W2(^,)3  =  M2m  +  ZN^b^, 

fl',-[w,(zi)  +  w,(z2)  +  ...  +'Sfrs[zs)']  =  Msni+ZN^b^,. 

Unter  den  b  sind  hier  die  den  unveränderlichen  Functionen  w  zu 
gehörigen,  ebenfalls  unveränderlichen  Constanten  zu  verstehen;  fer- 
ner unter  den  M,  N  irgend  welche  unbekannte  ganze  Zahlen.  Die 
Summation  Z  ist  über  x  =  1 ,  2 ,  ...  s  hinerstreckt. 

Lassen  wir  die  in  der  Function  Q'  enthaltenen  Constanten 
9\f  92»  '  •  '  9s  ^^  irgend  welche  unendlich  kleine  Grössen  dg^, 
dg^,  ...  dgs  anwachsen,  so  werden  gleichzeitig  auch  die  der 
Function  zogehörigen  Nullpuncte  z^,  z^,  *  .  .  Zg  gewisse  unendlich 
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kleine  Verschiebungen  erleiden,  welche  mit  dz^,  dz^,  ...  dzs 
bezeichnet  werden  mögen.  Zwischen  jenen  Zuwächsen  und  zwi- 
schen diesen  Verschiebungen  werden  —  wie  sich  aus  den  vor- 
stehenden Relationen  unmittelbar  ergiebt  —  falls  wir  zur  Ab- 
iiürzung 

äwi  (z) ^  ,  V      rfwg  (z) ^  ,  V  dws{z)       ^  ,  . 

setzen,  folgende  Beziehungen  stattfinden: 

dgi  =  Mzi)dz^  +fx[z2)dz2  +  ...  +fi[zs)dz,, 
(3)  ^92  =■  fi  («i) ^^1  +  h (^2) <^«2  +  . . .  +  /i  [z^ dz,, 

dgs  =  fs{zi)dz^  +  fs{z^dz^  +  . . .  +  fs{Zi)  dzs. 

Bei  Ueberschreitung  der  Ströme  a,  h  sind  die  Functionen 
Wi,  W2,  ...  W5  unstetig,  mithin  ihre  Differentialquotienten 
fi»  f2'  '  '  '  fi  ^^^^  bestimmte  Bedeutung,  folglich  die  Gleichun- 
gen (3)  ungültig,  oder  wenigstens  ohne  bestimmten  Sinn.  Gültig 
aber  werden  diese  Gleichungen  sein,  so  weit  die  Func- 
tionen w^,  W2,  .  i  .  w«  stetig  bleiben;  sie  werden  also 
gültig  sein  innerhalb  der  von  den  Strömen  a,  b,  c  um- 
randeten, einfach  zusammenhängenden  Fläche  dt'. 

Es  zeigen  diese  Gleichungen,  wie  man,  falls  die  Zuwüchse 
dg  gegeben  sind,  verfahren  muss,  um  die  resultirenden  Verschie- 
bungen dz  zu  berechnen.  Sie  zeigen  ferner,  dass  man  jene  Zu- 
wüchse dg  der  Art  wählen  kann,  dass  die  resultirenden  Verschie- 
bungen dz  beliebig  gegebene  Werthe  annehmen;  vorausgesetzt, 
dass  durch  diese  gegebenen  Werthe  der  Grössen  dz  keine  Ueber- 
schreitung der  Ströme  a,  6,  c  bedingt  ist. 

Die  Gleichungen  zeigen  also,  dass  man  durch  geeignete  Ab' 
änderungen  der  in  der  Function 

O  =  -»  (Wi  —  gr^,  W2  —  öTj,  ...  W,  —  gs) 
enthaltenen  Constanten  gr^ ,  grj ,  ...  gs  die  Nullpuncte  dieser  Func- 
tion von  ihren  ursprünglichen  Orten  z^,  Zj»  •  •  .  ^*  nach  beliebig 
gegebenen  Nachbarorten  hinwandern  lassen  kann;  vorausgesetzt, 
dass  die  ursprünglichen  Orte  und  die  Nachbarorte  durch  keinen 
der  Ströme  a,  b,  c  von  einander  geschieden  sind. 

Wir  wollen  uns  die  Constanten  g^,  g2*  -  -  -  gs  zu  Anfang 
willkührlich  gewählt  denken;  ihre  Werthe  seien  g^\  g^,  ...  g,^^ 
Die  Function 
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besitzt  jederzeit  s  Nullpuncte  erster  Ordnung  (S.  452) ;  diejenigen 
Lagen,  welche  diese  Punete  besitzen,  sobald  wir  den  Constanten 
9if  92»  '  '  '  9s  die  eben  angegebenen  Werthe  zuertheüen ,  mögen 
mit  «1^  Zj^  .  .  .  Zs^  bezeichnet  werden. 

Es  seien  nun  Z^,  Z^,  ...  Zg  irgend  welche  andere  Punete, 
also  Punete,  die  auf  der  Fläche  91'  ganz  beliebig  gegeben  sind. 
Wir  denken  uns  eine  Curve  gezogen,  welche  von  z^^  nach  Z^ 
geht,  und  welche  ihrem  ganzen  Laufe  nach  innerhalb  91'  bleibt, 
die  Ströme  a^  bj  c  also  nhrgends  überschreitet.  Die  auf  einander 
folgenden  Punete  dieser  Curve  mögen 

Zi  ,  ^1 ,  z^\  ...  Zj 
sein.   Desgleichen  denken  wir  uns  eine  solche  Curve  von  Zj^  nach 
Zj,  u.  s.  w.,   endlich  eine  letzte  Curve  von  z,®  nach  Z,  gezogen, 
und  bezeichnen  die  auf  einander  folgenden  Punete  dieser  Curven  mit 

*2  '    *2  '    *2  »    •  •  •    ^2* 


Zs  9    Zs  t    Zs  f    ...    Zj. 

Zufolge  der  zuvor  gemachten  Bemerkung  werden  wir  nun 
die  gegebenen  Constanten  gr^^  grj^  -  •  •  Qs^  der  Art  abändern 
können,  dass  die  Nullpuncte  unserer  Function  von  ihren  ursprung- 
lichen Orten  r,^  z^,  .  ,  .  z,^  nach  den  benachbarten  Orten 
z{,  Zj',  •  •  •  2:/  hinwandern;  sodann  werden  wir  jene  Constanten 
weiter  abändern  können,  der  Art,  dass  die  Nullpuncte  nach 
zy\  z^\  .  .  .  Zs'  hingelangen,  u.  s.  w.;  indem  wir  in  solcher 
Weise  fortfahren,  werden  wir  es  schliesslich  dahin  bringen  kön- 
nen, dass  die  Nullpuncte  nach  den  Orten  Zj,  Zj,  ...  Z,  gelan- 
gen. Diese  Orte  waren  aber  willkuhrlich  gegebene.  Wir 
haben  demnach  folgenden  Satz: 

Durch  geeignete   Wahl  der  in  der  Function 

'^(^1  — Ö'n  ^2  —  0^2»  •••  "^s—gs) 
enthaltenen   Constanten  ^j ,  g^^  ...  gs  kann  man  es  jederzeit  da- 
hin bringen^  dass  die  Function  in  s  beliebig  gegebenen  Punc- 
ten  verschwindet. 

Es  seien  z^,  z^,  ...  Zg  beliebig  gegebene  Punete;  und 
die  in  der  Function 

(1).  /*=  -Ö"  (Wj  — öTi,  Wj—ÖTg,   .  .  .  W,— 0^5) 

enthaltenen  Constanten  g^,  g2*  ^  --  9s  mögen  —  durch  Anwendung 
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irgend  weicher  Mittei  —  der  Art  bestimmt  worden  sein,  dass  die 
Function  in  jenen  s  Puncten  verschwindet.  Zufolge  des  kürzlich 
gefundenen  Satzes  {S.  484)  finden  alsdann  zwischen  diesen  Con- 
stanten und  zwischen  jenen  Puncten  folgende  Relationen  statt: 

9i  =  ^i  ih)  +  ^1 W  +  •  •  •  +  w,  (zs)  +  M^ ni  +  HNxbxu 

(2)         92  =  ^2(2^1)  +   W2(22)    +    ...    +  W2(Z,)   +   M^TCi  +   ZN^h^, 

gs  =W,(z,)  +  W,(z2)  +  ...  +  W.f«,)  +  Msni  +  ZN^h^s^ 
wo  die  M^  N  irgend  welche  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen, 
und  wo  die  Summationen  £  über  x  =  1 ,  2 ,  . . .  5  hinerstreckt 
sind. 

Nun  können,  wie  sich  aus  einem  früher  gefundenen  Satze 
(S.  453)  ergiebt,  mit  den  in  /*  vorhandenen  Constanten  g^,  0^2»  ••  •  9' 
gewisse  Aenderungcn  vorgenommen  werden,  ohne  dass  die  Null- 
puncte  von  f  dadurch  irgend  welche  Lagenveränderung  erleiden. 
Es  werden  nämlich,  wie  aus  jenem  Satze  folgt,  die  NuUpuncte 
von  f  ungestört  an  ihren  ursprünglichen  Orten,  d.  i.  in  den  ge- 
gebenen Puncten  z^,  Z2,  .  .  *  z,  liegen  bleiben,  sobald  man  gleich- 
zeitig 

g^     um     m^Tti  +  Zn^ch^i, 

g^     um     m^ni  +  Sn^bn^, 


gs     um     nisTCi   +  En^hxs 
vermehrt.     Unter  den   m,  n  sind  dabei  völlig   willkührliche 
ganze  Zahlen  zu  verstehen,  und  untere  eine  Summation,  welche 
über  X  =  1,  2,  ...  5  hinerstreckt  ist. 

Die  ursprünglichen  Werlhe  der  Constanten  g^,  g^y  -  -  *  gs  sind 
durch  die  Formeln  (2)  dargestellt.  Aeudert  man  diese  Constanten 
in  der  eben  angegebenen  Weise,  so  werden  die  in  jenen  Formein 
enthalteoen  unbekannten  ganzen  Zahlen 

iVi,    N^,  ...  Ns 
in   irgend    welche   andere  ganze  Zahlen,    und   zwar  in  Zahlen 
übergehen,  deren  Werthe  völlig  willkührlich  sind. 
Sind  demnach 

f*!»    f*2»    •  •  •    ^*» 
V^,    Vj,    .   .  .     V, 

irgend  welche  willkührlich  gewählte  ganze  Zahlen,  und  bil- 
det man  nun  die  Constauten 
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^1  =^1 W  +  ^ife)  +  •••  +  wj«,)  +  (i^ni  +  £v^bxij 
^2  =  ^2(^1)  +  ^2(^2)  +  •••  +  W2(z,)  +  f*27Ct  +  2v^b^, 

Gs  =  Ws{Zi)   +  W,(Z2)  +  ...   +  W,(Z,)   +  (IsTti  +   Tv^ft^,, 

welche  von  den  Constanten  Qi,  g^,  ...  gs  sich  nur  dadurch  un- 
terscheiden, dass  bei  ihrer  Zusammensetzung  diewillkühriichen 
Zahlen  f«,  v  statt  der  unbekannten  Zahlen  M^  N  angewendet 
sind,  so  wird  die  diesen  Constanten  G^,  G^,  .  .  .  Gs  entsprechende 
Function 

F  =  &{w^—G^,  Wj— 6?2,  .  ..  ^s-Gs), 

ebenso  wie  die  ursprungliche  Function  f,  in  den  gegebenen  Punc- 
ten  «1,  ^2»  •  •  •  ^*  verschwinden.  Wir  gelangen  also  zu  folgen- 
dem Satz: 

Sind  2r„  z^^  ...  Zg  beliebig  gegebene  Puncte,  ferner  fi^y  ft2?  •  •  •  H's, 
Vj,  1^2 ,  ...  Vs  beliebig  gewählte  ganze  Zahlen,  und  sind  endlich 
6?i,  {?2»  •  •  •  ^«  ^'^  ^^^  Anwendung  jener  Puncte  und  Zahlen  zu- 
sammengesetzten Constanten : 

G^j  =  Wi  (zj)  +  Wi  (Z2)  +  . . .  +  Wi  (z,)  +  /[Aj  jri  +  ^v^  &X1, 

x=l 

X=£ 
(3)         G2  =  W2 (Zi)  +  W2  (Z2)  +  . . .   +  W2  {Zs)  +  (A2^i+  ^V^ Äx2, 

x=l 


G,  =  Ws(Zi)  +  W,(Z2)  +  ...  +  Ws{Zs)  +  (Is^i  +    ^Vx&X5, 

«==1 

(4)  ^  =  (Wi  -  G^,  Wj—  €J2,  .  .  .  W,—  6?,) 

eine  von  z  abhängende  Function  sein^   welche  in  den  gegebenen 

Puncten  z^,  ^2,  ...  z,  verschwindet. 

Siebenter  Abschnitt.  Allgemeine  Bemerkungen  über  die  zwischen 

den  willkührlichen  Constanten  g^^  ^2>  •  •  •  9s  nnd  zwischen  den 

Nnllpnncten  z^ ,  Z2,  ...  Zs  gefdndenen  s  Qleichni^n. 

Wir  fahren  in  unserer  Untersuchung  weiter  fort.  Es  seien 
also  nach  vde  vor  z^,  Z2,  ...  z,  beliebig  gegebene  Puncte, 
G^,  G2,  ...  Gs  die  in  (3)  angegebenen  Constanten,  und  F  die  in 
(4)  angegebene  Function;  also 
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F  =  e{w^  —  Gi,  W2—  G^,  ...  Ws-Gs) 
oder,  wenn  wir  der  grösseren  Deutlichkeit  willen  wjz),  W2(2),  . . . 
Wsiz)  statt  Wj,  Wj,  .  .  .  w,  setzen: 

(5)        i^=  0(wiW  — Gl,  W2W  — ^2,  ...,  w,W  -C,). 

Wir  wissen  zufolge  des  eben  aufgestellten  Satzes,  dass  diese  Func- 
tion verschwindet  in  den  gegebenen  Puncten  z^,  z^^  ...  Zg.  Sie 
verschwindet  also,  wenn  wir  den  in  ihr  enthaltenen  variablen 
Punct  z  in  irgend  einen  von  jenen  s  gegebenen  Puncten,  z.  B. 
in  den  Punct  z,  hineinfallen  lassen.  Sic  verschwindet  demnach, 
sobald  man  die  in  ihr  enthaltenen  Argumente 

^iW  —  ^1'     ^2  W  —  6?2,  .  .  . ,  w,(z)  —  Gs 
in 

'^ii^s) —  6?i,     vr^{zs)  —  G^,  .  .  . ,  w,(2:,)—  Gt 

umwandelt     Mit  andern  Worten:  deV  Ausdruck 

^  (A^,  A2,  ...  As) 
verschwindet,  sobald  man 

A  =  wi(«,)  — G,, 


As  =  w,(«,)  — C 

setzt.  Die  hier  angegebenen  Grössen  A^,  A^,  ...  As  haben  aber, 
falls  man  für  die  Cj,  G^-,  ...  61^,  ihre  Werthe  (3)  einsetzt,  fol- 
gende Bedeutungen: 

^1  =  —  {Wi  W  +  w,(2;2)  +  ...  +Wi(z,_i)  +1^1  ^i  +  ^-i/^öxi}, 

-^2  =  —  {^2(«l)  +  ^2(^2)  +  •••  +  W2(z,_i)  +ft2'^«'  +  -2^»'x^x2}, 
^  =  —  {W,(2:i)  +  W,(Z2)  +  . ..  +  W,(z,_i)  +f*,7ri  +  l^Vxöx,}. 

Nach  einer  allgemeinen  Eigenschaft  des  Ausdruckes  9  (vergl.  S. 
446)  erleidet  der  Wertli  eines  solchen  Ausdruckes  keinerlei  Aen- 
derung,  »sobald  seine  sämmtlicheu  Argumente  in  ihr  Gegentheil 
umschlagen. 

Wenn  also  ^  [A^,  A^,  .  .  .  ,  Ag)  verschwindet,  so  wird 
O  (—  ^1,  —  A2,  .  .  . ,  —As)  ebenfalls  verschwinden.  Somit  er- 
giebt  sich  folgender  Satz: 

•     Versteht  man  unier  z^,  z^,  ...  z,^i  beliebig  gewählte  Puncie, 
femer  unter  |t*i,  f*2»  •  •  •  f**>  ''u  ^2»  •  •  •  ^*  beliebig  gewählte  ganze 
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Zahlen ,  und  endlich  unter  ^, ,  A^^,  ...  Äs  die  aus  diesen  Puncten 
und  Zahlen  zusammengesetzten  Grössen: 

A^  =  Wi(Zi)   +  ^i{z^   +   ...   +  Wj(z5_j)  +  ftiTTf  +    ^Vxhnu 
^2  =  ^2(^1)  +  ^2(^2)  +   ••  •  +  W2(z,-l)   +  f*2^*  +  ^^V«^x2, 


x=l 


^,  =  W,(ri)  +  W,(C2)  +  ...  +  W,(z,_i)  +  f*,7Ct  +  ^v^b^, 

x==l 
50  werden  die  Ausdrücke 

•ö"    (-4j ,    -^2 ,    .  •  .  )    As) 

und 

^   (—  ^U    —  ^2>    •  •  •  J    ~  ^«) 

jederzeit  gleich  Null  sein. 

Leicht  lässt  sich  übrigens  auch  der  umgekehrte  Satz  er- 
weisen. 

Es  seien  A^^  ^j»  •  •  •  ^*  beliebig  gegebene  Constanten«  je- 
doch der  Art  beschaffen,  dass 

(1)  ^(^,,  ^2»  •••>  ^J  =  0. 
mithin  auch 

(2)  ^(-^,,  -^2»  ...,  -^,)  =0 

ist.     Wir  denken  uns  einen  beliebig  gelegenen  festen  Punct  c, 
bilden  die  Constanten 

gv  =  Wi(c)  +  A^, 

/gN  0^2    =   ^^2  (^)    +    -^2  ' 

ö'*   =  w,  (c)    +   ^5  , 
und  bilden  endlich  mit  Anwendung  dieser  Constanten  g^^  g^»  >  *-  9s 
die  von  z  abhängende  Function: 

(4)  F  =  d^  (Wi  (z)  —  ÖTj,  W2  W  —  (72'   •  •  • »  W,(z)  -r-  gr,). 

Die  in  dieser  Function  vorhandenen  Argumente  verwandeln  sich, 
wenn  man  den  variablen  Punct  z  in  den  Punct  c  hineinfallen 
lässt,  in 

Wi  (c)  —  gfi,  W2  (c)  — 0^2»  .  .  . ,  w,  (c)  —  gs, 
d.  i.  zufolge  (3)  in 

— —  A^ ,         -«2  >   .  •  •  >         '^*. 
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Mit  Ruckblick  auf  (2)  ergiebt  sich  daher,  dass  die  Function  F  im 
Puncte  c  verschwindet.  Die  Function  F  besitzt  (vgl,  S,  452)  im 
Ganzen  s  NuUpuncte.  Einer  von  diesen  ist  also  der  Punct  c;  die 
übrigen  sind  unbekannt,  und  mögen  mit  z^,  z^-,  ...  Zs^i  be- 
zeichnet werden.  Zufolge  eines  kürzlich  gefundenen  Satzes  (S.  484) 
müssen  zwischen  diesen  Nullpuncten  c,  z^^  z^^  ...  Zs—i  und 
zwischen  den  in  der  Function  enthaltenen  Constanten  g^^  gi^  *  *  >  g* 
folgende  Relationen  stattßnden: 

9\  —  [^1  W  +  ^1  W  +  . ..  +  Wi  {zs-i)]  =  M^iti  +  ^N^hxu 

WO. die  ilf,  N  irgend  welche  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen. 
Mit  Rückblick  auf  (3)  verwandeln  sich  diese  Relationen  in: 

Xg=8g 

^1  —  [Wl  [Zx)    +   .  .  .    +  W,    (z,-_i)]  r:=  My%i  +    ^  N^hnV 

X=rl 


Somit  gelangen  wir  zu  einem  Satz,  der  als  eine  Umkehrung  des 
vorhergehenden  angesehen  werden  kann,  und  so  lautet: 

Sind  ^1,  ^2)  -  *  •  -^s  irgend  welche  Constanten  von   solcher 
Beschaffenheit^  dass 

0  {A^,  ^2»  •  •  •   ^s) 
gleich  Null   ist,    so    werden   sich    die   Werthe    dieser  Constanten 
jederzeit  in  folgender  Art  darstellen  lassen: 

x=? 
A  =  ^1 W  +  ^1  W  +  .  .  .  +  Wj  (2,-1)  +  M^ni  +2  NnÖKU 

x  =  l 
x  =  g 

^2  =  "«^2  W   +  ^2(^2)   +  •  •  •   +  ^2  («,-1)   +  M^^i  +  ^Nxhn2, 

x  =  l 


X  =  Ä 


^,  =  w,(zi)  +  w,  (zj)  +  .  .  .  +  W,(z,_i)  +  MsTti  +    y^Njb. 

x  =  l 
I7n/er  Zj,  «2>  •  •  •  ^*-i  ^^^^   ^^^^  passend  zu  wählende  Puncte, 
und  unter  den  M,  N  passend  zu   wählende  ganze  Zahlen  zu  ver- 
stehen. 
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Es  seien  folgende  Gleichungen  vorgelegt: 
Ö'i  =  Wi(r,)  +  W,(Z2)  +  ...  +  Wi(z,)  +  tniTti  +  Zn^b^i, 

(1)  ^^  ^^  '''^2(^1)  +  ^2(^2)  +  •••  +  WgC«,)  +  mjÄi  +  2nxbx2, 

9$  =  W,(j,)  +  W,(2;2)  +  ...  +  W5(2;,)  +  msni  +  -^n^^^c*, 
wo  die  Sunimatjonen  £  über  x  =  1,  2,  ...  s  hinerstreckt  sind. 
Gegeben  seien  die  Constanten  g^  unbekannt  hingegen  die 
Puncte  z  und  die  ganzen  Zahlen  m^  n\  diese  Puncte  und  Zahlen 
sollen  der  Art  bestimmt  werden ,  dass  jenen  Gleichungen  Genüge 
geschieht. 

Es  fragt  sich,  wie  viele  Lösungen  diese  Aufgabe  zulässt. 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  mit  Anwendung  der  gegebenen 
Constanten  g  folgende  von  z  abhängende  Function  bilden: 

(2)  F  =  Q^  (yr^{z)  —  g^,  WjC«)  —  5^2,  •  •  •  >  w,(z)  —  g,). 

Ist  Zj,  Zj,  .  .  .  Zs^  il/i,  M^^  .  .  .  Ms^  Nit  iVj,  ...  Ns  irgend 
ein  Punct-  und  Zahlensystem,  welches  den  Gleichungen  (1)  Ge- 
nüge leistet,  so  wird  man  in  dieser  Function  F  an  Stelle  von 
g^  den  Ausdruck 

Wi(Zi)  +  Wi(Z2)  .  .  .  +  Wi(Z,)  +  M,%i  +  ZN^bnU 

und  analoge  Ausdrücke  für  die  Constanten  g^,  ...  gs  setzen 
können.  Hieraus  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  einen  kürzlich 
gefundenen  Satz  (S.  488J  sofort,  dass  die  Function  F  in  den 
Puncten  Z^,  Zg,  .  .  .  Z,  verschwindet. 

Die  mit  den  gegebenen  Constanten  g^^  g^,  ...  gs  behaftete 
Function  F  wird  also  in  den  Puncten  Zj,  Z2,  ...  Zs  jederzeit 
verschwinden,  sobald  nur  diese  Puncte,  in  Verbindung  mit  irgend 
welchen  ganzen  Zahlen  M,  N,  den  Gleichungen  (1)  Genüge  leisten. 
Sind  daher  Z/,  Zj',  ...  Z/  andere  Puncte,  die  jenen  Gleichun- 
gen ebenfalls  Genüge  leisten,  so  wird  die  Function  F  in  diesen 
letztern  Puncten  ebenfalls  verschwinden. 

Wir  wissen  aber  (vergl.  S.  452) ,  dass  die  Function  F  nie- 
mals in  mehr  als  s  Puncten  verschwinden  kann.  Genügen  also 
Zj,  Z2,  .  .  .  Z5  den  Gleichungen  (1),  und  genügen  Z/,  Zg',  . . .  Z/ 
denselben  ebenfalls,  so  müssen  die  ersteren  Puncte  nothwendig 
identisch  sein  mit  den  letztern. 

Für  die  Gleichungen  (1)  kann  demnach,  wenigstens 
was  die  Puncte  z^y  ^2,  ...  Zg  anbelangt,  niemals  mehr 
als  eine  Lösung  existiren. 
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£s  fragt  sich  andererseits,  ob  die  Gleichungen  (1)  überhaupt 
immer  auflösbar  sind.  Auch  hierüber  giebt  uns  die  aus  den  ge- 
gebenen Constanten  g^i  g2t  *  -  -  9$  gebildete  Function  F  Auskunft. 
Diese  Function  verschwindet  nämlich,  wie  wir  wissen,  jederzeit 
in  s  Puncten. 

Sind  aber  c^,  Cj,  ...  c,  die  Puncte,  in  welchen 

^  (Wi  — ö'i,  Wj— 0^2»  •  •  •  w,— öf,) 
verschwindet,  so  finden  zwischen  jenen  Puncten,   und  zwischen 
den  in  der  Function  enthaltenen  Constanten  jederzeit  folgende  Re- 
lationen statt  (vergl.  S.  484): 

-  fl'i  —  [Wi  (^i)  +  WjCcj)  +  . . .  +  Wi(c,)]  =  M^ni  +  ^N^bnu 

x=l 

» 

WO  die  My  N  irgend  welche  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen. 
Daraus  folgt,  dass  jene  Puncte  c^,  Cg,  .  .  .  c,  den  Gleichungen 
(1)  Genüge  leisten,  dass  also  jene  Gleichungen  immer  auflös- 
bar sind. 

Wir  gelangen  demnach  zu  folgendem  Satz: 
Versteht  man  in  den  Gleichungen 

9i  =  Wi(zi)  +  w,  (z^)  +  .  .  .  +  Wi(z,)  +  tn^Tti  +   ^n^brw 

x=l 

X==g 

92  =  ^2(2:1)  +  W2(^2)  +  .  .  .  +  W2(2:,)  +  mjTCf  +   ^n^by2, 


9$  =  W,  {z^)  +  Wsiz2)  +  .  . .  +  W,  {zs)  +  msTti  +  ^n^b^s 

x=l 
unter  g^t  g^^i  •  •  •  gs  gegebene  Constanten ,  unter  m^^tn^,  .  .  .  ms, 
Wj,  n2,  .  .  .  ns  hingegen  beliebig  veränderliche  ganze  Zahlen; 
so  wird  —  trotz  der  aus  diesen  Zahlen  entspringenden  Unbestimmt- 
heit —  immer  nur  ein  einziges  Punctsystem  Zj,  «2?  •  •  •  ^s  vor- 
handen sein,  welches  den  Gleichungen  Genüge  leistet.  Dieses  eine 
wird  niemals  fehlen. 


Zwölfte  VorlesuDg, 

Die  Umkehrung  der  AbePsehen  Integrale. 


Erster   Abschnitt.    Es  wird  gezeigt,   wie  sich  mit  Hülfe   der 
5  fach  unendlichen   >&- Reihe   die   ümkehmng   der  Pnnctionen 

W](z),  Vf2{^)*  -  '  '■'^s(z)  bewerkstelligen,  nämlich  z  durch 
w^{z)f  w^iz)^  . . .  Ws{z)  ausdrücken  lässt. 

Nach  langen  aber  nothwendigen  Zwischenbetrachtungen  neh- 
men wir  nun  den  Faden  unserer  eigentlichen  Untersuchung  wie- 
der auf.  Der  aus  den  Functionen  w,  unter  Anwendung  beliebiger 
Constanten  g  und  beliebiger  ganzer  Zahlen  fi,  zusammengesetzte 
Ausdruck 
H\       0  — .  / ^(W|  —  giy  Wg  —  ^g,  ...  w^  ^  gs) Y 

(  ^  ^W,  -  9,  -  fij  y ,  Wg  -  fiFg  -  ftg  '^,  .  .  .  W,  -  gs^fls'^U 

ist,  wie  wir  zuletzt  (Seite  457)  gefunden  hatten,  eine  von  z  ab- 
hängende Function,  welche  auf  der  Riemann'schen  Kugeifläche  9i 
überall  regelmässig  bleibt,  also  eine  Function,  die  von  2;  auf 
algebraische  Weise  abhängen  muss.  Zugleich  wird,  wie  wir  da- 
mals nachgewiesen  hatten,  die  Ordnungszahl  von  9  in  den 
s  Nullpuncten  des  Zählers : 

'^(Wi  —  giy  W2  —  g^,  ' .'.  W2  —  gs) 
den  Werth  -|-  2,  ferner  in  den  Nullpuncten  des  Nenners: 

^  \^i  —  9i  -  (^1  Y'  ^2  —  ^2  —  f*2  Y»  •  •  •  w,  —  ö'*  —  f**  y) 

den  Werth  — 2,  und  in  allen  übrigen  Puncten  der  Fläche  dt 
den  Werth  0  besitzen. 
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Wir  setzen  der  Kürze  wegen  0  ü;,  für  '9'(C^i,  üj,  .  .  .  Vs\ 
und  bezeichnen  demnach  den  Ausdruck  6  in  folgender  Weise: 

(2)  e   ==     ^  Äw.-/;.         \2 


/         ^Wg  —  ga        \2 


Um  die  algebraische  Abhängigkeit  zwischen  6  uiid  z  wirklich 
durch  eine  Formel  ausdrücken  zu  können,  müssen  wir  zunächst 
die  Nullpuncte  des  Zählers  und  Nenners,  d.  i.  die  Nullpuncte 
der  Functionen 

'^  Wa  —  0^0  —  f^ff  y 

ermitteln.  Solches  aber  wird  sich  am  Einfachsten  bewerkstelligen 
lassen,  wenn  wir  die  Constanten  g  und  die  Zahlen  ft  nicht  be- 
liebig lassen,  sondern  auf  geeignete  Weise  festsetzen. 

Die  auf  der  Fläche  9%  vorhandenen  Wiudungspuncte  sind: 

ö'i»  0^2»   •  •  •  Ö'^+i» 
und  bestehen  also  aus  ^  +  1  Punctpaaren.    Wir  denken  uns  diese 
Punctpaare  in  irgend  welcher  andern  Reihenfolge  hingeschrieben, 
und  bezeichnen  sie  in  dieser  neuen  Reihenfolge  mit: 

a,  /3,   .  .  .  y,  6, 

cc\  /?,...  y',  d'. 
Alsdann  ist  (Formeln  (9)  S.  440)  für  jede  der  Functionen  w, ,  Wj, . . .  w, : 

W<,(of')  —  WctM  =  Ja  T» 


'^a[?)-^a[ß)=Ba'^, 


(2) 


Wa(y')    —  Wa(y)  =^(r  y, 
Wa(<5')   -..Wa((J)=i>af, 
(2  a)  ^a    +    ^a    +    .  .  .    +    Ca    +    i>a  ==  0 

WO  Aa^,  Ba,  ...  Cff,  Da  irgend  welche  ganze  Zahlen  vorstellen, 
deren  Summe  Null  ist*). 


*)  Man  würde  sich  über  jene  «  +  1  Zahlen  Aa,  Ba,  .  . .  Ca,  Da  noeh 
genauer  ausdrücken,  nämlich  sagen  können,  dass  immer  eine  von  ihnen 
=  1 ,  eine  andere  unter  ihnen  =  — 1 ,  und  alle  übrigen  =  0  sind.  Doch 
fällt  solches  hier  nicht  ins  Gewicht. 
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Setzt  man  nun  zur  Abkürzung: 

,3)  W^(«)  +  Waiß)  +  .  .  .  +  Wa{y)  +  Wa{ö)  =  d^, 

^  Wa(a)  +  Waiß)  +  .  .  .  +  Wa(y)  =  ga, 

WO  also  da  ein  aus  5  +  1 ,  ^^  hingegen  ein  nur  aus  s  Gliedern 
bestehendes  Aggregat  vorstellt;  so  wird  zufolge  (2): 

,,,       W^(«')   +  Waiß')  +  .  .  .  +  Wair)  +  Wai^)  =  da. 

(41  _. 

Wa(«)  +  Waiß)  +  .  .  .  +  Wairl  =ga  +f^a  j, 

WO  fia  eine  ganzeZahl  vorstellt,  nämlich  ^=  Aa  +  Ba  +  .  . .  +  Co 
ist. 

Die  durch  die  Formeln  (3)  und  (4)  bestimmten  Constanten  g 
und  fi  sind  es  nun,  welche  vnr  in  unsern  Ausdruck  0  einsetzen 
wollen.    Thun  wir  dies,  so  verwandelt  sich  derselbe  in 

(p.)  iQ  _  (^Wa{z)  —  Wg  (tf)  -  Wg  (g)   .  . .  —  Wg  (y)\2 

l«;  er  _  ^^^^  ^^j  _  ^^  j^,^  _  ^^  ^p,j  .  .  .  ^  Wa  (y V 

Und  nunmehr  sind,  wenn  wir  uns  an  einen  früher  (Seite  488) 
gefundenen  Satz  erinnern,  die  Nulipuncte  des  Zählers  und  ebenso 
auch  die  des  Nenners  leicht  zu  erkennen;  die  ersteren  liegen 
nämlich  bei  «,  j3,  .  .  .  y,  die  letztern  bei  «',  j9^,  .  .  .  /. 

Der  in  (5j  stehende  Ausdruck  S  ist  demnach  eine  von  z  ab- 
hängende, auf  der  Fläche  9%  überall  regelmässige  Function,  deren 
Ordnungszahl  in  den  Puncten  «,  j3,  .  .  .  y  den  Werth  +2,  in 
den  Puncten  ct\  ßf ,  .  . ,  y  den  Werth  —  2,  endlich  in  allen 
übrigen  Puncten  der  Fläche  31  den  Werth  0  besitzt*).  Wort  für 
Wort  dasselbe  gilt  aber,  wie  leicht  zu  übersehen,  und  wie  auch 
früher  gelegentlich  bemerkt  worden  ist  (Seite  265),  von  der 
Function 
/A\  ^(j\  _  (z  --  tf )  (^  -  1?)  . . .  (z  —  y) 

vorausgesetzt,  dass  man  sich  die  Werthe  dieser  Function  eben- 
falls auf  der  zweiblättrigen  Kugelfläche  9t  ausgebreitet  denkt. 

Die  Ausdrücke 

0     und     (piz) 

sind  demnach  zwei  von  z  abhängende  Functionen,  welche  auf  der 

*)  Die  Puncte  a',  ß*,  .  .  .  y'  stellen  also  die  Pole  vor,  in  welchen 
die  Function  ®  unstetig  ist;  und  ebenso  stellen  andererseits  a,  ß,  . .  •  y 
diejenigen  Puncte  vor,  in  welchen  dieselbe  verschwindet. 
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Fläche  91  überall  regelmässig  sind,  und  welche  daselbst  überall 
gleiche  Ordnungszahlen  besitzen ;  folglich  zwei  Functionen,  welche 
nur  durch  einen  constanten  Factor  von  einander  verschieden  sein 
können  (vergl.  Seite  276).  Bezeichnen  wir  diesen  mit  K,  so  ist 
also  9  =  K  ,  (p{z),  d.  i.: 

(»Wa{z)  -  Wo  (tf)  -  w<y  (p)  .  .  .  ~  Wg  (y)  V _  ,  , 

^'^  \^Yra{z)  -  Wa(a')  -  Wat/T)  ...  -  Wa{y))  ~  ^  '  ^^^^' 

Hiemit  ist  die  algebraische  Abhängigkeit,  welche  zwischen  0  und  ; 
stattßndet,  ermittelt.  Es  handelt  sich  nur  noch  um  die  Bestim- 
mung des  constanten  P'actors  IC. 

Zufolge  (3)  und  (4)  ist: 

W<,(a)    +  Wa(ß)    +  .  .  .   +  Wcr(y)  =  da  —  Wa{Ö), 
Wa(«')  +  Waiß)  +  .  .  .  +  Wa(/)  =  da  —  W^(<J'). 

Und  wir  geben  demgemäss,  um  auf  die  Bestimmung  von  IC  ein- 
zugehen, der  Gleichung  (7)  zuvörderst  folgende  einfachere  Ge- 
stalt: 

fe'Wa{z)  +  Wa{d)  ~  day_  , 

[Wwaiz)  +  Waid') --da)   ~  ^  '  "^^^^ 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  an  Stelle  des  variablen  Punctes  ; 
nach  einander  die  Puncte  d  und  ö'  substituiren: 

/        ^  2  Wa  (S)  -  da       y_  rr        ,  .X 
\»Wa(d)  +  Waid'Y^la)  —  ^  '  9^  W  • 

(,      ^-^^^')-=rTa — )  —  ^  •  9>VÖ  j . 
und  hieraus  durch  Multiplication : 

Zufolge  (2)  ist 

2Wa(d')  -'2Wa{d)=Dant, 

wo  Da  eine  ganze  Zahl  vorstellt.  Der  in  der  Gleichung  (7a)  auf 
der  linken  Seite  unter  dem  Quadrat  stehende  Quotient  hat  dem- 
nach die  Form: 

d-[/a 
d"  Ua  +  Da  nV 

oder  ausführlicher  geschrieben  die  Form: 

^{U^.  C/o,  ,  .  .  Us) 


^(^i  +  ^1  wi,  l/^  +  R^ni.  ...  Us  +  ^^f  ^^) ' 
Neumann,  Abel* sehe  Integrale.  g2 
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wo  2>i,  2>2,  .  .  .  i>5  lauter  ganze  Zahlen  sind.    Jener  Quotient  ist 
demnach  =  1.  (Vergl.  S.  446.)     Somit  erhalten  wiraus  (7  a): 

1  =  K'^.tp{d)  .q>[ö'), 
folglich: 

K  ==  ^ 

Und  durch   Einsetzung  dieses  Werthes  verwandelt  sich   nun  die 
vorhin  gefundene  Gleichung  (7)  schliesslich  in: 

Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 
Bezeichnet  man  die  zu  s  -{-  1  Paaren  geordneten    Windungs- 
puncte 

P,,   P2'    •    •    •   Ps+l, 
^1)    9-2^    •    •    •    ^*+l 

in  irgend  welcher  andern  Reihenfolge  mit 

«.  ß^  •  •  •  y,  <J, 
cc\  ß\  .  .  .  y\  d^ 

und  setzt  man  zur  Abkürzung 

so  ist  jederzeit 

\d-Wa  (z)  -  ga)  y(p(ö).q>{d')  ' 

WO 

ga  —  Wa(a)    +    Wa{ß)    +    .  .  .    +    Wa(y), 

Ö^'a  =  Wc;(a')  +  Wa  (/?)+...  +  Wff(y') 
zw'^i  Constanten  sind,  deren  Differenz  gleich  einem  Vielfachen  von 
Y  ist*),  und  wo  ^Vo  zur  Abkürzung  steht  für  &(U^,  U^,  ,  ,  .  i/,). 


*)  Solches  folgt  aus  den  Formeln  (3)  und  (4). 
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Zweiter  Abschnitt.    Fortsetzung.    Die  im  vorhergehenden  Ab- 
schnitt ansgefohrte  ümkehmng  kann  verallgemeinert  werden, 
indem  man  an  Stelle  eines  Werthes  der  Variablen  z  mehrere, 
nämlich  s  Werthe  derselben  ins  Spiel  bringt 

£s  ist  hier  am  Orte,  noch  auf  einen  anderen  aus  den  Func- 
tionen w  zusammengesetzten  Ausdruck  aufmerksam  zu  machen»  der 
sich  ebenfalls  auf  algebraische  Weise  darstellen  lässt.  Doch  unter- 
scheidet sich  derselbe  von  dem  eben  betrachteten  dadurch,  dass  er 
nicht  von  einer  einzigen  Variablen ,  sondern  von  s  Variablen  ab- 
hängt. An  Stelle  des  beweglichen  Punctes  z=z  x  +  iy  treten 
nämlich  hier  s  bewegliche  Puncte  Zj  =  a^i  +  iy^  ^  z^  =  x^^  iy^y 
.  ,  .  Zs  =^  Xs  +  iys  auf,  die  wir,  um  an  Kürze  zu  gewinnen,  der 
Reihe  nach  mit  g,  i],  ...  ^  bezeichnen  wollen.  Der  in  Rede 
stehende  Ausdruck  lautet  nämlich,   wenn  wir  die  Bezeichnungen 

a,  ß,   .  ,   .  y,  d 

«',  /3',  .  .  .  /,  d' 
in  demselben  Sinne  wie  vorhin  brauchen,  folgendermassen : 
(.^  la  _  f^¥oi^)  +  wgfa)  +  .  ■ .  +  w<>(g)  -  Wa{S)y 

Um  denselben  näher  zu  untersuchen,  wollen  wir  uns  von  den 
5  Puncten  g,  i?,  .  .  .  J:  zu  Anfang  nur  den  ersten  beweglich, 
die  übrigen  aber  fest  denken.     Dann  wird: 

(^)  ®  -  V^W.(S)  -  G'a)  ' 

WO  die  Grössen 

(3)  Ga  =  Wa{6)     —  Woiv)    '  '  •  —  Wa(?),  **       . 

(3')  Q'a  =  Wa\ö')  —  Wa(i?)  ...   —  Wait)    ' 

zwei  Constanten  vorstellen.  Da  nun,  wie  früher  (Seite  495)  be- 
merkt wurde,  für  jede  der  Functionen  w  die  Gleichungen  gellen: 


Wa(a')   —  Waicc)    =   Aa  Y 
(4) 


Waiß^)   -Waiß)   =    Baf, 


W^(/)    —  Wa(y)    =  CaY, 
Wa(^')    —  Wa  <5)   =    Da  y, 


32* 
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y>o  Aa^  Ba,  '  -  '  Ca',  Da  irgend  welche  ganze  Zahlen  vorstellen, 
deren  Summe  =0  ist,   so  werden  jene   beiden  Constanten  Ga 

und  G'a  nur  durch  ein  Vielfaches  von  ^  von  einander  verschie- 
den sein  können. 

Wir  können  daher  auf  den  Ausdruck  6  wiederum  den  früher 
(Seite  456)  gefundenen  Satz  in  Anwendung  bringen.  Diesem  zufolge 
wird  6  eine  von  l  abhängende  Function  sein,  welche  auf  der  Fläche  SR 
überall  regelmässig  ist,  also  eine  Function,  die  von  |  auf  algebrai- 
sche Weise  abhängt.  Zugleich  wird  jenem  Satze  zufolge  B  eine 
Function  sein,  welche  in  den  NuUpuncten  des  Zählers  die  Ordnungs- 
zahl 2,  in  denen  des  Nenners  die  Ordnungszahl  —2,  und  in 
allen  übrigen  zur  Fläche  9%  gehörigen  Puncten  die  Ordnungszahl  0 
besitzt.  Sollte  der  Fall  eintreten,  dass  ein  NuUpunct  des  Zählers 
mit  irgend  einem  NuUpuncte  des  Nenners  zusammenfällt,  so  wird 
die  Ordnungszahl  von  6  in  einem  solchen  Puncte  gleich  2 — 2, 
d.  i.  gleich  0  sein. 

Um  die  algebraische  Abhängigkeit  zwischen  6  und  ^  formell 
ausdrücken  zu  können,  müssen  wir  jene  NuUpuncte  wirklich  zu 
ermitteln  suchen.     Bezeichnen  wir  die  s  NuUpuncte  des  Zählers 

%Wa[k)    —    Ga 

mit  A,  F,  ...  C,  und  die  s  NuUpuncte  des  Nenners 

^WalS)    -    G'a 

mit  Ä^   'B!^  .  ,  .  C^  so  werden  die  erstem  den  Gleichungen: 

(5)  (?^  =  WaM+Wa(5)+    ...    -f  W^(Q-fil/^7ri   +  ^/Nrhnoy 

a  =  1,  2,  .  .  .  Ä, 

die  letztern  den  Gleichungen 

(5')        G'a=^o  [Ä)  +  W<,  (^j  +  . . .  -f  Wa  [C)  +  iJ^c^TT I  +  ^iV^  h^^ 

(?=!,  2,  .  .  .  Ä, 
Genüge  leisten,  wo  die  ilf,  iV  und  M,  N'  unbekannte  ganze  Zah- 
len vorstellen.  Solches  folgt  aus  einem  früher  (Seite  484)  gefun- 
denen Satz.  Doch  werden  die  Puncte  A,  B,  ,  .  .  C  und  A\  B', , ,  .(f 
den  eben  aufgestellten  Gleichungen  nicht  allein  Genüge  leisten, 
sondern  (vergl.  Seite  493)  durch  jene  Gleichungen  —  trotz  der  Un- 
bestimmtheit der  Zahlen  ilf,  N  und  M,  N'  —  bereits  vollständig 
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bestimmt  sein.  Gelingt  es  uns  also,  irgend  ein  Punctsystem 
A,  B,  ,  .  .  C  und  irgend  ein  Punctsystem  A\  B\  ...  C'  zu  Qnden, 
welches  den  Gleichungen  Genüge  leistet,  so  werden  durch  das 
eine  die  NuUpuncte  des  Zählers 

und  durch  das  andere  die  NuUpuncte  des  Nenners 

^W^(I)     —     Gr'o 

dargestellt  sein. 

Lassen  wir  den  beweglichen  Punct  §  in  den  Punct  b  hinein- 
fallen, so  verwandelt  sich  der  Zähler  in: 

d.  i.  mit  Hinblick  auf  (3)  in: 

-  ^^o[y\)  +  ...  +  w^(?) 
also  (vergl.  S.  490)  in  Null*).  Demnach  ist  b  einer  von  den  ge- 
suchten Nullpuncten  Ä^  B ^  ...  C  Ebenso  ergiebt  sich,  dass  X 
einer  von  den  Nullpuncten  Ä,  B\  ,  .  .  (f  ist.  Es  mag  6  der 
Punct  A,  und  6'  der  Punct  Ä  sein.  Die  zur  Bestimmung  der 
noch  übrigen  Puncte  ^,  .  .  .  C  und  B^  .  .  .  (f  erforderlichen 
Gleichungen  (5)  und  (5')  lauten  dann  folgendermassen : 

Ga  =  Wcr((J)    +  ^a[B)    +    ,  ,  .    +  ^a[C)    +  Ma  ni    +  2  N^  b^oy 

(?'^=  W^((r)  +  VJa{B')  +    .  .  .    +  YTaiC)  +  M^aTti   +    2  N\b^a. 

a=  1,  2,  ...  8 

oder,  wenn  man  für  Ga  und  G'a  ihre  eigentlichen  Bedeutungen 
(3)  und  (3')  einsetzt: 

(6)  -^ain)  ...  -w^(f)  = 

=  Wa(5)  +  ...  +  Wa(C)  +Ma  7Ci  +  2N^  b^a, 

(6')  -Wa{ri)   ...  -W^(?)  = 

=  yWa{B')  +  ...  +  yfa[(f)+M'a^i+£N'Hb^a 
ff  =  1,  2,  .  .  .  «. 

Trotz  der  Unbestimmtheit  der  Zahlen  M,  iV  und  M'^  N"  sind,  wie 
wir  bemerkt  haben,  durch  das  eine  System  von  Gleichungen  die 
{s — 1)  Puncte  B  .  ,  .  C,  durch  das  andere  die  {s — 1)  Puncte 
B\  ,  .  (f  völlig  bestimmt.    Nun  ist,  wie  wir  sehen,  das  eine 


*)  Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  unter  |,  17,  ...  J;  im  Qanzen 
«Puncte.  unter  17,  ...  ^  also  im  Qanzen  {s — 1)  Puncte  zu  verstehen 
sind. 
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System  von  Gleicbuiigeii  mit  dem  andern  identisch.  Demnach 
werden  auch  die  Puutle  B,  ...  C  identisch  sein  mit  den 
Ponctcn  B\  ...  (f. 

Betrachtet  man  also,  wie  hier  geschehen,  von  den  Puncten 
I,  iy,  .  .  .  ?  nur  den  Punct  J  allein  als  beweglich,  so  wird  der 
Ausdruck: 

n\  I»   —    /^W<T(g)  +  Wa(l?)  +  .  .  .  +  W<;(g)  -  WcrWy 

^'^  "^  —   \^Wa{i)  +  Waiv)  +  .  .  .  +  W<r(f)  -  Wa(d')) 

eine  von  |  abhängende,  auf  der  Fläche  dt  überall  regelmässige 
Function  sein,  welche  in  d  die  Ordnungszahl  2,  in  6'  die  Ordnungs- 
zahl —  2  und  in  allen  übrigen  Puncten  der  Fläche  die  Ord- 
nungszahl 0  besitzt.  Wort  für  Wort  dasselbe  gilt  nun  aber  auch 
von  dem  Ausdruck 

(8)  ,^(§,   ly,    .  .  .   ?)  _  (g_^>^(^__^^^^     (j— -^, 

vorausgesetzt,  dass  wir  von  den  s  Puncten .|,  ri,  ...  ?  wiederum  nur 

t g 

den  ersten  als  beweglich  ansehen,  dass  wir  also   :__^,   als    die 

eigentliche  Function,  und  7^^  ""vn    '  '/f -"  J^  als  einen  constanten 

(17  —  d  ) . . .  (g;  —  tf ) 

Factor  ansehen. 

Die  beiden  von  |,  »?,...  f  abhängigen  Ausdrücke 
e  und  if;(S,  i?,  .  .  .  Ö 
sind  also,  falls  man  ^  ...?  als  fest  belrachtet,  zwei  von  §  ab- 
hängende, auf  der  Fläche  dt  regelmässige  Functionen,  deren  Ord- 
nungszahlen überall  gleiche  Werthe  haben;  folglich  zwei  Functio- 
nen, die  nur  durch  einen  constanten,  d.  i.  durch  einen  von  ^ 
unabhängigen  Factor  von  einander  verschieden  sein  können. 
Somit  ergiebt  sich  also,  dass  der  Quotient 


eine  Grösse  ist,  die  von  ^  unabhängig  sein  muss.  Ist  diese 
Grjösse  aber  von  |  unabhängig,  so  muss  sie  —  solches  folgt  un- 
mittelbar aus  der  in  Bezug  auf  §,  ^,  .  .  .  f  vorhandenen  Sym- 
metrie —  gleichzeitig  auch  von  rj,  ...  ?  unabhängig  sein.  Der 
vorstehende  Quotient  besitzt  also  einen  Werth,  der  gleichzeitig  von 
sämmtlichen  Puncten  |,  t?,  .  .  .  f  unabhängig  ist,  d.  i.  einen 
wirklich  constanten  Werth.  Bezeichnen  wir  diesen  mit  K, 
so  erhalten  wir: 


d.  i. 
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Und  hiemit  ist  die  algebraische  Abhängigkeit,  welche  zwischen  6 
einerseits  und  zwischen  ^,  tj,  ...  f  andererseits  stattfindet,  zu 
Tage  gefördert.  Es  bleibt  nur  noch  übrig,  den  constanten  Factor 
IC  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  lassen  wir  in  unserer  Glei- 
chung (9)  die  beweglichen  Puncte  |,  rj,  ...  ^  einmal  mit  den 
Puncten  a,  ß,  ...  y,  ein  anderes  Mal  mit  den  Puncten  «',  jS',  . . .  / 
zusammenfallen,  und  erhalten  alsdann  nach  einander  folgende 
beiden  Relationen: 

f^Waia)  +  Waiß)  +...  +  Wgjy)   ~  Wgjd)  y_  .  . 

\^^Wa(a)  +  W,t(1J;  +  .  .  .  +  Wa(Y)  -  W<T{d')y  ""       '  '''l'*''^'  *  '  '  ^Z' 

Bezeichnet  man  mit  da  folgende  Constante: 

Wa{a)  +  Wa{ß)  +  ...+  Waiy)  +  Wa{S)  =  da, 

SO  ist  zufolge  (4)  auch: 

WaM  +  Waiß")  +  ...  +  Waiy)  +  Waiä')  =  da. 

Hiedurch  verwandeln  sich  unsere  beiden  Relationen  in: 

/         e'da-2Wa{d)        V  LT       ,f        a  \ 

i     >  rf,,  -  2  wa[a'r~  j  —  ir .  ip(« ,  ^ y ). 

Und  nunmehr  folgt  durch  Multiplication  dieser  beiden  Relationen: 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  befindliche  Quotient  besitzt,  weil 
zufolge  (4) 

2W^(^')  -  2Wa{6)=Da7ti 

ist,  folgende  Form: 

d"  Ua  +  Da  ni 
^Ua  ' 

oder  ausfährlicher  geschrieben,  folgende: 

»{U^  -f  D^ni,     U^  +  D^ni,  . ,  .  Us  -{-  Dsni) 

9{ü,,     U,,  ...  üs) 
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und  ist  also  =  1.     Somit  erhalten  wir:  ' 

mithin: 

Vit^ia,  (J,  ...  y).  ip{a\  (T,  .  . .  y') 
Substituiren   wir   nun   schliesslich  diesen  Werth   des  constanten 
Factors  IC  in  die  Gleichung  (9),  so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Bezeichnet  man  die  5+1  Paare  von   fFindUngspuncten 

Pii  />2»   •  •  •  P'-HL» 
ö^l)    5^2)    •  •  •    9s+l 

in  irgend  welcher  andern  Reihenfolge  mit: 

cc,   ß,    .  .  .  y,  d, 

«',  ß\  '  "  y\  ^y 
und  setzt  man  zur  Abkürzung : 

(j-.do(i7-o  ...  (s-o      ^^^'  ^'  •**  ^^' 

wo  unter  |  =  a^j  +  i^^x»  ^  =  ^2  +  *y27  •  •  •  S=^s  +  ^t/s  be- 
liebig bewegliche  Puncte  verstanden  werden  sollen  ^  so  ist  jederzeit : 

WO  Wa(^),  Wa(^')  ^w«  Constanten  sind,  die  immer  nur  durch  ein 
Fielfaches  von  y  von  einander  verschieden  sein  können^  und  wo 
d'üa  zur  Abkürzung  steht  für  ^{U^,   U2,  .  .  .   üs). 


Dritter  Abschnitt.  Die  in  Bezug  auf  die  Functionen  w^  W29 . . .  w« 
erhaltenen  Resultate  lassen  sich  übertragen  auf  die  mit  den- 
selben conjugirten  secundäxen  Integrale  O},  (»29  ••*  <»«;  man 
gelangt  alsdann  zur  ümkehrung  dieser  Integrale. 

Die  hier  gefundenen  Ergebnisse  beziehen  sich  zunächst  nur 
auf  die  eindeutigen  Functionen  w,  lassen  sich  aber,  wie 
sogleich  gezeigt  werden  soll,  auch  auf  diejenigen  Integrale  über- 
tragen, welchen  jene  Functionen  conjugirt  sind,  nämlich  über- 
tragen auf  die  secundären  Integrale  00. 
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Sind  CD,  m\  o",  ...  irgend  welche  unter  jenen  Integralen, 
ferner  w,  w',  w",  ...  die  denselben  conjugirten  eindeutigen  Func- 
tionen, so  ßndet  zwischen  den  Werthen,  mit  welchen  jene  Integrale 
bei  ihrer  gemeinschaftlichen  und  willkührlichen  Bahii  in  irgend 
einem  Puncte  z  eintreffen,  und  zwischen  den  Werthen,  welche 
diese  Functionen  in  dem  Puncte  z  besitzen,  jederzeit  folgender 
Zusammenhang  statt: 


ß)  («)  =  W  [z]  +  m^  A^   +  /«2  ^2  + 

+  Wl  ^1    +    W2  ^2    + 

«  [z)  =  w'  {z)  +  m^  A(  +  mj  Ä^  + 
(1)  +  «1  Bl  +  «2  B^  + 

G)"(z)  ^  W^'C^)   +  ^1  -^l"+  ^^2  -^2"  + 


+   W,  ^,    + 

+  m,  ^/  + 

+ «,  b:, 
+ «,  b:\ 


Unter  den  Grössen  ^x,  B^,  Ay! ^  Bjc\  A^' ,  B^  •  .  •  sind  hier 
die  Constanten  Werthdifferenzen  zu  verstehen,  mit  welchen  die 
Function  w,  w',  w",  ...  in  den  Strömen  «x?  ^n  behaftet  sind; 
ferner  unter  den  mx,  n^  irgend  welche  unbekannte  ganze  Zahlen 
(vergl.  Seite  432). 

Geht  die  gemeinschaftliche  und  willkührliche  Bahn  der  Inte- 
grale durch  irgend  welche  Puncte  z  =  ^,  2;  =  i;,...z==J  hin- 
durch, so  wird  jedem  dieser  Puncte  ein  System  von  Gleichungea 
entsprechen.,  welches  mit  dem  Systeme  (1)  analog  ist.  Das  erste 
System  wird  sich  auf  diejenigen  Werthe  beziehen,  mit  welchen 
die  Integrale  im  Puncte  §  eintreffen,  das  zweite  auf  diejenigen, 
mit  welchen  sie  in  9;  eintreffen,  u.  s.  w.,  endlich  das  letzte  auf 
diejenigen,  mit  welchen  sie  in  ?  anlangen.  Von  einander  ver- 
schieden werden  diese  Systeme  nur  durch  die  in  jedem  derselben 
enthaltenen  ganzen  Zahlen  mx,  n«  sein.  Sind  m]^,  n^  die  in  dem 
ersten,  mj^*,  «J/  die  in  dem  zweiten,  u.  s.  w.,  endlich  m*„  w*  die 
in  dem  letzten  Systeme  enthaltenen  Zahlen,  und  setzt  man: 


»«i  +  »»"  +  •••  + 

m;  =  ilfx. 

«L  +«•'+...  + 

n;    =  N,. 

X  =  1,  2,  .  .  . 

«. 

SO  wird  man  durch  Addition  all  jener  Systeme  folgende  Formeln, 
erbalten : 
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«(!)  +  «  (>i)  +  ..+»(?)  =  w  (I)  +  w  (v)  +  ..  w  {?)  + 

+JU,Ji  +M.,Ao  +..+M.A,  +NjBi  +iV,Ä2  +..+N,B„ 

<(I)  +  «»'W+   ..  +«'(?)  =  'w'(l)  +  w'(»/)  +  ..w'(?)  + 
(2)       +MiA,'  +^/,<+  ..  +JI/,^/+JV,^i'+A2  5j'  +  ..+7V,2?/, 

«"(Ö  +  «"('/)  +  ..  +  «»"(?)  =  w"(|)  +  w"(i,)  +  ..  +w"(£)+ 

Niminl  man  für  m,  a,  a",  ...  sä  mint  liehe  secundäre  Inte- 
grale (»1,  o>2>  •  •  •  <»$>  und  beachtet  man,  dass  die  Differenzen, 
mit  welchen  die  Functionen  w^,  W2,  .  .  •  w,  in  den  Strömen  o,  b 
behaftet  sind,  durch  die  Grössen  axg,  b^a  dargestellt  werden,  so 
verwandeln  sich  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  in: 


(3) 


(Os{z)   =  Ws{z)   +  msTti  +  Zrixbxs, 

«,(l)  +  «,W  +  ..  +  «>i(ö=W,(S)+W,(./)  +  ..  +  w,(?)  + 

(4)  +iJ/2^^'  +  ^^«6x2, 

«.(I)  +  ^s{n)  + ..  +  «,(f)  =  W,(§)  +  W,(l?)  +  ...+ W,(f)  + 

wo  die  Summalion  S  über  >c  =  1 ,  2 ,  ...  5  hinerstreckt  ist. 

Aus  (3)  ergiebt  sich   mit  Rucksicht  auf  einen  früher  gefun- 
denen Satz  (Seite  446): 

_^(a),(2)_,  CO j  (2) ,  ...  (Os  (z) )  

^(w,(z),W2(z),  .T.w,(z)) 

—   2* ««  [oJx(z)  +  W«  (z)  +  Wx  XPl] 

— ■   ^  » 

oder  kürzer  geschrieben: 

^  egg (z)    —  Z^n  [(Ok(z)  +  Wj{(z)  +  wi«»«] 

•a-w^Cz)  ~  ^  .  ; 

und  ebenso  ergiebt  sich,  falls  man  unter  g^^»  g^^  -  -  -  gs  ii^end 
welche  Constanten  versteht: 
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und  ferner,  falls  man  unter  g{^  g^^  ...<//  irgend  welche  andere 
Constanten  versteht: 

^iaa{z)—ga  __     —  En%  [oix(z)  +  Wx(:)  —  2/7*'  +  wx  ffi] 

Durch  Division  der  beiden  letzten  Formeln  folgt: 

^<p<r(2)  —go      "    'frWg(z)  —  ffg         Z2nx{gx  —  ^x') 

Sind  also  die  Constanten  g^,  g.^y  .  » .  gs  von  den  Con- 
stanten gr/,  g2y  '  '  -  g/  nur  durch  irgend  welche  Viel- 
fache von  ^  verschieden,  so  wird 

•      (CL)  'O'CPg(z)  —  gfg    __  ^Wg(z)  —  j7(y 

^^  »(Oa  (z)  —  ga  -^Wa  (z)  —  ^0' 

sein.  Und  ebenso  wird  alsdann,  wie  sich  in  gleicher 
Weise  aus  (4)  ergiebt,  auch 

W        J^fl)a(g)+fl)<T(i7)-|-..  +  a.x(f)-^         ^Wa(|)+Wa(i?)  +  ..  +Wa(f)-|ya 

sein. 

Mit  Rucksicht  auf  diese  Formeln  (5)  und  (6)  können  wir  die 
vorhin  (S.  498  und  504)  erhaltenen  Sätze  auch  so  aussprechen: 
Bezeichnet  man  die  s  +  1  Paare  von   Windungspuncten: 

Pi)  P2»  •  •  •  P^-4-i» 

in  irgend  welcher  andern  Reihenfolge  mit: 

a,  /3,  .  .  .  y,  d, 
« ,  /?',...  y,  d\ 

und  setzt  man  femer  zur  Abkürzung: 

(z  —  g)  (2  --  (?) .  .  .  (z  —  y)   f  , 

wo  z,  wnd  ß^en^o  auch  |,  1/,  ...  ?  beliebig  bewegliche  Puncte 
vorstellen  sollen  j  so  wird  jederzeit 
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,-v  /»m  (z)  -Wo  ja)  —  Wa  (|J)  . . .  ~ jMy) \2_  q>(z) 

^  ^         \»(0a  [z]  -  Wo  ia)  -  Wa  {§')  ...  -  Waiy))  K^WT^W"' 

(8)  {^^o^i)±^^(v)+"+^^(t)--^o'W  y^        -»(£.  1? S) 

V^ö)a(g)+a)a(i7)-|-..+o><'(f)— Wa(^')7  jK-V^C«,  ft . .  y) .  ^{a7ß\T:y') 
sein.  Vorausgesetzt  wird  dabei,  dass  die  Anzahl  der  Puncte  |,  t/, . . .  ? 
gleich  s  ist. 

Erinnern  wir  uns  nun  an  die  beiden  zur  Lösung  vorgelegten 
Probleme,  und  denken  wir  uns  beide  in  dersecundären  Form 
gegeben,  so  giebt  uns  die  Gleichung  (7)  unmittelbar  die  Lösung 
des  ersten,  und  die  Gleichung  (8)  die  Lösung  des  zweiten 
Probiemes.     Die  Werthe 

welche  die  eindeutige  Function  w^  in  den  2^  +  2  Puncten  p,  q, 
besitzt,  sind  nichts  Anderes  als  |die  Fundamentalwerthe  des 
Integrales  cog,  und  können  daher,  mit 

bezeichnet  werden.  Wir  gelangen  demnach  zu  folgenden  Resul- 
taten : 

Lösung  des  ersten  und  zweiten  Problems  in  ihrer 
secundären  Form  (Vergl,  Seite  398  und  438^^. 

Man  setze  aus  den  Fundamentalwerthen  der  gegebenen  Inte- 
grale a)|,  (02 ,  ...  o)s  folgende  Constanten  zusammen: 
^o{P2)       —  '^aigi)        =  i  {ba2   —    bai)j 

^a{Pz)       —  '^a(g2)         =  i(baZ    —    M) 


'^a(Ps)       —  f^aiqs^l)   =  i  (bas   —    ^w-l), 

«a(Pi)        -  Wff(gr,^i)   =  ^  bai; 
(y=:l,  2,  .  .  .  «, 

man  bilde  sodann  eine  Function  ^,  die  ausser  diesen  Constanten 
box  noch  s  beliebige  Argumente  Fj,  Fj,  .  .  .  Fs  in  sich  enthalten, 
und  durch  folgende  s  fach  unendliche  Reihe  definirt  sein  soll 

,r-^  {b,,n,^  +  2bi,n,n,+  ..+bss  n5«)+2(rjn,+  r,«3+..+  r,«,) 

n 
gleichzeitig  setze  man  zur  Abkürzung  0  Fa  für  -^(Fj,    Fj,  .  . .  F«). 
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Bezeichnet 

man 

alsdann  die 

s  +  \  Paare 

von 

Grössen 

Pi. 

Pii   ■ 

■  •  Ps+U 

?i. 

8-2,  .  . 

•  9s^i 

in  irgend 

welcher  andern  . 

Reihenfolge  mit 

. 

ß,  ■■ 

•  7,    i. 

und  setzt: 

(r- 
(r- 

.  a)  (z  ■ 

~ß-) 

.  .  .  (z  - 

^  =  .w. 

(5- 

-S) 
-9) 

...(£- 

E^  =  t(t. 

V^ 

.  .  .  f), 

so  gilt  für  die  in  dem  ersten  Problem  enthaltene    Unbekannte  z 
jederzeit  folgende  Formel: 

femer  für  die  in  dem  zweiten  Problem  enthaltenen    Unbekann- 
ten ^,  ri,  ...  ^  folgende: 

Da  die  Grössen  a,  a\  ß,  j3',  .  .  .  und  die  denselben  zugehörigen 
Fundamentälwerthe 

«a(«),    «aM>   ^o{ß),    «4/3'),    ... 
bekannte  Constanten    sind,    so  ist  die   Formel  (I.)   eine  Relation 
zwischen 

z     und     Q)i(z),  CO2W,  .  .  .  »,(«), 

andererseits  die  Formel  (IL)  eine  Relation  zwischen 

^,  71,  .  .  .  S    und    Wi,  «2»  •  •  •  *'*• 
Jede  von  diesen  Formeln  repräsentirt  aber,  weil  die  mit 
«1  /5,  .  .  .  y,  *, 
«7  13',...  /,  6' 
bezeichnete  Anordnung  der  Grössenpaare  p,  q  eine  beliebige  ist, 
nicht  eine,  sondern  mehrere,  nämlich  (s  +  V  Relationen. 

Von  den  (s  +  1)  durch  die  Formel  (I.)  dargestellten  Rela- 
tionen wird,  falls  <Qi[z),  WjW»  •••  «*W  gegeben  sind,  und  z 
berechnet  werden  soll,  bereits  eine  ausreichend  sein. 

Und  ebenso  werden  auch  die  (s  +  X)  durch  die  Formel  (11,) 
dargestellten  Relationen  mehr  als  hinreichend  sein,  um  die  s  Un- 
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bekannten   J,  iy,  ...  f   zu  ermiiieln^    sobald  t/j,  t/j,  ...  ii,  ge- 
geben sind. 

Vierter  Abichnitt    Schlieselich  ergiebt  sich  die  ümkehnrng 
der  primären  Integre  Sl^^  Sl^^  .  .  .  Sl,, 

Der  Uebersichtlichkeit  willen  scheint  es  gerathen ,  das  Ergeb- 
niss,  zu  welchem  wir  gelangt  sind,  in  möglichst  abgerundeter 
Form  hinzustellen,  und  die  Riemann'sche  Fläche,  welche  uns  wich- 
tige Dienste  geleistet  hat,  gegenwärtig  ganz  bei  Seile  zu  lassen. 

Das  erste  Problem  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  ein 
Specialfall  des  zweiten.  Wir  beschränken  uns  daher  hier  auf 
das  letztere  (S.  393).  —  Es  waren 

(Pi»  9i}j  (P2»  92)^  •  •  •  {Ps^U  qs^i) 
beliebig  gegebene  Grössenpaare ,  ferner  waren  R^  F^,  F^^  . . .  Fs 
folgende  von  z  abhängende  Functionen: 

R  =  V[z—Px)  [z-gx)  {Z-P2)  {^  —  92)-"  («— P*+i)  {^--gs^A 


F,  = 


(l)-L«(l)r4....-U/,.(l)r'-l 


_  f//_^jtliZl±i^±±± 


Z 


1     —  ^ 


F,  = 


gj^l  +  p,^'^z+,_^_gs^ 


2 ":       T 


wo  die  g  beUcblg  gegebene  Constanten  vorstellen.  Es  handelte 
sich  um  die  Umkehrung  der  vop  einer  gegebenen  Grösse  h  auf 
wlllkührlicher  aber  gemeinsamer  Bahn  nach  irgend  einer 
Grösse  z  hinerstreckten  Integrale: 

H 

z 


Äj(i)  =  (7j   +    /Fj  .dz, 


t 


Sl,{z)  =  C,  +    l'F.dz. 
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Unter  C^,  Cj,  ...  C,  sind  hier  Constante  zu  verstehen;  ob  wir 
dieselben  ganz  willkührlich  lassen,  oder  ob  wir  ihnen,  der 
grösseren  Bequemlichkeit  willen,  irgend  welche  besondere 
Werthe  zuertheilen ,  bleibt  auf  die  Allgemeinheit  unserer  Betrach- 
tung offenbar  ohne  allen  Einfluss. 

Wir  thun  das  Letztere. 

Wir  denken  uns  nämlich  die  gegebenen  Constanten  p,  q 
und  8  durch  Puncte  in  einer  Ebene  dargestellt;  grenzen  sodann 
auf  dieser  Ebene  ein  elementares  Flächenstück  31  ab,  welches 
den  Punct  8  in  seinem  Innern  enthält,  und  dessen  Randcurve 
vom  Puncte  p^  nach  q^,  dann  überjog»  Ö'a»  P3»  Ö's»  •  •  -  Ps^h  ^s^\ 
bis  nach  p^  zurückgeht;  bezeichnen  ferner  diejenigen  Werthe, 
welche  die  Integrale 

in  irgend  einem  zu  31  gehörigen  Puncte  z  annehmen,  sobald  ihre 
von  8  nach  jenem  Puncte  durchlaufene  Bahn  ihrem  ganzen  Laufe 
nach  innerhalb  31  geblieben  ist,  mit 

li,[z),  li^{z),  .  .  .  Jis{z), 

und  bestimmen  nun  die  Constante  C,  der  Art,  dass 

ferner  Cj  der  Art,  dass 

wird,  u.  s.  w.,  endlich  Cg  der  Art,  dass 

Ä,(p,)  +  ^sip,)  +  . . .  ÄvW  =sis(Ps^i) 

wird.     Die  Grössen 

flaip),   Slaiq),  (7=  1,  2,    ...   $ 

können  nunmehr  als  bekannte  Constante  angesehen  werden,  näm- 
lich als  Constante,  deren  Werthe  numerisch  berechnet  werden 
können,  sobald  die  Grössen  p,  q^  g,  8  numerisch  gegeben 
sind. 

Wir  haben  31  das  fundamentale  Flächengebiet,  und 
Sla (p) ,  Sla {q)  die  den  Integralen  Sla  zugehörigen  Fundamen- 
talwerthe  genannt. 

Aus  diesen  Fundamentalwerthen  mögen  nun  sogleich  die 
nachfolgenden  Constanten -<4,  B^  ^,  T  zusammengesetzt  werden: 
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Ä«  (P,)     -ßa(y.-l)=i(5.«')-5.-i«')), 


J  = 


r^c)  = 


{«     dJ 


ä  dA^y 


AsW  A/^  .  .  .  ^,W 

<T,   T  =J  1,   2,    .   .    .  «. 

Sind  nun  t,  =  S,  «2  '^  ^»  •  •  •  ^*  =  ?  irgend  welche  unbe- 
kannte Grössen,  durch  welche  die  gcmeinschartliche  Bahn  der 
Integrale  Sl  hindurchgeht,  sind  ferner: 


diejenigen  Werthsysterae,  mit  welchen  die  Integrale  der  Reihe  nach 
zuerst  in  ^,  dann  in  17,  u.  s.  w.  zuletzt  in  ^  eintreffen,  und  ist  endlich 


so  handelt  es  sich  darum,  die  s  unbekannten  Grössen  §,  17,  ...  £ 
zu  ermitteln,  sobald  die  eben  genannten  Summen  U^y  CT^, .  . .  üs 
gegeben  sind. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  fähren  wir  zunächst  an  Stelle  der 
gegebenen  Grössen  Ä(p),  Sl{q),  A^  B,  JT  gewisse  andere  Grössen 
^(p)»  ^{q)  ^1  ^>  ^  ein»  setzen  nämlich: 

r,io)  ^^(p)  +  r^(a)  ^Q^(^)  +  . . .  +  r,(^)  Ä,(p)  =  ^^(p) 

r,(^)  Ä, (g)  +  r,«^)  Ä2(^)  +  . . .  +  ri^<^)  Ä,(g)  =  «afe); 
0  =  1, 2, ...  5. 

<T,   X  =  1,   2,   .  .  .   5. 


Umkehrung  der  Aberschen  Integrale.  513 

i\(^)  u,  +  r^«')  u^  +  ,,,  +  r,i^)  Us  =  Ha. 

(T  =  1,   2,    .  .  .  Ä 

Jede  der  Grössen  Uax  vvird  dann,  jenachdem  a,  k  gleich  oder 
ungleich  sind,  den  Werth  in  oder  den  Wyth  0  besitzen;  ferner 
wird,  was  die  Grössen  hax  anbelangt,  bax  =  Ka  sein. 

Sodann  bilden  wir  unter  Anwendung  der  Constanten  bxg  ^Jnd 
unter  Zuziehung  irgend  welcher  andern  s  Argumente  Fj,  Fj, . .  .  V 
die  5  fach  unendliche  Reihe: 
^(Fp    ^2,   ...    Vs)  = 

=  ^e  ; 

71 

die  Summation  ^  soll  sich  hier  auf  die  ganzen  Zahlen  Wj,  Wj,  . .  .  «.« 

n 

beziehen,  und  für  jede  derselben  von  — -  oo  bis  +  oo  hineratreckl 
sein. 

Bezeichnen  wir  nun  endlich  die  gegebenen  .9+1  Grössenpaare 

Pn    P2^    •   •  •   Ps+ly 
<7,,    ^2)    •   •   •    9s^l 

in  irgend  welcher  andern  Reihenfolge  mit: 

a,  ß,  ,  .  ,  y,  d, 
a\  ß\   ...  /,  ^ 

und  setzen  wir: 

so  gilt  zur  Bestimmung  der  unbekannten  Grössen  |,  i;,  ...  J 
folgende  Formel: 

l/;(g,  7?,      ..  S)  _  /&(u^-Wi'd).u,-'^^{d),..,,ys—^s(S))Y 

Da  die  mit 

a,  ß,   .  .  .  y,   ö 

a\  ß\   ...  y\   ö' 
bezeichnete  Reihenfolge  im  Wesentlichen  auf  5  +  1  verschiedene 
Arten    gewählt   werden   kann,   so    repräsentirt  diese  Formel   im 
Ganzen  5+1  Gleichungen,  also  eine  Gleichung  mehr,  als  zur  Be- 
stimmung der  s  unbekannten  Grössen  ^,  ly,  .  .  .  f  erforderlich  sind. 

Schliesslich  noch   ein  kurzer  Rückblick   auf  den  Gang   und 
Erfolg  unserer  Untersuchungen. 

Neumann }  Abel'sche  Integ-rale.  33 
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Bei  Betrachtung  der  Abei'schen  Integrale  hatten  wir  uns 
(Seite  393)  die  Lösung  zweier  Probleme  zur  Aufgabe  gemacht, 
welche  wir  kurzweg  das  erste  und  das  zweite  Problem  nann- 
ten. Sollten  besondere  Namen  erwünscht  sein,  so  wurde  man 
das  erste  Problem  als  das  Riemann'sche,  das  zweite  als 
das  Jacobi'sche  Umkehrungsproblem   bezeichnen  können. 

Jedes  dieser  beiden  Probleme  haben  wir  in  zwei  verschie- 
denen Formen  hingestellt,  in  seiner  primären  Form  (S.  39^, 
und  in  seiner  secundären  Forni  (S.  398,  399  und  438,  4^. 
Unter  der  primären  Form  verstanden  wir  die  ursprunglieh  gh' 
gebene,  unter  der  secundären  Form  hingegen  eine  gewfaisiS^;»: 
geleitete  nnd  für  den  AngriiT  der  Probleme  vortheiihaftere  FtattK 

Wir  sind  zur  vollständigen  Lösung  des  Riemann'sekie^ 
sowohl  als  auch  des  Jacobi'schen  Problemes  gelangt.         ,;r 

Die  Operationen,  welche  zur  Lösung  dieser  Probleme  eribjr* 
derlich  sind,  wurden  zuvörderst  für  den  Fall  zusammengesleih, 
dass  die  Probleme  in  ihrer  secundären  Form  vorliegen. 
(Seite  508  —  510.) 

Sodann  haben  wir  später  mit  Bezug  auf  das  Jacdbi'sch.e 
Problem  eine  noch  grössere  Vollständigkeit  eintreten  lassen;  wfar 
haben  nämlich  (Seite  510 — 513)  den  Fall  betrachtet,  dass  dieses 
Problem  nicht  In  seiner  secundären,  sondern  in  seiner  pri]Ril- 
ren  Form  vorliegt,  und  die  zur  Lösung  des  Problems  erfordi^- 
liehen  Operationen  auch  für  diesen  Fall  vollständig  angegdieii. 
Aehnliches  würde  sich  natürlich,  wie  augenblicklich  zu  ub^n^eheÄ 
ist,  auch  ausführen  lassen  bei  dem  Rieraann'schen  PlrofeiMi. 


0-*.f 


THelliauaHirsrhfWiiidiiiigsllachf  fL-stei  Onliums.". 
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